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概要

グループ構造を持つ SEIRモデルにおいて,Li and Shuai [12] は,齢構造モデルを経由して分配
的な無限遅れを持つモデルを構成した.グループ間の感染力に関わる係数からなる行列が既約であ
ることを仮定して,このモデルにおける平衡点の安定性を考える.

リアプノブ汎関数を構成する際に現れる積分が well‐defined であることを保証するために必要な
一連のパーシステンスに関わる証明を丁寧に確認し,平衡点の大域安定性を示すのに必要なリアプ
ノフ汎関数を適切に構成した.

1 \mathrm{S}\mathrm{E}|\mathrm{R} マルチグループモデルと相空間
グループ番号を k とおき、 S_{k}(t) を感受性者数, E_{k}(t) を曝露者数, I_{k}(t) を感染者数, R_{k}(t) を隔

離者数とするとき、次のモデルを考える [12].

\displaystyle \frac{\mathrm{d}S_{k}}{\mathrm{d}t}=$\Lambda$_{k}-\sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}S_{k}\int_{0}^{\infty}h_{j}(r)i_{j}(t, r)\mathrm{d}r-d_{k}^{S}S_{k},
\displaystyle \frac{\mathrm{d}E_{k}}{\mathrm{d}t}=\sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}S_{k}\int_{0}^{\infty}h_{j}(r)i_{j}(t, r)\mathrm{d}r-(d_{k}^{E}+$\epsilon$_{k})E_{k} ,

(1.1)

\displaystyle \frac{\mathrm{d}I_{k}}{\mathrm{d}t}=$\epsilon$_{k}E_{k}-(d_{k}^{I}+$\gamma$_{k})I_{k},
\displaystyle \frac{\mathrm{d}R_{k}}{\mathrm{d}t}=$\gamma$_{k}I_{k}-d_{k}^{R}R_{k}.

ここで、 h_{k}( $\tau$) を感染齢  $\tau$ の感染の強さを表すカーネル関数,  $\Lambda$_{k} を感受性者の出生率, d_{k}^{S}, d_{k}^{E}, d_{k}^{I}, d_{k}^{R}
を S_{k} ) E_{k} ) 為 および R_{k} の自然死亡率,  $\beta$初 を  S_{k} と ろについての感染係数, $\epsilon$_{k} をグループ k にお

ける感染症の発症率, $\gamma$_{k} をグループ k における隔離率とし、 B=($\beta$_{kj}) は既約行列とする.
時刻 t における感染齢 r の感染者数砺 (t, r) について,

(\displaystyle \frac{\partial}{\partial t}+\frac{\partial}{\partial r})i_{k}(t, r)=-(d_{k}^{I}+$\gamma$_{k})i_{k}(t, r) , i_{k}(t, 0)=$\epsilon$_{k}E_{k}(t) ,

とすると,以下のような,亀 と E_{k} だけの式で漸近挙動を考えることができる.

\displaystyle \frac{\mathrm{d}S_{k}}{\mathrm{d}t}=$\Lambda$_{k}-\sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}S_{k}\int_{0}^{\infty}f_{j}(r)E_{j}(t-r)\mathrm{d}r-d_{k}^{S}S_{k},
(1.2)

\displaystyle \frac{\mathrm{d}E_{k}}{\mathrm{d}t}=\sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}S_{k}\int_{0}^{\infty}f_{j}(r)E_{j}(t-r)\mathrm{d}r-(d_{k}^{E}+$\epsilon$_{k})E_{k},
初期条件は次の通りとする.

E_{k}(s)=$\phi$_{k}(s) ,  s\in (-\infty, 0], E_{k}(0) \geq 0, S_{k}(0) >0 for all k . (1.3)
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カーネル関数 f_{k}(r) は,有界な h_{k}(r) を用いて次のように定義される :

f_{k}(r)=$\epsilon$_{k}h_{k}(r)\exp\{-(d_{k}^{I}+$\gamma$_{k})r\}.

すべての k に対して 0< $\lambda$<(d_{k}^{I}+$\gamma$_{k}) となる  $\lambda$ について,

\displaystyle \int_{0}^{\infty}f_{k}(r)\exp( $\lambda$ r)\mathrm{d}r<\infty,
であり,次の fading memory type の空間 C_{ $\lambda$} と Y_{ $\lambda$} をノルム \Vert\cdot\Vert とともに定める.

 C_{ $\lambda$}=\{ $\psi$\in C((-\infty, 0], \mathbb{R}) :  $\psi$(s)\exp( $\lambda$ s) は (-\infty, 0] において一様連続,

\displaystyle \sup_{s\leq 0}| $\psi$(s)|\exp( $\lambda$ s)<\infty\},
Y_{ $\lambda$}= {  $\psi$\in C_{ $\lambda$}| $\psi$(s)\geq 0 for all s\leq 0} )

\displaystyle \Vert $\psi$\Vert=\sup_{s\leq 0}\{| $\psi$(s)|\exp( $\lambda$ s)\}.
E_{k}(s) の初期関数はすべての k について $\phi$_{k}(s)\in Y_{ $\lambda$} , 相空間は X=\mathbb{R}^{n}\times Y_{$\lambda$^{n}} とする.

2 平衡点と基礎再生産数

平衡点 ( S_{1}^{*}, \ldots, S_{n}^{*}, E_{1}^{*}, \ldots

)  E_{n}^{*} ) は

$\Lambda$_{k}-\displaystyle \sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}S_{k}^{*}a_{j}E_{j}^{*}-d_{k}^{S}S_{k}^{*}=0 , (2.1)

\displaystyle \sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}S_{k}^{*}a_{j}E_{j}^{*}-(d_{k}^{E}+$\epsilon$_{k})E_{k}^{*}=0 . (2.2)

を満たし,次が成り立つ.
$\Lambda$_{k}-d_{k}^{S}S_{k}^{*}-(d_{k}^{E}+$\epsilon$_{k})E_{k}^{*}=0.

もし,ある i について E_{i}^{*}=0 ならば,すべての k について E_{k}^{*}=0 となることが, ($\beta$_{k_{\dot{J}}}) の既約性か
ら導かれる.したがって、このときの平衡点は P^{0}(S_{1}^{0}, S_{2}^{0}, \ldots, S_{n}^{0},0,0, \ldots, 0) , ただし S_{k}^{0}=$\Lambda$_{k}/d_{k}^{S}
である.

また、ある i について E_{i}^{*} =0 ならば, ($\beta$_{kj}) の既約性により、すべての k について 0 < S_{k}^{*} <

S_{k}^{0}, E_{k}^{*}>0 となり,このときの平衡点を P^{*}(S_{1}^{*} ) S_{2}^{*}, \ldots, S_{n}^{*}, E_{1}^{*}, E_{2}^{*}, \ldots, E_{n}^{*}) で表す.

基礎再生産数 R_{0} は,次世代行列 N= (\displaystyle \frac{$\beta$_{kj}S_{k}^{0}a_{j}}{d_{k}^{E}+$\epsilon$_{k}}) のスペクトル半径  $\rho$(\mathrm{N}) である.

3 正値性と有界性

S_{k} の正値性と有界性は, \mathrm{d}S_{k}/\mathrm{d}t\leq$\Lambda$_{k}-d_{k}^{S}S_{k} から次のように得られる.

命題3.1. どのような初期条件に対しても,

0<S_{k}(t)\displaystyle \leq\max\{S_{k}(0), \frac{$\Lambda$_{k}}{d_{k}^{S}}\} for t\geq 0,

となり,すべての t\geq T について亀 (t)\leq$\Lambda$_{k}/d_{k}^{S}+1 が成り立つような T>0 が存在する.
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S_{k} の正値性について,(1.2) の第2式で d_{k}^{E}+$\epsilon$_{k}=$\delta$_{k} とおくとき,

\displaystyle \frac{\mathrm{d}E_{k}}{\mathrm{d}t}=\sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}S_{k}(t)\int_{0}^{\infty}f_{j}(r)E_{j}(t-r)\mathrm{d}r-$\delta$_{k}E_{k}(t) , (3.1)

E_{k}(t)=\displaystyle \exp(-$\delta$_{k}t)E_{k}(0)+\exp(-$\delta$_{k}t)\int_{0}^{t}\exp($\delta$_{k}s)\sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}S_{k}(s)\int_{0}^{\infty}f_{j}(r)E_{j}(s-r) drds. (3.2)

が得られ,初期関数 $\phi$_{k}(s)=E_{k}(s) , s\leq 0 は非負である.もし,ある i と s(\leq 0) について E_{i}(s)>0
ならば,,すべての k について E_{k}(t)>0, t>0 が ($\beta$_{kj}) の既約性から成り立つ. d_{k}^{*}=\displaystyle \min\{d_{k}^{S}, $\delta$_{k}\}
とおけば,

\displaystyle \frac{\mathrm{d}(S_{k}+E_{k})}{\mathrm{d}t}=$\Lambda$_{k}-d_{k}^{s}S_{k}-$\delta$_{k}E_{k}
\leq$\Lambda$_{k}-d_{k}^{*}(S_{k}+E_{k}) .

となり, S_{k}+E_{k} は有界である.したがって E_{k} は, S_{k} の正値性から,有界である.

命題3.2. あらゆる初期条件に対して

0<E_{k}(t)\leq \mathrm{m} \displaystyle \{S_{k}(0)+E_{k}(0), \frac{$\Lambda$_{k}}{d_{k}^{*}}\} for t\geq 0,

であり, E_{k}(t) \leq$\Lambda$_{k}/d_{k}^{*}+1 fort\geq T となるような T>0 が存在する.

定理3.3. 初期条件 (1.3) を満たすような,(1.2) の解を u とする.このとき, \Vert(E_{k})_{t}\Vert \leq  M_{k} for
t\geq 0 となるような, t によらない M_{k} が存在する.

Proof. 任意の t\geq 0 について,

\displaystyle \Vert(E_{k})_{t}\Vert\leq\max\{\Vert$\phi$_{k}\Vert , S_{k}(0)+E_{k}(0), \frac{$\Lambda$_{k}}{d_{k}^{*}}\}=M_{k} , (3.3)

であり,この M_{k} は tによらない.口

(1.2) の解 ((E_{1})_{t}, \ldots, (E_{n})_{t}) は,すべての t \geq  0 に対して相空間 Y_{$\lambda$^{n}} にあり,したがって
(E_{k})_{t}(s) \leq \Vert(E_{k})_{t}\Vert \mathrm{e}^{-$\lambda$_{8}} for s\leq 0 である.よって,一般性を失わずに,次のように初期条件を書き
直すことができる.

E_{k}(s)=$\phi$_{k}(s) , s\in(-\infty, 0], $\phi$_{k}\in Y_{ $\lambda$}, E_{k}(0)>0, S_{k}(0)>0 )
for all k.

したがって,すべての t\geq 0 と k について E_{k}(t)>0 である.

4 一様パーシステンス

次の,Hale and Waltman [6] によるパーシステンスの定理が有用である:

定理4.1. 以下の条件を仮定する:

(i) X^{0} は,Xにおいて,稠密な開集合で X^{0}\cup X_{0}=X かつ  X^{0}\cap X_{0}=\emptyset ;

(ii) solution operatoT  T(t) は, T(t) : X^{0}\rightarrow X^{0}, T(t) : x_{0}\rightarrow x_{0} を満たす;
(iii) T(t) は X において,point dissipative;
(iv) もし U がXにおいて有界ならば, $\gamma$^{+}(U) も X において有界 ;

(v) T(t) は asymptotically smooth ;

(vi) \displaystyle \mathcal{A}=\bigcup_{x\in A_{b}} $\omega$(x) は孤立非巡回的被覆 N=\displaystyle \bigcup_{i=1}^{k}N_{i} を持ち, A_{b} は T(t) の x_{0} に制限された

global attractor である;
(vii) それぞれの N_{i}\in N について  W^{s}(N_{i})\cap X^{0}=\emptyset ; ただし  W^{s} は安定集合である.
このとき, T(t) は, X_{0} に関して uniform repeller である,すなわち,  $\eta$>0 があって, x\in X^{0} に対

して, \displaystyle \lim\inf_{t\rightarrow\infty}d(T(t)x, X_{0})\geq $\eta$ となる.

69



 X^{0}= { (S_{1}, \ldots

,  S_{n} , El, . . .

, E_{n})\in X|E_{k}(s) >0 for some s\leq 0 ,
for some k},

X_{0}= { ( S_{1}, \ldots, S_{n} , El, . . .

, E_{n})\in X|E_{k}(s)=0 for all s\leq 0 ,
for all k},

のように定義すれば, X=X^{0}\cup X_{0}, X^{0}\cap X_{0}=\emptyset, X^{0} と X_{0} は共に positive invariant である.

定理4.2. システム (1.2) を考えて, R_{0}>1 と (S_{0}, E_{0})\in X^{0} を仮定すれば,

\displaystyle \lim \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}t\rightarrow\infty\Vert(E_{k})_{t}\Vert \geq $\eta$.
となる  $\eta$>0 が存在する.

Proof. 定理4.1の条件を確かめる.(i), (ii) は容易.

(iii) point dissipativity は既に命題3.1と命題3.2で示されている.

(iv) \Vert$\phi$_{k}\Vert が有界ならば,(3.3) による.

(v) Xのどんな有界な forward invariant な部分集合  U についても,

\displaystyle \mathcal{M}_{k}:= \{ $\psi$\in C_{ $\lambda$}:\sup_{s\leq 0} $\psi$(s)e^{\frac{ $\lambda$}{2}S}\leq M_{k}^{2}\}, \mathcal{M}=\prod_{k=1}^{n}[0, M_{k}^{1}] \times\prod_{k=1}^{n}\mathcal{M}_{k_{\rangle}}
M_{k}^{1}=\displaystyle \max\{S_{k}(0), \frac{$\Lambda$_{k}}{d_{k}^{S}}\} , M_{k}^{2}=\displaystyle \max\{\sup_{$\phi$_{k}\in U}\Vert$\phi$_{k}\Vert, $\Lambda$_{k}/d_{k}^{S}, $\Lambda$_{k}/d_{k}^{*}\} , を用いて定まる上のような

\mathcal{M}_{k} と \mathcal{M} について \displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}d(T(t)U, \mathcal{M}) =0 . したがって T(t) は asymptotically smooth であ
る,

(vi) \mathcal{A} = \{P^{0}\} (ただし, P^{0} = (S^{0},0) \in  X ) であり,孤立している.したがって,被覆は単に
N=\{P^{0}\} であり,これは非巡回的である,すなわち X_{0} に, P^{0} と自分自身をつなぐ軌道はない.

(vii) W^{8}(P^{0})\cap X^{0} =\emptyset であることを示す.そうでないと仮定すると,  X^{0} に次のような解が存在
する :

\displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}(S_{k}, E_{k})=($\Lambda$_{k}/d_{k}^{S}, 0) .

関数 U(t) を次のように定める :

U(t)=\displaystyle \sum_{k=1}^{n}c_{k}E_{k}(t) , c_{k}=\frac{$\omega$_{k}}{$\delta$_{k}}(=\frac{$\omega$_{k}}{d_{k}^{E}+$\epsilon$_{k}}) ,

ここで,  $\omega$ = ( $\omega$_{1} ) $\omega$_{2\text{）}}\ldots ) $\omega$_{n} ) は,各成分が非負の次世代行列 N のスペクトル半径  $\rho$(N) に対応す

る,成分がすべて正の左固有ベクトルで, r1= $\rho$(N)^{1/3} とおけば, r_{1} > 1 であり, T>0 が存在して

S_{k}(t) >S_{k}^{0}/r\mathrm{i} for \forall t\geq T となる.

\displaystyle \frac{\mathrm{d}U}{\mathrm{d}t}=\sum_{k=1}^{n}\frac{$\omega$_{k}}{$\delta$_{k}} (\sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}S_{k}(t)\int_{0}^{\infty} fj (r)E_{j(t}-r)\mathrm{d}r-$\delta$_{k}E_{k}(t))
\displaystyle \geq\sum_{k=1}^{n}\frac{$\omega$_{k}}{$\delta$_{k}} (\sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}\frac{S_{k}^{0}}{r_{1}}\int_{0}^{t} fj (r)E_{j}(t-r)\mathrm{d}r-$\delta$_{k}E_{k}(t))

ここで, t-T を改めて t とおくと, t\geq 0 において不等式が常に成り立つ.ラプラス変換により,
\mathcal{L}[E]=(\mathcal{L}[E\mathrm{i}](s), \mathcal{L}[E_{2}](s), \ldots, \mathcal{L}[E_{n}](s)) ,  $\delta$ 0=\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\leq k\leq n $\delta$ k とおく.

\displaystyle \mathcal{L}[\frac{\mathrm{d}U}{\mathrm{d}t}] (s)=\sum_{k=1}^{n}\frac{$\omega$_{k}}{\tilde{ $\delta$}_{k}}\mathcal{L}[\frac{\mathrm{d}E_{k}}{\mathrm{d}t}] (s)\leq-\sum_{k=1}^{n}\frac{$\omega$_{k}}{$\delta$_{k}}E_{k}(0)+\frac{s}{$\delta$_{0}}\sum_{k=1}^{n}$\omega$_{k}\mathcal{L}[E_{k}](s)
(4.1)

=-\displaystyle \sum_{k=1}^{n}\frac{$\omega$_{k}}{$\delta$_{k}}E_{k}(0)+\frac{s}{$\delta$_{0}} $\omega$\cdot \mathcal{L}[E].
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\mathcal{L} [\displaystyle \sum_{k=1}^{n}\frac{$\omega$_{k}}{$\delta$_{k}} (\sum_{j=1}^{n} $\beta$初 \displaystyle \frac{S_{k}^{0}}{r_{1}}\int_{0}^{t} fj(r)E_{j}(t-r)\mathrm{d}r-$\delta$_{k}E_{k}(t))]
=\displaystyle \sum_{k=1}^{n}$\omega$_{k} (\frac{1}{r_{1}}\sum_{j=1}^{n}\frac{$\beta$_{kj}S_{k}^{0}}{$\delta$_{k}}\mathcal{L}[f_{j}]\mathcal{L}[E_{j}]-\mathcal{L}[E_{k}]) (4.2)

>\displaystyle \sum_{k=1}^{n}$\omega$_{k} (\frac{1}{r_{1}}\sum_{j=1}^{n}\frac{$\beta$_{kj}S_{k}^{0}}{$\delta$_{k}}\frac{a_{j}}{r_{1}}\mathcal{L}[E_{j}]-\mathcal{L}[E_{k}]) =\frac{ $\rho$(N)}{$\gamma$_{1}^{2}} $\omega$\cdot \mathcal{L}[E]- $\omega$\cdot \mathcal{L}[E].
ただし, \mathcal{L}[f_{j}](0)=aj だから,十分小さいすべての s>0 について \mathcal{L}[f_{j}](s) >aj/r_{1}.
したがって,(4.1),(4.2) から,

-\displaystyle \sum_{k=1}^{n}\frac{$\omega$_{k}}{$\delta$_{k}}E_{k}(0)> (r_{1}-1-\frac{s}{$\delta$_{0}}) $\omega$\cdot \mathcal{L}[E].
この左辺は負であり,右辺は 十分小さい s>0 について正にできるから矛盾.したがって,(vii) が

成り立ち,定理4.1を適用することが出来て, \displaystyle \lim\inf_{t\rightarrow\infty}\sum_{k=1}^{n}\Vert(E_{k})_{t}\Vert \geq $\eta$ 0 , となるような $\eta$_{0}>0
が存在する.このとき,すべての k について次が成り立つような  $\eta$>0 が存在することを示すことが
出来る.

\displaystyle \lim \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}t\rightarrow\infty\Vert(E_{k})_{t}\Vert \geq $\eta$.
口

次の補題を (\mathrm{E}_{k})_{t} に適用できる.

補題 4.3. \displaystyle \lim\inf_{t\rightarrow\infty}\Vert y_{t}\Vert \geq  $\eta$ for  y_{t} \in 巧 と仮定するなら,  0 < $\eta$' <  $\eta$ について,
\displaystyle \lim\sup_{t\rightarrow\infty}y(t) \geq$\eta$' for all $\eta$' が成り立つ..

したがって,

\displaystyle \lim_{t\rightarrow}\sup_{\infty}E_{k}(t)\geq$\eta$'.
定理4.2において, \mathrm{T}(t) がasymptotically smooth であることと,定理2.2 [18] により,

命題4 \cdot 4.  R_{0}>1 とする. (S, E) が ( S_{0} ) E_{0} ) \in X^{0} であるような(1.2) の解とすれば,次のような
正の $\eta$'' が存在する.

\displaystyle \lim_{t\rightarrow}\inf E_{k}(t)> $\eta$

5  R_{0}>1 におけるリアプノブ汎関数
モデル (1.2) におけるリアプノフ汎関数の構成のために,次の汎関数を定義する.

W_{k}^{\infty}($\phi$_{t};c)=c\displaystyle \int_{0}^{\infty}$\alpha$_{k}(a)H(\frac{ $\phi$(t-a)}{c}) da, (5.1)

ここで, $\alpha$_{k}(a)=\displaystyle \int_{a}^{\infty} fk ( $\tau$)\mathrm{d} $\tau$, H(u)=u-1-\ln u および c>0 である.

B_{0} > 1 とする. (\tilde{S},\tilde{E}) を (\overline{S}_{0},\tilde{E}_{0}) \in X^{0} であるような (1.2) の解とする.そのとき,命題3.1,
命題3.2および命題4.4により, (\tilde{S},\tilde{E}) の  $\omega$‐極限集合  $\Omega$ は空でなく,コンパクトかつ不変であ
る.したがって,もし (S_{0}, E_{0}) \in \mathbb{R}^{n} \times Y評が  $\Omega$ の点であれば,解のすべての点が  $\Omega$ にあるような,
(S_{0}, E_{0}) を通る entire solution が存在する.  $\Omega$ にある解 (S, E) について,命題3.1, 命題3.2およ

び命題4.4により,
 $\epsilon$\leq E_{k}(t)\leq M for all t\in \mathbb{R}.

71



となるような  $\epsilon$>0 と M>0 が存在する.そのとき,汎関数 (5.1) は  $\Omega$ にあるすべての解に対して
well‐defined である.システム (1.2) の,感染のある唯一の平衡点を  P^{*}=(S_{1}^{*}, \ldots, S_{n}^{*}, E_{1}^{*}, \ldots, E_{n}^{*})
で表す.

\overline{ $\beta$}_{kj}=$\beta$_{kj}a_{j}S_{k}^{*}E_{j}^{*}, 1\leq k ) j\leq n, n\geq 2,

とおき, (\overline{ $\beta$}_{kj}) のラプラシアン行列を \overline{B} とすると,

\overline{B}= \left\{\begin{array}{llllll}
\sum_{l\neq\underline{1}}\overline{ $\beta$}_{1l} & -\overline{ $\beta$}_{21} & \cdots & \cdots & -$\beta$_{n1} & \\
-$\beta$_{12} & \sum_{l\neq 2} & \overline{ $\beta$}_{2l} & \cdots & -\overline{ $\beta$}_{n2} & \\
\vdots & \vdots &  & \ddots & \vdots & \\
-\overline{ $\beta$}_{1n} & -\overline{ $\beta$}_{2n} & \cdots & \cdots & \sum_{l\neq n} & \overline{ $\beta$}_{nl}
\end{array}\right\}
($\beta$_{kj}) は既約だから, (\overline{ $\beta$}_{kj}) と \overline{B} もまた既約である.

方程式 Bv=0 は,正の解 v= (v_{1}, v2, . . .

, v_{n} ) を持つ.

\displaystyle \sum_{l=1}^{n}\overline{ $\beta$}_{kl}v_{k}=\sum_{j=1}^{n}\overline{ $\beta$}_{jk}v_{j} . (5.2)

次の V がリアプノフ汎関数となることを示す.

V=V_{1}+V_{2},

V_{1}=\displaystyle \sum_{k=1}^{n}v_{k}\{S_{k}^{*}H(\frac{S_{k}}{S_{k}^{*}}) +E_{k}^{*}H(\frac{E_{k}}{E_{k}^{*}})\},
V_{2}=\displaystyle \sum_{k,j=1}^{n}v_{k}$\beta$_{kj}S_{k}^{*}\int_{0}^{\infty}$\alpha$_{j}(r)E_{j}^{*}H(\frac{E_{j}(t-r)}{E_{j}^{*}}) dr .

(2.1), (2.2), および相加相乗平均の不等式と H(u)\geq 0 を用いて,

\displaystyle \frac{\mathrm{d}V}{\mathrm{d}t}\leq\sum_{k,j=1}^{n}vk\overline{ $\beta$}_{kj}\{(\frac{E_{j}}{E_{j}^{*}}-\ln\frac{E_{j}}{E_{j}^{*}}) - (\frac{E_{k}}{E_{k}^{*}}-\ln\frac{E_{k}}{E_{k}^{*}})\}.
(5.2) により,

\displaystyle \sum_{k,j=1}^{n}v_{k}\overline{ $\beta$}_{kj} (\frac{E_{j}}{E_{j}^{*}}-\ln\frac{E_{j}}{E_{j}^{*}}) =\sum_{k,j=1}^{n}v_{k}\overline{ $\beta$}_{kj}(\frac{E_{k}}{E_{k}^{*}}-\ln\frac{E_{k}}{E_{k}^{*}}) .

したがって,

\displaystyle \frac{\mathrm{d}V}{\mathrm{d}t}\leq 0.

6 瑞 \leq 1 のときのリアプノフ汎関数

\mathrm{L}(t) を次のように定義する.

L(t)=\displaystyle \sum_{k=1}^{n}c_{k}\{S_{k}^{0}H(\frac{S_{k}(t)}{S_{k}^{0}})+E_{k}(t)+\sum_{j=1}^{n}$\beta$_{kj}S_{k}^{0}\int_{0}^{\infty}$\alpha$_{j}(r)E_{j}(t-r)\mathrm{d}r\},
ただし,

c_{k}=\displaystyle \frac{$\omega$_{k}}{d_{k}^{E}+$\epsilon$_{k}}, $\Lambda$_{k}=d_{k}^{S}S_{k}^{0}, $\alpha$_{k}(0)=\int_{0}^{\infty}f_{k}( $\sigma$)\mathrm{d} $\sigma$=a_{k}.
(S, E) の  $\omega$‐極限集合  $\Omega$ は空でなく,  L(t) はすべての解に対して well‐defined である.

命題6.1.  R,\leq  1 のとき, (S, E) が  $\Omega$ にある,モデル (1.2) の解ならば,  L(t) の導関数は非正で
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ある.

Proof. 次の式が成り立つ :

\displaystyle \frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}t}\int_{0}^{\infty}$\alpha$_{j}(r)E_{j}(t-r)\mathrm{d}r=$\alpha$_{j}(0)E_{j}(t)+\int_{0}^{\infty}$\alpha$_{j}'(r)E_{j}(t-r)\mathrm{d}r
=a_{j}E_{j}(t) -\displaystyle \int_{0}^{\infty}f_{j}(r)E_{j}(t-r)\mathrm{d}r.

このとき, L の導関数は次のようになる:

\displaystyle \frac{\mathrm{d}L}{\mathrm{d}t} =\sum_{k=1}^{n}$\omega$_{k} [\frac{d_{k}^{S}S_{k}^{0}}{d_{k}^{E}+$\epsilon$_{k}} (2- \frac{S_{k}}{s_{k}^{0}} - \frac{S_{k}^{0}}{S_{k}}) +\sum_{j=1}^{n}\frac{$\beta$_{kj}S_{k}^{0}a_{j}}{d_{k}^{E}+$\epsilon$_{k}}E_{j}(t) -E_{k}]
相加相乗平均の不等式を用いて,

\displaystyle \frac{\mathrm{d}L}{\mathrm{d}t}\leq $\omega$ . (NE— \mathrm{E} ) =( $\rho$(N)-1) $\omega$ . E.

 $\rho$(N) \leq  1 だから,この導関数は非正である.ここで, E= (E_{\mathrm{i}}, E2, . . . , E_{n}) である.したがって

L(t) は平衡点 (S_{1}^{0}, \ldots, S_{n}^{0},0, \ldots, 0) に対するリアプノフ汎関数となる. \square 

定理6.2. R_{0}\leq 1 のとき,すべての解は平衡点 (S^{0},0) に収束する.ただし, S^{0}=(S_{1}^{0}, \ldots, S_{n}^{0}) で

ある.
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