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Goldbach問題 —3つの素数の和について *

(Goldbach�s problem —on sums of three primes)

By

川田浩一 (Koichi Kawada)
**

Abstract

The ternary Goldbach problem has recently resolved completely by Helfgott, thereby it is

now known that every odd integer exceeding 5 can be written as the sum of three primes. This

article overviews the history of research of this area, from Hardy‐Littlewood, Vinogradov, to

Helfgott.

§1. 序—Goldbach 予想.

GoldbachがEuler に送った,1742年6月7日付の手紙を発端とする次の予想が,
Goldbach予想と呼ばれるものである :

\bullet 4以上の偶数は全て,2つの素数の和として表されるだろう.

\bullet 7以上の奇数は全て,3つの素数の和として表されるだろう.

前者はbinary Goldbach conjecture, 後者はternary Goldbach conjecture と呼ばれ

る.  N が7以上の奇数なら N—3は4以上の偶数だから,もし binaryの方の予想が正
しければ N—3 =p+q となる素数 p, q があり, N=3+p+q という

\succ

ことで,ternary
Goldbach予想も正しい.つまり binaryの方の予想はternaryの方の予想を含むわけで,
そのため狭義にはGoldbach予想と言うと binary Goldbach 予想を指す.また,binary と

ternaryの代わりに,strong と weak という形容詞がそれぞれ使われることもある.

因みに,上記のGoldbachの手紙では,Goldbachは1も �素数
�

に含めた上で,

「  N が2つの �素数� の和であれば, 2\leq k\leq N なる任意の整数 k に対し,
N を k 個の �素数

�

の和として表すことができるだろう」
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という意味の予想を記し (例えば5は2 + 3というように2つの素数の和で表すことがで

きるが, 5=1+1+3= 1+1+1+2= 1 + 1 + 1 + 1 + 1のように3つ,4つ,5つの
`

素数� の和にもなる,といった例も挙げられている), さらに欄外に

「2より大きい整数は3つの �素数� の和であろう」

と記している.この後者の予想は上述のGoldbach予想に近いが,1も �素数� に含めて

いる分,厳密に言えば現在Goldbach予想と呼ばれているものより弱いことになる.そ
の手紙に対する Eulerから Goldbachへの1742年6月30日付の返信に,上記のbinary
Goldbach予想が記されているそうである1.

Goldbach予想の述べ方としては,「素数」 を 「奇数の素数」 に限定するバージョンも

あり,その場合の予想は次の通りとなるが,大差はない.

\bullet 6以上の偶数は全て,2つの奇素数の和として表されるだろう.

\bullet 9以上の奇数は全て,3つの奇素数の和として表されるだろう.

=\square う
\succ

までもなく,2つの素数の和が偶数なら,それらの素数は両方とも奇素数か,両方と

も2か,どっちかだから,6以上の偶数が2つの素数の和なら,それらの素数は両方とも
奇素数である.つまり binaryの場合は,「素数」 を 「奇素数」 にすると  4=2+2 が排除

される,という
\succ

だけのことである.一方のternaryの場合はそこまで自明ではないから,
§3.3の終わりにもう少し詳しく述べるつもりだが,やっぱり実質的に大した違いはなく,
結局  7=2+2+3 を含めるかどう

\succ

かだけの話となる.

いずれにしろ,このGoldbach予想の解決をはじめ,素数の和として自然数を表すこ
とに関わる問題を総称して,Goldbach問題と言っている.現在でも binary Goldbach 予

想は未解決であるが,ternary Goldbach 予想は,既に1937年に本質的に解決している.
その年に 「ある定数 V以上の奇数は全て3つの素数の和になる」 という所謂Vinogradov

の三素数定理がVinogradov[19] により証明され,あとは 「その Vを計算し,V以下の正

の奇数1つずつについて3つの素数の和になるかどうかを確認する,という有限の時間

で終わる単純作業によってternary Goldbach 予想の真偽が分かる」 という状況となった.

本質的に,あるいは論理的には解決した,とはそういう意味だが,これを本当に解決した
と言う

\succ

ためには,その定数  V 以下の全ての奇数に対するチェックが現存するコンピュー

ターでそれなりの時間内 (例えば1年以内とか) に終わるく らい, V の値を小さく しなけ

ればならない.Vinogradovの仕事以降,このための努力が何人かの人たちによって為さ
れたが,2013年5月にとうとう Helfgott [6] が V=10^{30} を得,これを実現した.

定理1 (Helfgott [6]). 10^{30} 以上の奇数は全て3つの奇素数の和である.

一方,コンピューターを使って次のことが確認できるそうである.

定理2 (Helfgott and Platt [9]). 次の範囲に含まれる奇数 N は全て3つの奇素数

の和である ; 9\leq N\leq 8 , 875, 694, 145, 621, 773, 516, 800, 000, 000, 000.

1この段落の情報は,英語版のWikipediaの Goldbach�s conjecture の項による.
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この最後の大きい数2は31 ケタで,8 \cdot  10^{30} を超えている.よって,これら2つの定

理から次が従う.

定理3. 7以上の奇数は全て3つの素数の和であり,9以上の奇数は全て3つの奇

素数の和である.即ち,ternary Goldbach 予想は正しい.

ここで1つお断り申し上げたい.Helfgottのプレプリント [6] は何度か改変されてい

て,今回の研究集会の初日 (2013年12月9日) に筆者が話をさせていただいた際に基に

したのは,2013年5月13日に公開されたその初版であった.その集会が終わった後,そ

のプレプリントは2013年12月30日付で大きく改変され,[6] と [8] の2つに分割された

ようである.その結果,[6] は下の §3.2で触れるような指数和のmajor arcs 上での挙動に

関わる計算に特化され,そこで得た結果を基に [8] の方で定理1のような結果を示す,と

いう形式に変わっている.しかし,基本的には本稿は集会でさせていただいた発表の報告

だと考え,本稿で [6] とあるのは,発表時点で筆者が基にした [6] の初版を意味する もの

とさせていただく.この段落は2014年5月に書き足したものだが,その時点で [6] は第4

版,[8] は第2版となっており,その [8] では 10^{27} 以上の奇数は全て3つの奇素数の和と

なることが示されている.つまり定理1の 10^{30} は,これを書き加えている時点では 10^{27}

に改良されている.

本稿の目的は,この分野にあまり馴染みのない方々にHelfgottの定理1の証明の概
要を紹介することである.Helfgottの証明はcircle method に基づいていて,その基本的

な議論に様々な工夫を加えたものであるが,その骨組みとなるcircle method の概要を §3

で紹介し,Helfgottがそれに加えた工夫等について §4で述べる.
定理2のようなある限界までの奇数のチェックについては,そのアルゴリズムなどコ

ンピューターに関することについて述べる能力を筆者は持たないが,その表面上の方針に
ついて §2.4で少々触れてみた.なお,Helfgott‐Platt [9] は,定理2にある範囲の奇数 N

に7も加えて,それらが全て3つの素数の和になる,と書いていて,「奇素数」 にこだわっ

た書き方をしていないが,その議論をみれば「奇素数」 にこだわった定理2の主張が実際

には確認されていることは明らかである.

§2. Ternary Goldbach 問題解決までの歴史の概要.

数学的な議論の紹介に進む前に,ternary Goldbach 問題が最終的に解決するまでの

歴史について,ざつと記してみたい.

§2.1. Hardy‐Littlewood とVinogradov.

1742年のGoldbach と Eulerの書簡から170年以上の長きにわたり,Goldbach問題
に関する研究の進展は全くなかった.1912年にはLandau [10, p. 105] が 「Goldbach問

2参考までに日本語で読むと,887穰(じょう) 5694じょ 1456垓(がい) 2177京(けい) 3516兆8千億.そ
の 「じょ」 は,のぎへんに予をつく りとする漢字で,その代わりに,のぎへんに 「弟」 の下半分のようなつ
く りの漢字を使い 「し」 と読むのが正しい,とする説もあるようだが,いずれにしろ筆者はそれらの漢字
を TeXで出力できなかった.
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題は現状では攻撃不可能(unangreifbar 」 と言っているが,それから10年ほどで状況は

一変した.もしかしたら,Landauがそう書いたことで注目が集まり,こういう問題の研
究が活性化するきっかけとなった面もあるのかもしれない.

Goldbach問題に関する歴史上初めての成果は,1919年にBrunによってもたらされ

た.これはbinary Goldbach 問題に関わるもので,篩の方法による成果だが,本稿の主

題からは外れるので当面飛ばし,§2.5において簡潔に述べることとする.
その Brun の仕事と同時期に,Hardy‐Ramanujan の分割数の研究において circle

methodが開発され,Hardy‐Littlewood はそれを様々な加法的問題に応用して,一連の目
覚ましい成果を得た.とくにGoldbach問題を中心とする素数に関わる加法的問題への応

用についてまとめたものが1923年の論文 [5] であり,これが今回のHelfgottの仕事に至
る出発点である.

以下,本稿を通して文字 p は添え字の有無にかかわらず常に素数を表すとする.ま

た, N=p_{1}+p_{2}+p_{3} となる素数 p_{1} , p2, p3の組の個数を \mathrm{R}(\mathrm{N}) で表す.つまり,3つの
素数の和として N を表す方法 (素数の順番も考慮する) が \mathrm{R}(\mathrm{N}) 通り,ということである.

Hardy‐Littlewood [5] は,circle method(あるいは Hardy‐Littlewood method) を用

いて,次のことを証明した :  $\theta$< \displaystyle \frac{3}{4} をみたすある定数  $\theta$ に対し,全てのDirichlet  L 函数

の零点の実部が  $\theta$ 以下であると仮定すると,漸近式

(1)  R(N)=(\displaystyle \mathfrak{S}(N)+o(1))\frac{N^{2}}{2(\log N)^{3}} (N\rightarrow\infty)
が成立する,ただし \mathrm{S}(\mathrm{N}) はsingular series と呼ばれるもので,

(2) \displaystyle \mathfrak{S}(N) =\prod_{p}(1+\frac{1}{(p-1)^{3}})\prod_{p|N}(\frac{(p-1)(p-2)}{p^{2}-3p+3}) .

この定義から, 2|\mathrm{N} なら \mathfrak{S}(N) =0, 2\nmid N なら 1 \ll \mathfrak{S}(N) \ll  1 であることが分かる3.

実際, N が奇数なら 1.32<\mathfrak{S}(N) <2.301 であることを確認できる.いずれにしろ漸近

式(1) は, N が充分大きい奇数なら R(N) >0 , 即ち N は3つの素数の和となることを

意味する.

Hardy‐Littlewood のこの結果で,Dirichlet の L 函数の零点について仮定されてい

る命題は,所謂Dirichletの L 函数に対する一般Riemann予想よりは弱いものの,現在

でも全く証明できないような命題ではある.しかし,ternary Goldbach 問題の解決へ向

かう1つの道筋 —Dirichlet の L 函数の零点に関する恐らくは正しいと思われる命題か

ら,ternary Goldbach 予想の本質的解決に続く道筋 — を初めて示したことは,ternary
Goldbach問題の研究における最初の偉業と言えよう.

Hardy‐Littlewood [5] の議論を見ると,実部が \displaystyle \frac{3}{4} 以上のDirichlet L 函数の零点が1

つでもあったら全く成立しない,という
\succ

ものではないことが分かる.実部が \displaystyle \frac{3}{4} 以上の零

3この記号 \ll は Vinogradov の記号と呼ばれ,  f \ll  g や g \gg  f は,いずれも Landau の記号による

f=O(g) という表記と同じ,つまり |f| <Cg なる正定数 C が存在することを意味する.従ってここに
おける 1\ll \mathfrak{S}(N) \ll 1 は, C1<\mathfrak{S}(N) <C2 なる正定数 C_{1} , C2の存在を意味している.
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点がちょっとく らいあっても,そんなに多くなければ良いわけで,このことは零点密度評

価の研究の動機の1つにもなったのだろうと思われる.1935年には所謂Siegel zero に関

する Siegelの定理が示され,当時の研究者はternary Goldbach 予想の本質的解決まであ

ともうほんのちょっとのところまで来ている,という感触をもったことだろう.その最後
の 「ちょっと」 とは,具体的には §3.3の補題1の評価であった.そして1937年,ついに
Vinogradov [19] がその最後の困難を克服し,unconditionalに,つまりその時点で証明さ

れていなかったような仮説に一切依存せずに,漸近式 (1) を得た.その (1) は上述のよう
に 「V 以上の奇数は全て3つの素数の和となる」 ような定数 V の存在を意味するから (こ
ういう定数 V をVinogradov定数と呼ぶ人もいる), これをもってternary Goldbach 予

想は本質的に解決された,と言われるわけである.因みにVinogradov自身は [19] におい

て,
(\backslash This is the complete resolution of Goldbach�s problem for odd numbers として,

「完全な解決」 と書いている.

§2.2. Vinogradov以後.

ただ,細かいことを言えば,[19] により ternary Goldbach 予想が本質的に解決し

た,と言うには注意が必要な点はある.論文 [19] では,major arcs の計算 (§3.2参照) に

Siegelの定理が使われているのだが,Siegelの定理で存在が保証される定数は非実効的
(ineffective) — 具体的にその値を計算する方法は不明 —であることが知られている.従っ

て,さっきのような定数 Vが存在することは [19] から直接言えるが,その V の値を具

体的に計算してみろ,と言われると,[19] に示されている方法だけではできない,という

ことになる.よって,「3つの素数の和とならない正の奇数は高々有限個」 と言う分には問

題ないが,V以下の正の奇数1つずつについて3つの素数の和になるかどうか全て調べ
ることは,Vの値が具体的に分からなければ有限の時間で終わる作業とは言えないから,

ternary Goldbach 予想の真偽が理論的には決定可能,と言うには,その点はちょっと引っ

かかるわけである.

が,上に書いた通り,[19] の本質は §3.3の補題1の証明にあるのであって,そのた
めVinogradov としてはそれ以外の記述は極力簡潔に済ませたかったのだろう.実際 [19]
では,major arcs の計算についてはSiegelの定理 (直接には,Siegel‐Waffisz の定理と呼

ばれる,等差数列中の素数分布に関する定理) があるから簡単でしょ,って感じで,ほん
の数行書いてあるだけである.さっきの V の値を計算可能にするためには,Siegelの定
理を回避してmajor arcs の計算をすればいいわけで,それはかなり手間はかかるにしろ,

まあ,やろうと思えばいろいろとやりようはあること,ではある.Vinogradovは [19] に,

(\backslash \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} estimations of the present note can be replaced by much more exact estimations

と書いているのみで,Siegelの定理の非実効的定数をどう回避するかについて,具体的な
記述はしていないが,まあここまで出来てれば,あとはやれば出来ることだから,という

意味で,Vinogradovの仕事 [19] によってternary Goldbach 予想は本質的に解決された,
といった言い方がされているのだろう と思う.

実際,[19] が発表されてからすぐに,その Vの値は具体的に計算されたようである.

そう
>

いうことが可能と分かれば,どのく らいの大きさの数になるのか実際に計算してみたく
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なるのが人情であろう.Čudakov の1947年の論文には,Borozdkinが1939年に V=3^{3^{15}}

を得ていたと書かれている.Borozdkinはその当時,Vinogradovの学生だったか助手を
していたか,そういう人だったと聞いた覚えがある.ただし,探しても見つからないの

で,その証明は論文として発表されていないようである.解析的整数論の論文はLandau
の記号 O やVinogradovの記号 \ll を使って定数を省略して書かれるのが普通だが,そう
いう Vの値を具体的に求めるには当然  O や \ll を使うことは許されず,全ての定数を明
確に計算しなければならない.他の論文の結果を引用する必要があれば,その論文の計算
も  O や \ll を使わずに全て明確にやり直すことになる.1度でも  O や \ll を使って論文を

書かれたことのある方なら容易に想像できると思う
\succ

が,それは大変な労力を要する仕事で

あるし,ページ数も結構要することになる.書き上げたとしてもそういう論文はどうして
も単純計算が延々と続く という

\succ

印象になりがちだろうし,掲載してくれる雑誌もなかなか
なかったかもしれない.  V=3^{3^{15}} とできるという Borozdkinの証明が発表されていない

のは,そういう事情もあったのかもしれないと思う
\succ

.

1956年にBorozdkin [1] が  V=3^{3^{15}} とできることを証明した,という記述も複数の
文献で見られた.その [1] を見たいと思っていたがなかなか見つけられず,今回の研究集
会に参加させていただいている期間中,京都大学数理解析研究所の図書室のスタッフの方

にお願いして,探していただいた4が,それでも結局見つけることができなかったから,
とりあえずはあきらめた.ただ,どうやら [1] は1ページの論文のようだから, V=3^{3^{15}}
という結果を得たという報告と,高々その証明の方針を簡潔に書いてあるく らいのもので

あろうと想像する.その証明をちゃんと書いたものが1ページで済むことはあり得ない.

今回の研究集会でこういう話をさせていただくにあたり,そういう歴史についても調

べようと努めたのだが,容易に見つけられない文献もあったし,また,発表されている論
文でも Introduction中の歴史に関する記述の信憑性に疑問を感じるものもあった.例え

ば,Vinogradov [19] が V=3^{3^{15}} を証明した,と書いてある文献も複数あったが,これな

どははっきり誤りである.筆者は [19] は読んだが,そこにはそういう具体的な計算はな

い.そういうこともあって, V の値の計算の歴史については個人的にはまだよくわかって

いない部分もある.

筆者が実際に見ることができた範囲では, V の具体的な値の計算をちゃんと書いた

最初の文献は1989年のChen‐Wang [2] で,そこでは V=e^{e^{11.503}} が得られている.その

頃から5, 6年ほどの間に V の計算をした論文が数編発表され,後から発表された結果が

先に発表されたものより劣る,といった事例も見られたりしている.Helfgottの定理1の
前の一番良い結果は,2002年の Liu‐Wang [12] によるもので, V=e^{3100} であった.この

へんに現れた Vの値の大きさの比較のため,底を10にそろえ指数の小数第1位以下を切

り捨てた近似値を書いてみると,

3^{3^{15}} 10^{6846168}, e^{e^{11_{:}503}} 10^{43000} ,
\mathrm{e}

3100 10^{1346}

そして,定理1にあるようにHelfgottがVを 10^{30} まで小さく したのである.

4京都大学数理解析研究所図書室のスタッフの皆様のご協力に対して,この場で謝意を表させていただきます.
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§ 2.3. 一般Riemann予想の下での結果.

さて,以上の Vの値はunconditionalに得られたものだが,それらとは別にconditional

な結果もいくつかあった.そのうち特に次の結果を定理として挙げておく.

定理4 (Zinoviev [20]). Dirichletの L 函数に対する一般Riemann予想 (以下,単
にGRH と略す)が正しければ, 10^{20} 以上の全ての奇数は3つの奇素数の和である.

GRH の下での計算は,Hardy‐Littlewood [5] の仕事の直後にLucke [13] が初めて行

い, V=10^{32} を得ている.LuckeはLandauの学生さんだったそうで,この [13] は学位

論文である.筆者は [4] のIntroductionを読んで存在を知っただけで,[13] を読んではい

ないが,時期から言ってHardy‐Littlewood [5] の議論に沿うものだったのだろう.
GRH の下で V=10^{20} とできるというこの定理4は1997年の結果だが,その頃のコ

ンピューターは既に 10^{20} く らいまでの奇数のチェックをするだけの能力があった.これ
がわざわざZinoviev [20] の結果をここに定理として記した理由の1つである.

実際,その結果を受けて,Deshouillers‐Effinger‐te Riele‐Zinoviev [4] は,Riemann

予想 (Riemann の zeta函数だけに対する元々のやつ) を仮定した上で,7以上 10^{20} 以

下の奇数は全て3つの素数の和になることを確認した.それと独立に,Saouter [16] は

unconditionalに同じ結果を確認した.論文が出たのは [4] が1997年,[16] が1998年だっ

たが,論文の投稿は [16] の方が早かった.これらを読んでみると,Saouter は Zinoviev

[20] の結果を知らないで [16] を書いたようで,これは考えてみるとちょっと不思議な気が

する.定理4を知らなかったのなら,[16] でチェックしたのがちょうど 10^{20} までだった,

というのは偶然の一致ということになる.逆にZinoviev達もその当時はSaouterの仕事

[16] を知らなかったようである.

いずれにしろ,1997年には,GRH の下でternary Goldbach 予想が解決された,とい

う出来事があった.それから15年程して,Helfgottはその GRH の仮定を外し,ternary
Goldbach予想をunconditionalに解決したのである.

§2.4. ある限界までの奇数に関する確認.

Deshouillers達[4] は 10^{20} 以下の奇数のチェックのためにRiemann予想を仮定した,
と聞く と不思議に感じられる方もあると思う

\succ

ので,ここで,定理2のような,ある限界以

下の正の奇数に対するチェックに関して少しだけ述べてみる.そのためには,次の2つの
形の命題をそれぞれ確認するのが基本的な方針である (この方針自体はRiemann予想を
仮定するかどうかとは無関係である) :

(I)  6\leq n\leq C_{0} なる偶数 n は全て2つの奇素数の和となる.

(II) 3<x\leq C なる任意の実数 x に対し, x-C_{0}+4\leq p<x なる奇素数 p がある.

これら2つの命題が正しければ, 9\leq N\leq C なる任意の奇数 N に対して,(II) から

N-C_{0}\leq p<N-4 なる奇素数 p があり,すると N-p は偶数で 4<N-p\leq C_{0} だか
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ら (I) により N-p=p_{1}+p_{2} なる奇素数 p_{1} , p2があることになり, N は3つの奇素数の

和となることが分かる.

(I) に関してはbinary Goldbach 予想との関係から,できるだけ大きい C_{0} に対して

それを確認する努力が続けられている.一方 (II) は,要するに C 以下の素数を小さい順

に並べたとき隣り合う素数の差が全て C_{0}-4 より小さい,という主張だが,素数定理に
よればその隣り合う素数の差の平均値は \log C く らいのはずだから,(II)  $\iota$における  C は大

雑把に言って e^{C_{0}-4} に近いく らい大きくても良いと期待される.もちろん現実にはそこ

まで大きくはできないが,それでも2つの素数の和に対してチェックした限界 C_{0} よりも

ずうーっと大きい C まで3つの素数の和に対するチェックができていることになる,と

いうのがミソである.

さて,その2つの命題を両方ともコンピューターで確認すればいいわけだが,(II) は

純粋に素数分布の問題だから Riemann zeta 函数の零点と直結する.Deshouillers達は,
GRH の下での結果である Zinovievの定理4を受けて,conditionalにternary Goldbach

予想を解決する目的で 10^{20} 以下の奇数のチェックに乗り出したわけだから,そのチェック

に普通のRiemann予想を使ったって構わなかったし,Riemann予想の下でそういう隣り
合う

>

素数の差を評価するのは,そのための下地となる研究もあるお陰で,コンピューター
を使うより Riemann予想を仮定して手で計算する方がむしろ楽,という状況もあって,

(II) を示すのにRiemann予想を使う という選択をしたのだろう5

一方,(II)  $\iota$に当たることをコンピューターで確認することも当然できるわけだが,そ

の際には特殊な形をした素数を探すのが効率的のようである.Saouter [16] も同様の方針

を採用しているが,Helfgott‐Platt [9] は,次の平易な定理に基づいて素数を探している :

 k<2^{n} をみたす自然数 k, n に対して, N=k\cdot 2^{n}+1 としたとき,もし

(\displaystyle \frac{a}{N}) =-1 かつ a^{(N-1)/2}\equiv-1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N)

をみたす整数 a があれば, N は素数である.これをProthの定理といい,その N の形の

数をProth数と呼ぶそうである.

(I) に関する最新の結果は, C_{0} = 4 10^{18} としてよい,というもので,Oliveira \mathrm{e}

Silva‐Herzog‐Pardi [14] による.よって,それより狭い間隔で素数が順次見つかって, 10^{30}

を超える素数まで到達できれば良いことになる.そこでHelfgott‐Platt [9] は,まず上記
のProthの定理に基づいて素数を探し,素数をたくさん見つけてみて,間隔が4 \cdot  10^{18} よ

り広いところについては,別途都合の良い大きさの素数を探して見つけた,とのことであ
る.このようにして定理2は得られている.

§2.5. Circle method とは異なるアプローチ.

さて,§2.1から §2.3にかけてはternary Goldbach 予想解決に至る歴史の流れを記し

た.その流れには乗せ難かった,circle method 以外の方法による,Goldbach問題に関わ

5Riemann 予想を仮定すると, C 以下の素数については隣りとの差は C^{1/2} 強で抑えられるから, C は C_{0}^{2} よ

りちょっと小さいくらいにはできる,ということになる.因みに,[4] ではRiemann予想の下で, C=10^{20}
に対して C_{0} は 10^{12} くらいの大きさとなっている.
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る2つの成果について,ここで少々補足する.

1919年,Brunは篩の方法に画期的なアイディアを導入し,充分大きい偶数は2つ
の P_{9} の和として表せることを証明した. P_{9} とは,高々 9個の素数の積となる自然数を指

す (より一般に,高々 r 個の素数の積となる自然数は P_{r} と呼ばれる6). このBrunによ

る binary Goldbach 予想に対する �近似� が,Goldbach問題に関する史上初めての理論
的な成果である.

数学の世界で 「篩」 という言葉が使われたのは,もちろんEratosthenesの篩が最初

で,紀元前の大昔からあった概念だから,そういう意味では,篩の方法は歴史も古い

わけだが,現在の篩の理論はBrunに始まった,と言うこともできよう.このBrunの重

要な仕事以降,篩に関わる理論は20世紀中に大きく発展し,Goldbach問題に関して言
えば,充分大きい偶数は素数と P_{2} の和で表せる,という Chenの定理にまで到達するこ

とになる.

また,Hardy‐Littlewood [5] と Vinogradov [19] の間に,Schnirel�manの興味深い

仕事があった.1930年,Schnirel�manは 「2以上の全ての自然数が高々 k 個の素数の和

となる」 ような有限な k の存在を証明した.Hardy‐Littlewood [5] は,(1) の直前にあ

る L 函数の零点に関する仮定の下にそういう k の存在を証明していたことになるが, こ

れをunconditionalに証明したのはSchnirel�manが最初である.Schnirel�manの証明は,
Schnirel�man密度と呼ばれる概念に基づく もので,Brunの篩の方法によって得られる結

果も用いるが,全体として極めて素朴で初等的であり,そのような議論からこんな結果が

導かれるというのは大変面白いと思う.Schnirel�manの仕事は,additive combinatorics

などと呼ばれる分野において重要な位置にある.
「2以上の全ての自然数が高々 k 個の素数の和となる」 ような最小の k をSchnirel�man

定数と言う.例えば27など,高々 2個の素数の和とならない奇数はいく らでもあり,
Schnirel�man定数の値はたぶん3だろう と思われるが,これは binary Goldbach 予想

から従う.Schnirel�man定数について,Schnirel�man 自身は存在を示したのみで具体的

な数値による評価は与えていないが,それ以後,具体的な評価を与えた論文は8編ほどあ

る.ただし,良い数値評価を導くには,Schnirel�manの方法ではなく,circle method が

用いられる.さて,7以上の奇数は定理3により3つの素数の和であり,すると N が10

以上の偶数なら,N—3は7以上の奇数だから N—3は3つの素数の和であり,よって
N は4つの素数の和である.もちろん10未満の自然数については言うまでもないから,

Helfgottの今回の仕事により,Schnirel�man定数は4以下,というか,4か3かどっちか
であることが示されたわけである.

§3. Circle method による議論の概要.

Helfgottの定理1の証明はcircle method に基づくもので,証明の骨組みはVinogradov

[19] のそれと同じと言える.Vinogradov[19] の証明に,最終的に得られるVinogradov定

6例えば 12(=2^{2}\cdot 3) は P_{3} であり,ということは P_{4} でもあるし P_{10} でもあるが, P_{2} ではない,というよ
うなことである.



260 川田浩一

数Vの値が小さくなるような様々な工夫を加えたものがHelfgottの仕事 [6] である.そ

こでまずこの節では,Vinogradov [19] に沿ってcircle method の議論の概要を紹介する.

既にcircle method についてご存知の方は,この§3を飛ばして §4に進まれてよいと思う.
以下の概要より詳しい,厳密な議論をご覧になりたい方には,例えばVaughan [18] の3

章,あるいはDavenport [3] をお勧めしたい.[18] は現在最も良いcircle method の教科

書だと思う.素数分布論自体のことは [18] では扱ってないが,[3] の方にはその方面の丁

寧な解説があり,Vinogradovの三素数定理まで必要なことがひと通り書いてある.
では, N を2以上の自然数とし (とりあえず N の偶奇は問わない),

(3) S( $\alpha$) =\displaystyle \sum_{\leq pN}e(p $\alpha$) , ただし e( $\alpha$) =e^{2 $\pi$ i $\alpha$},

とおく.§2.1の最初から4番目の段落に書いたが,本稿では文字 p は添え字の有無にかか

わらず常に素数を表すと約束してあること,ついでに R(N) は N を3つの素数の和とし

て表す方法の数であったことも,ここで思い出していただく.さて, m が整数なら,

(4) \displaystyle \int_{0}^{1}e(m $\alpha$)d $\alpha$= \left\{\begin{array}{l}
1 (m=0)\\
0 (m\neq 0)
\end{array}\right.
となることは簡単に分かる.このことに注意すると,

\displaystyle \int_{0}^{1}S( $\alpha$)^{3}e(-N $\alpha$)d $\alpha$ =\sum_{p_{1}\leq Np2}\sum_{\leq Np3}\sum_{\leq N}\int_{0}^{1}e( (p_{1} +p_{2} +p_{3} -- N) $\alpha$)d $\alpha$
(5) = \displaystyle \sum \sum \sum 1 = \mathrm{R}(\mathrm{N})

p_{1}\leq Np_{2}\leq Np_{3}\leq N
p_{1}+p_{2}+p_{3}=N

である.これがcircle method の始点となる式だが,これ自身は自明なことで,問題はこの

(5) の左端の積分をどう計算するか,である.そのため S( $\alpha$) の挙動を調べる必要がある.

§3.1. 指数和 S( $\alpha$) とDirichlet L 函数の零点.

実数  $\alpha$ がある有理数  a/q に近い状況を想定して ( q と a は互いに素な自然数とする),

 $\alpha$= \displaystyle \frac{a}{q}+ $\beta$ とおく と,  S( $\alpha$) =s(\displaystyle \frac{a}{q}+ $\beta$) = \displaystyle \sum_{p\leq N}e\left(\begin{array}{l}
a\\
p-q
\end{array}\right)e(p $\beta$)
となるが, p\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q) なら e(pa/q)=e(ba/q) であることに注意して,右辺の和を p

が属す法 q の剰余類によって分ける.その際,法 q の既約剰余類に属さない素数 p は q の

素因数以外にはないからその分を自明に評価して,

S(\displaystyle \frac{a}{q}+ $\beta$) = \sum_{b=1}^{q} e(b\frac{a}{q}) p\sum_{\leq N} e(p $\beta$) + o(\log q) .

(b,q)=1 p\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q)
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この右辺の2重和の内側の和は公差 q の等差数列中の素数にわたる和であるが,そのよう

な素数の分布についてはexplicit formula と言うのがあって,法 q のDirichlet指標に対す

る L 函数の零点によって表現することができる.そのexplicit formula を使ってpartial
summation と言われる手続きをすると,次のような表現に至る :

(6) s(\displaystyle \frac{a}{q}+ $\beta$) = \displaystyle \frac{ $\mu$(q)}{ $\varphi$(q)}\int_{2}^{N}\frac{e(t $\beta$)}{\log t}dt
- \displaystyle \frac{1}{ $\varphi$(q)}\sum_{( $\chi$ \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q)} \sum_{b=1}^{q} \frac{1}{x(b)}e(\frac{ab}{q}) \sum_{ $\rho$} \int_{2}^{N}\frac{t^{ $\rho$-1}e(t $\beta$)}{\log t}dt

(b,q)=1 |{\rm Im} $\rho$|\leq $\tau$

+O((\displaystyle \frac{N}{T}+N^{1/2})(\log(qNT))^{2}q^{1/2}(1+N| $\beta$|)) .

ここで  $\varphi$(q) はEuler totient 函数,  $\mu$(q) はMöbius函数7, \displaystyle \sum の下に  $\chi$ (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q) とある

のは,法 q の全てのDirichlet指標  $\chi$ にわたる和を表し,その和の内側にある  $\rho$ は  L 函数

L(s,  $\chi$) の自明でない零点,言い換えると実部が 0 と1の間にあるような L(s,  $\chi$) の零点

を表す.その自明でない零点  $\rho$ のうち虚部の絶対値が  T 以下のものについて足す,とい
うのが内側にある  $\rho$ についての和の意味だが,  T はパラメーターで (T\geq 2 とする), それ

が誤差項に影響する.

と,記号の説明が長くなったが,こんな (6) のような式を書いて何が言いたいかと言

うと, T を大きく とれば,つまり L 函数の零点をたくさん使えば,最後の誤差項は充分
小さくできるので (誤差項にある N^{1/2} は必要ならもっと精密に書けるもので,実質的に

気にしなくて大丈夫),

S( $\alpha$) という指数和は,Dirichlet L 函数の零点を用いて非常に精密に記述できる

ということである.

(6) の についての和の内側にある \mathrm{t} 1 というのを見ていただくと,現状では un‐

conditional には の実部は1に非常に近いかもしれないから |\mathrm{t} 1| は1に近いかもしれ
ないわけだが

,\mathrm{G}\mathrm{R}\mathrm{H} を仮定すれば |\mathrm{t} 1| = \mathrm{t} 1=2 であり,に関わる部分に対して簡単
に強い評価を与えることができる.例えば定理4などで ,\mathrm{G}\mathrm{R}\mathrm{H} を仮定することによつて
いい結果が得られる理由は,こういうことである.

§3.2. Major arcs の寄与.

我々は(5) の左端の積分を計算したいわけだが,(6) によって,分母が小さい有理数
に近い  $\alpha$ がその積分に大きい寄与をするであろうと期待される.そこで,ある程度大き

7蛇足だが,ここに Möbius函数が現れるのは, (b,)=1\displaystyle \sum_{b_{q}=1}^{q}e(\frac{ab}{q})= $\mu$(\mathrm{q}) だから.
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い正定数 A に対し (A は例えば15とかに決め てもいいんだが), Q=(1_{\circ \mathrm{g}}N)^{A} とし,

\displaystyle \mathfrak{M}(q, a)=\{\frac{a}{q}+ $\beta$; | $\beta$|\leq\frac{Q}{N}\}, \displaystyle \mathfrak{M}=\bigcup_{q}\bigcup_{(a,q)=1}^{q}\mathfrak{M}(q, a)\leq Qa=1, \mathfrak{m}= [\displaystyle \frac{Q}{N}, 1+\frac{Q}{N}]\backslash \mathfrak{M},
とする.こういう分母の小さい有理数に近い実数の集合 \mathfrak{M} をmajor arcs, そうでない

実数の集合 \mathfrak{m} をminor arcs と呼ぶ. S( $\alpha$) は  $\alpha$ の函数として1を周期とすることに注意

して,(5) より

 R(N)=\displaystyle \int_{0}^{1}S( $\alpha$)^{3}e(-N $\alpha$)d $\alpha$=\int_{Q/N}^{1+Q/N}S( $\alpha$)^{3}e(-N $\alpha$)d $\alpha$
(7) =\displaystyle \int_{\mathfrak{M}}S( $\alpha$)^{3}e(-N $\alpha$)d $\alpha$+\int_{\mathfrak{m}}S( $\alpha$)^{3}e(-N $\alpha$)d $\alpha$.
最後の右辺第1項の \mathfrak{M} 上の積分を計算して,そこから \mathrm{R}(\mathrm{N}) のmain term を引き出し,

第2項の \mathfrak{m} 上の積分に対してはその絶対値を上から評価することによって, N が大きい

奇数なら R(N) >0 であることを証明することになる.

そこで,ここからは N はある程度大きいと仮定する.とりあえず N>2Q^{3} をみたす

く らい N が大きいとすると, 1 \leq a_{j} \leq q_{j} \leq Q, (a_{j}, q_{j}) =1 なる自然数 a_{j}, q_{j} (j=1, 2)
に対して,

\displaystyle \frac{a_{1}}{q_{1}} \neq \displaystyle \frac{a_{2}}{q_{2}} であれば, |\displaystyle \frac{a_{1}}{q_{1}}- \displaystyle \frac{a_{2}}{q_{2}}| = \displaystyle \frac{|a_{1}q_{2}-a_{2}q_{1}|}{q_{1}q_{2}} \geq \displaystyle \frac{1}{q_{1}q_{2}} \geq \displaystyle \frac{1}{Q^{2}} >2\displaystyle \frac{Q}{N}
となるから, \mathfrak{M} を構成している \mathfrak{M}(q, a) 達はどの2つも共通部分をもたないことが分か

り, 1 \leq a\leq q\leq Q かつ (a, q) =1 をみたす全ての q と a に対して \mathfrak{M}(q, a) の寄与を足し

合わせたものが, \mathfrak{M} の寄与となる.

そこで,  $\alpha$\in \mathfrak{M}(q, a) に対し  $\alpha$=a/q+ $\beta$ とおけば,(6) の右辺の第1項以外の部分は,

Siegelの定理とそれ以前から知られていた  L 函数のzero free regionによって簡単に評価
できる.これは (6) より5行前の式の右辺にSiegel‐Wal丘sz の定理と partial summation

を適用する,と言う方がより直接的だが,いずれにしろ Q が \log N の定数乗程度の大き

さなら本質的にはSiegelの定理によって平易に次の式を得る :

S( $\alpha$)=S(\displaystyle \frac{a}{q}+ $\beta$)=\frac{ $\mu$(q)}{ $\varphi$(q)}v( $\beta$)+O(NQ^{-5}) , ただし v( $\beta$)=\displaystyle \int_{2}^{N}\frac{e(t $\beta$)}{\log t}dt.
こうなればあとは単純で, )))_{3}\displaystyle \sum_{\mathrm{q}}

\displaystyle \int_{\mathfrak{M}^{s( $\alpha$)^{3}e(-N $\alpha$)d $\alpha$=}}\sum_{q}\sum_{=(a,q)1}^{q}\int_{| $\beta$|\leq\frac{Q}{N}}S(\frac{a}{q}+ $\beta$)^{3}e(-N(\frac{a}{q}+ $\beta$))d $\beta$\leq Qa=1
(8) =\displaystyle \sum_{q\leq Q}\frac{ $\mu$(q)}{ $\varphi$(q)^{3}}c_{q}(-N)\int_{-\frac{Q}{N}}^{\frac{Q}{N}}v( $\beta$)^{3}e(-N $\beta$)d $\beta$+O(N^{2}Q^{-2}) ,
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ここで c_{q}(-N) はRamanujan和である ; ( )\displaystyle \sum_{\mathrm{q}}
c_{q}(-N) = \displaystyle \sum_{a=1}^{q} e\left(\begin{array}{l}
-N\underline{a}\\
q
\end{array}\right).

(a,q)=1

(8) の最後の  $\beta$ についての積分の扱い方はいろいろあるが,  $\beta$\neq 0 に対して v( $\beta$)\ll| $\beta$|^{-1}
といった程度の評価が部分積分によって確認されるので,

 I(N) =\displaystyle \int_{-\infty}^{\infty}v( $\beta$)^{3}e(-N $\beta$)d $\beta$
とおく と,この積分 (singular integral と呼ばれる) は絶対収束し,

(9) \displaystyle \int_{-\frac{Q}{N}}^{\frac{Q}{N}}v( $\beta$)^{3}e(-N $\beta$)d $\beta$=I(N)+O(N^{2}Q^{-2})_{:}
一方,Fourierの反転公式により,

(10) I(N)=\displaystyle \int_{t_{1}>2}\int_{t_{2}\geq 2}\frac{dt_{\mathrm{l}}dt_{2}}{\log t_{1}\log t_{2}\log(N-t_{1}-t_{2})}
t_{1}\overline{+}t_{2}\leq N-2

であり,この表示から容易に次の漸近式が従う ;

(11) I(N)= (\displaystyle \frac{1}{2}+o(1))\frac{N^{2}}{(\log N)^{3}} (N\rightarrow\infty) .

また,Ramanujan和に対する自明な評価 |c_{q}(-N)| \leq $\varphi$(q) を使っても,

(12) \displaystyle \sum_{q\leq Q}\frac{ $\mu$(q)}{ $\varphi$(q)^{3}}c_{q}(-N)=\sum_{q=1}^{\infty}\frac{ $\mu$(q)}{ $\varphi$(q)^{3}}c_{q}(-N)+O(Q^{-1})
く らいの評価が得られ,この右辺の無限和を \mathrm{S}(\mathrm{N}) とすると,  $\mu$(q) ,  $\varphi$(q) , c_{q}(-N) が全

て q に関して乗法的なことから \mathrm{S}(\mathrm{N}) はEuler積で表示でき,その際 p|N か否かに応じ

て c_{p}(-N) は (p-1) か (-1) であることに注意すれば,

\displaystyle \mathfrak{S}(N) =\prod_{p}(1- \frac{c_{p}(-N)}{ $\varphi$(p)^{3}}) =\prod_{p(N}(1+\frac{1}{(p-1)^{3}})\prod_{p|N}(1- \frac{1}{(p-1)^{2}})
となって,これからすぐsingular series \mathrm{S}(\mathrm{N}) の表示 (2) が導かれる.

(9) と (12) を (8) に代入し,major arcs \mathfrak{M} の寄与について次式を得る :

(13) \displaystyle \int_{\mathfrak{M}}S( $\alpha$)^{3}e(-N $\alpha$)d $\alpha$=\mathfrak{S}(N)I(N)+O(N^{2}Q^{-1})_{:}
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§3.3. Minor arcs の寄与.

(7), (13) および(11) より,あとは(7) におけるminor arcs \mathfrak{m} の寄与が o(N^{2}(\log N)^{-3})
であることが証明できれば,漸近式 (1) が得られる.そのために,まず S( $\alpha$) の複素共役
は S(- $\alpha$) であることに注意して,あと (4) も思い出して,次の観察をする :

\displaystyle \int_{0}^{1}|S( $\alpha$)|^{2}d $\alpha$=\int_{0}^{1}S( $\alpha$)S(- $\alpha$)d $\alpha$
(14) =\displaystyle \sum_{p_{1}\leq Np2}\sum_{\leq N}\int_{0}^{1}e((p_{1}-p_{2}) $\alpha$)d $\alpha$ = \sum_{p_{1}\leq N}1 \ll\frac{N}{\log N}.
ここまで来ると,あと欠けているのは次の結果だけとなる.

補題1 (Vinogradov [19]). \displaystyle \sup_{ $\alpha$\in \mathfrak{m}}|S( $\alpha$)| \ll N(\log N)^{-\frac{A}{3}+2}

有名な三素数定理の論文 [19] でVinogradovがやったことは実質この補題1の証明だ
けである.この証明以外の記述はあっさりしたもので,(13) の証明もほとんど書かれて

ない — その時点ではもうそんなことは常識だった,という雰囲気が感じられる.
\overline{\overline{\square }} うまでもなく自明に S( $\alpha$) \ll N(\log N)^{-1} だから,補題1の評価はその自明な評価

より �ちょっと良いだけ
�

とも言えるが,そのような自明でない評価をunconditional に

証明することが,ternary Goldbach 予想の本質的解決を阻む最後の壁であったのである.

補題1と (14) から,

|\displaystyle \int_{\mathfrak{m}}S( $\alpha$)^{3}e(-N $\alpha$)d $\alpha$|\leq\int_{\mathfrak{m}}|S( $\alpha$)|^{3}d $\alpha$
(15) \displaystyle \leq\sup_{ $\alpha$\in \mathfrak{m}}|S( $\alpha$)|\int_{0}^{1}|S( $\alpha$)|^{2}d $\alpha$\ll N^{2}(\log N)^{-\mathrm{A}+1}3
A=15 とでもすれば,これと (13) と(7) より,

(16) R(N)=\mathfrak{S}(N)I(N)+O(N^{2}(\log N)^{-4}) ,

さらに (11) により漸近式 (1) が従う.

(2) の直後に書いたが, N が奇数なら \mathfrak{S}(N) > 1.32 であることが確認でき,singular

integral \mathrm{I}(\mathrm{N}) に対しては (10) の積分表示から,

 I(N)\geq \displaystyle \frac{1}{(\log N)^{3}t}\int_{>12}\int_{t_{2}\geq 2}dt_{1}dt_{2} = \displaystyle \frac{(N-4)^{2}}{2(\log N)^{3}} = \displaystyle \frac{N^{2}}{2(\log N)^{3}}+O(N(1_{\mathrm{o}\mathrm{g}}N)^{-3})
t_{1}\overline{+}t_{2}\leq N-2

であるから,これまでの全ての議論に現れた O や \ll などの記号によって省略していた定

数を全て計算して明確にすれば,(16) より,

 R(N)>0.66N^{2}(\log N)^{-3}+E, |E|<KN^{2}(\log N)^{-4}
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となる定数 K が求まるはずで,すると N\geq e^{K/0.66} なる奇数 N に対しては,

R(N)>0.66\displaystyle \frac{N^{2}}{(\log N)^{3}}-K\frac{N^{2}}{(\log N)^{4}}=(0.66-\frac{K}{\log N})\frac{N^{2}}{(\log N)^{3}}\geq 0,
即ち N は3つの素数の和になることが分かる.これが所謂Vinogradov定数 Vを求める

方法の概要である.今の例では V=e^{K/0.66} が得られたわけだが,あとはこのVの値を,
従って K の値を,できるだけ小さくするためにどういう工夫をするか,という話になる

わけである.

ところで,本稿の最初の方に,「3つの素数の和」 でも 「3つの奇素数の和」 でも大

差ない,と述べたが,ternaryの場合については明確な根拠は示していなかったので,つ
まらないことで恐縮だが,そのことに触れて本小節を終えたい.「奇素数」 にこだわりた

ければ要するに2を除けば良いので,例えば指数和 S( $\alpha$) の定義 (3) において素数 p の条

件を 2 <p\leq  N に代えて2を排除すればいい.言い換えれば上の議論において S( $\alpha$) を

S( $\alpha$)-e(2 $\alpha$) で置き換えるということだが,それらの差は絶対値にして1だから,上の
計算に実質的な影響はない.

または,こんな言い方もある.奇数 N が3つの素数の和で,その3つの素数のうち
の少なく とも1つが2だったら,その3つの素数のうちのちょうど2つが2でなければ
ならないから,N—4が素数のときに限って奇数 N は 2+2+(N-4) のように2を含む

3つの素数の和となるわけだが,項の順番を考えてその様な表現は3通りである.従って
N が奇数で R(N) >3 なら, N は3つの奇素数の和となる.さっきは R(N) >0 となる

N の条件を求めたが, R(N) >3 となる条件でも実際ほとんど変わりないのはお分かりい

ただけるだろう.

コンピューターを使ってある限界以下の奇数をチェックすることについては §2.4で
ちょっと述べたが,いずれにしろ,「奇素数」 に限定することにこだわっても大した違いは

ないわけである.

§3.4. Vinogradovの補題1の証明について.

Ternary Goldbach 問題の本質的解決のための最後の難問となったのが,minor arcs

上での |S( $\alpha$)| の最大値に対する自明でない評価を与えることで,それを初めて成し遂げ

たのがVinogradov [19] であると書いたが,その大論文 [19] のページ数の少なさが示す通

り,実はそれは,出来てみれば簡単なことだった.

(6) に書いたように, S( $\alpha$) はDirichlet L 函数の零点を用いて精密に記述できる.だ

から,「 |S( $\alpha$)| を抑えたい」 となれば,「じゃあ L 函数の零点についてあんたは何が言える

んだ」 となるのは自然な展開である.しかもいかにもそういう方針で出来そうだ— とい

うことで,たぶんその当時はVinogradovのような初等的な方法は盲点になっていたので
はないか,という気はする.ずっとあとの時代の,それも私のような者が想像でものを言
うのもなんだが.

実際,今ではそういう方針でも,つまり Dirichlet L 函数の零点と正々堂々と戦って

も,補題1と同等の結果を証明できる.それを初めて実現して見せたのはLinnik [11] で,
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Vinogradov [19] から9年後の1946年のことだった.

Vinogradovの補題1の証明のアイディアは,まず S( $\alpha$) を次のような2つのタイプ8

の2重和の組み合わせとして表し,そしてそれぞれの2重和を評価する,というもので
ある ;

(Type I) \displaystyle \sum_{m\leq M}a_{m}\sum_{n\leq N/m}e(mn $\alpha$) ; (Type II) \displaystyle \sum_{M<m\leq 2M}a_{m}\sum_{n\leq N/m}b_{n}e(mn $\alpha$) .

TypeIの方は,Type II と比べると b_{n} が全て1である場合というようなことで,Type II

の方は,内側の n に関する和にも b_{n} という何らかの重みが付いている代わりに,外側の
m の大きさの制限がポイントである.ここにおいて, a_{m} とか b_{n} とかはとりあえず何でも

いいと言えば何でもいいのだが,例えば |a_{m}| \leq  1, |b_{n}| \leq  1 といった大きさに関する情報

だけを基に,それらの和を評価するのである.TypeIの方は,内側の和は単なる等比数
列の和だから簡単に評価できる.Type II の方についてはまずCauchyの不等式を使って,

|\displaystyle \sum_{M<m\leq 2M}a_{m}\sum_{n\leq N/m}b_{n}e(mn $\alpha$)| \leq (\displaystyle \sum_{M<m\leq 2M}|a_{m}|^{2})^{\frac{1}{2}}(\sum_{M<m\leq 2M}|\sum_{n\leq N/m}b_{n}e(mn $\alpha$)|^{2})^{\frac{1}{2}}
とし,さらに最後の n についての和の絶対値の2乗を展開して,

\displaystyle \sum M<m\displaystyle \leq 2M|\sum_{n\leq N/m}b_{n}e(mn $\alpha$)|^{2}
= \displaystyle \sum \sum b_{n_{1}}\overline{b_{n_{2}}}\sum_{M<m\leq\min\{2M,N/n_{1}}, N/n_{2}\}^{e(m(n_{1}} -n_{2}) $\alpha$)n_{1}\leq N/Mn_{2}\leq N/M

とすると,最後の3重和の1番内側の m についての和が等比数列の和になっていて簡単に

計算できるので,それを基に Type II の和の評価を得られる.このようにTypeIにしろ
Type II にしろ,初等的に評価することができるが,補題1のためにはちょっと non‐trivial

な評価が得られれば良いので,それで充分なのである.
あとは S( $\alpha$) をType \mathrm{I} , Type II の和の組み合わせで表現すればいいわけだが,それ

は篩えばいい. N 以下の自然数 n について足し合わせたものから, N 以下の素数でない
n 達の寄与を引く と, N 以下の素数についての和が残るわけで,素数でないということ

は1か合成数だから,式で書く と,

\displaystyle \sum_{n\leq N}e(n $\alpha$) e( $\alpha$) \sum_{n<N} e(n $\alpha$) = \sum_{p\leq N}e(p $\alpha$) =S( $\alpha$) .

n は合成数

この左辺の第1項の和は Type Iの M = 1, a_{1} = 1 の場合だし,あとはごまかさせてい

ただくが,合成数は2つの整数の積で書けるという
\succ

ことで,合成数の  n をmn と書き直

8これらを Type \mathrm{I}
, Type II と呼ぶのは,誰が言い始めたのか筆者は知らないのだが,この業界では広く使

われる用語になっている.
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して, m の大きさに応じて和をうまく分けることによって,左辺第3項の和も TypeI と

Type II の組み合わせで表現できる.このようにして S( $\alpha$) をTypeI と Type II の組み合

わせで表すことができるが,これは正に篩である.そして,TypeI と Type II の和をい

ずれも上記のように評価して,補題1を導く,というのがVinogradovの方針である.
Dirichletの L 函数の零点を直接相手にしていると,いかにも素数ならでは,という

感じがするのだが,このVinogradovの議論には,その 「素数ならでは感」 があんまりな

い気がする.素数だから L 函数の零点なのであって,素数列がなんか他の数列に代わった

らその議論は全く通用しないが,Vinogradovの方法は素数列でなくても TypeI と Type
II の組み合わせで表現できるものなら何でも同じである.もちろん素数だから篩をかけて

TypeI と Type II の組み合わせになるわけだが,素数でなくてももっと広いクラスの数

列に対して通用する方法である.その意味では優秀であるわけだが.いずれにしろ,この

ようなかなり初等的な方法によってVinogradov[19] は重要な補題1を証明したのである.

§3.5. 重みを von Mangoldt函数にする場合.

上でcircle method による議論を紹介する際,指数和 S( $\alpha$) の定義として (3) を採用

した.これはVinogradov [19] に倣ったのだが,実はGoldbach問題にcircle method を

使う際に (3) の S( $\alpha$) が使われることは極めて稀で,Hardy‐Littlewood [5] をはじめほと

んどの人は von Mangoldt函数 9 $\Lambda$(\mathrm{N}) を重みにした指数和

T( $\alpha$) =\displaystyle \sum_{n\leq N} $\Lambda$(n)e(n $\alpha$) ,

あるいはそれにちょっとした手を加えたものを, S( $\alpha$) の代わりに使っている.どっちで

も本質的な差があるわけではないが,von Mangoldt函数を使う方がより直接的に解析的
な道具を使えるという利点がある.その理由は,Riemann zeta 函数  $\zeta$(s) に対し, s の実

部が1より大きいとき,

\displaystyle \sum_{n=1}^{\infty}\frac{ $\Lambda$(n)}{n^{s}}=-\frac{$\zeta$'(s)}{ $\zeta$(s)} だが, \displaystyle \sum_{p}\frac{1}{p^{s}} を  $\zeta$(s) で表すとそう綺麗にはなんないから

という程度のことである.もっと具体的に言うと, S( $\alpha$) に対して (6) を導くとき,

\displaystyle \sum_{n\leq N} $\Lambda$(n) に対する explicit formula を \displaystyle \sum_{p\leq N} 1 に対する explicit formula に翻訳

n\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q) p\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q)

して使ってるので, S( $\alpha$) でなく von Mangoldt函数を重みとする T( $\alpha$) のような指数和に

しておく と,その翻訳の手間が省け,より直接的に L 函数の零点と結び付けられる.また,

(6) の右辺で積分されているものにはどれも分母に \log t が現れているが,von Mangoldt

9自然数 n を割り切る素数がただ1つ p だけのとき,つまり n=p^{a} (a は自然数) のときに  $\Lambda$(n)=\log p,
それ以外のときは  $\Lambda$(n)=0 と定義される数論的関数  $\Lambda$(n) が,von Mangoldt函数である.
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函数を重みにするとその分母が消えて見た目にもきれいになって書く手間も楽になるので

ある.

S( $\alpha$) の代わりに T( $\alpha$) を使って上と同じような議論をすれば,もちろん \mathrm{R}(\mathrm{N}) に対

する漸近式が直接得られるわけではなく,(16) の代わりに

(17) n_{1}+n_{2}+n_{3}=N\displaystyle \sum $\Lambda$(n_{1}) $\Lambda$(n_{2}) $\Lambda$(n_{3}) = \frac{1}{2}\mathfrak{S}(N)N^{2}+O(N^{2}(\log N)^{-1})
のような漸近式が得られることになる.言うまでもなく n が素数じゃなくても  $\Lambda$(n) が正

の値をとることはあるから,(17) の左辺の和が正だからといって即 N は3つの素数の和

とは言えないけれど, \{n_{1}, n_{2}, n_{3}\} が素数でないものを含むような組からの (17) の左辺

の和への寄与は O(N^{3/2}(\log N)^{3}) といった評価がすぐに得られるので,やっぱり (17) か

らも,充分大きい奇数 N は3つの素数の和になることが分かるのである.さらに, \mathrm{R}(\mathrm{N})
に対する漸近式 (1) を (17)から導く ことも,至極簡単な作業である.

言ってみれば,素数の2乗,3乗, というノイズをどこかで除去する必要がある

が,それを (6) のようなcircle method の計算の途中でやるよりも,(17) まで到着してか

ら最後の最後にやる方が,全体として楽なのだ. S( $\alpha$) より T( $\alpha$) の方が採用されること

が多いのはそのためである.因みに,Helfgott [6] も von Mangoldt函数を重みに採用し
ている.

では,Vinogradov [19] はなぜ T( $\alpha$) ではなく,敢えて S( $\alpha$) を選んだか,と言うと,

繰り返しになるが,その論文における彼の主目的が補題1の証明にあったからであろう.
そのために指数和を Type \mathrm{I} やType II の2重和の組み合わせに分解する必要があるが,

S( $\alpha$) ならその部分は篩で簡単にできる.だから彼は T( $\alpha$) ではなく S( $\alpha$) を選んだ.

T( $\alpha$) を選んだら,そういう分解はどうするか? T( $\alpha$) でも S( $\alpha$) でも似たようなもの

だから, T( $\alpha$) についても同様に分解できるのは当たり前と言えばそうだし,実際いろい

ろやり方はあるだろうが,非常にスマートな方法をVaughan [17] が見つけた.

F(s)=\displaystyle \sum_{n\leq U} $\Lambda$(n)n^{-s}, G(s)=\displaystyle \sum_{n\leq U} $\mu$(n)n^{-s} とおいて,

(-\displaystyle \frac{$\zeta$'(s)}{ $\zeta$(s)}-F(s))=G(s)(-$\zeta$'(s))-F(s)G(s) $\zeta$(s)-( $\zeta$(s)G(s)-1)(-\frac{$\zeta$'(s)}{ $\zeta$(s)}-F(s))
という恒等式の両辺をDirichlet級数で書いたときの係数を比較すると, n>U なら

 $\Lambda$(n) =\displaystyle \sum_{mk=n} $\mu$(m)\log k
—

\displaystyle \sum_{mkl=n}  $\Lambda$(m) $\mu$(k) —

\displaystyle \sum_{mk=n} (\displaystyle \sum_{d|m} $\mu$(d)) $\Lambda$(k) .

m\leq u m\leq u, k\leq U m>u, k>U d\leq U

Vaughanの恒等式と呼ばれるこの  $\Lambda$(n) の表示を T( $\alpha$) の定義式に代入する (n\leq U のと
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ころは何もしない) と, T( $\alpha$)=T_{0}( $\alpha$)+T_{1}( $\alpha$)-T_{2}( $\alpha$)-T_{3}( $\alpha$) となる,ここで,

T_{0}( $\alpha$) =\displaystyle \sum_{n\leq U} $\Lambda$(n)e(n $\alpha$) , T_{1}( $\alpha$) =\sum_{m\leq U} $\mu$(m)\sum_{k\leq N/m}e(mk $\alpha$)\log k,
T_{2}( $\alpha$)=\displaystyle \sum_{r\leq U^{2}}a_{r}\sum_{l\leq N/r}e(rl $\alpha$) , T_{3}( $\alpha$)=\displaystyle \sum_{U<m\leq N/U}b_{m}\sum_{k\leq N/m} $\Lambda$(k)e(mk $\alpha$) ,

ただし, \displaystyle \sum \displaystyle \sum
(18)  a_{r}= \displaystyle \sum_{mk=r}  $\Lambda$(m) $\mu$(k) , b_{m} = \sum_{d|m} $\mu$(d)

.

m\leq U, k\leq U d\leq U

U=N^{1/3} とでもすると, T_{0}( $\alpha$) は自明に O(N^{1/3}) で,無視して良い. T_{1}( $\alpha$) は内側の k に

ついての和に \log k があるがこれは1みたいなものだから (partial summation で外せる),
T_{1}( $\alpha$) は実質的に Type \mathrm{I}, T_{2}( $\alpha$) は正に Type \mathrm{I}, T_{3}( $\alpha$) は m についての和を  M<m\leq  2M

という形に分けることで, O(\log N) 個の Type II の和に分解できる.ま, M<m\leq 2M と

いう形にこだわらなくてもいいんだが,いずれにしろ  $\Lambda$(n) を重みにした指数和はVaughan
の恒等式によって簡単に Type \mathrm{I} , Type II の2重和に分解することができ,するとあとは

Vinogradovがやったようにして,補題1と同等の評価を得ることができるのである.

§3.6. 明確な誤差項評価.

具体的な数値の大きさはともかく,circle method で定理1のような明確な結果を証

明することは可能だが,そのためにはこの節で紹介した議論に沿って計算する際,全ての

誤差項の評価を明確にしなければならない.その誤差項を大きく分けると,§3.2に書いた
major arcs の計算から生じるものと,§3.3に書いたminor arcs の寄与の評価の,2種類

がある.後者は,補題1と (14) の組み合わせだが,§3.4や§3.5に書いた通り,補題1は
L 函数の零点等とは無関係にかなり初等的に証明できるもので,その計算を全て明確に実

行するのは,わりと簡単ではある.(14) の方は,普通  $\pi$(\mathrm{N}) で表される, N 以下の素数

の個数を上から評価するだけでいいから,素数定理が証明されるより前のChebyshevの
初等的な方法でも充分で,自分の手で計算するとしてもそれほどの苦労なく結構良い評価
が得られるものである.それに  $\pi$(\mathrm{N}) なら詳しい研究もたくさんあって,自分でやんなく
ても誰かがやってくれた結果を引用してすませることもできる.よって,minor arcs の寄

与に対する評価 (15) において \ll で省略されていた定数を明確に計算することは,それほ
ど大変ではない.

一方のmajor arcs の計算はどうだったか振り返ってみると,こっちも (8) まで来て

しまえば,あとはそれほど大したことない作業なのだが,その (8) に至るまでには (6) に

ある  L 函数の零点の相手をしなければならない. L 函数のzero free region とか零点密度

評価とかSiegel zero に関することとか,いろんなことがあるが,解析的手法で得られる
そういう結果を全部明確に計算し直さなければならないのである. \mathrm{R}(\mathrm{N}) に対する漸近式
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(16) における誤差項の評価を明確にするには,その部分が最大の障壁となる.ただ大変,
計算しなくちゃいけないことが多くて面倒,というだけなら,頑張ってやればいいだけの
ことだが,そうやって頑張って得られた結果が—自分でやったこともないくせに他人様
の結果にこういうことを言うのもなんですが—まあ,やっぱりどうしても,そんなにい
いってわけにはいかないんでしょうかね.

結局,我々が L 函数の零点について分かってることはそれだけ少ない,ということ
であろう.Zinoviev [20] が示した定理4にあるように,GRH を仮定すれば V= 10^{20} を

得られるが,その5年後の Liu‐Wang [12] のunconditionalな結果は V=e^{3100} 10^{1346} )
であった.これら2つの数値の大きな隔たりは,現状で L 函数の零点をunconditionalに

扱う
\succ

ことがどれだけ大変かを如実に表していると言えよう.逆に,そういう  V の値に当

たるようなものを具体的に問う
\succ

ことさえしなければ,つまり 「ある定数  V 以上のやつは

OK」 という
\succ

言い方をしている限りにおいては,零点の分布をはじめ  L 函数の解析的性質

についてこういう加法的問題への応用に必要な程度のことは一応分かっている,と言うこ
ともできる.

§4. Helfgottの仕事.

Helfgott [6] の定理1の証明は,§3で紹介したVinogradovの議論と基本的な構造は
同じである.そこに加えられたHelfgottのアイディアや様々な工夫のう

\succ

ち,筆者が主要
と思う

\succ

ものを本節で紹介する.

§2.3で紹介した通り,GRH の下ではternary Goldbach 予想は完全に解決している.
だから GRH を証明できれば,話は早い,けれど,それも難しい.ところで元々のRiemann
予想は �ある高さまで正しい�, あるいはもう少し具体的に,�Riemann予想は  10^{11} の高

さまで正しい�, とか,そういったことをお聞きになった方はいらっしゃるだろうか.例

えば後者は,厳密に言えば,Riemann zeta 函数  $\zeta$(s) の零点のうち,虚部が正で 10^{11} 以

下のものの実部は全て \displaystyle \frac{1}{2} である,というような主張である.そういうことはコンピュー

ターを使った計算で確認できるのである.そもそも Riemann自身が  $\zeta$(s) の非自明零点を

虚部の絶対値が小さい方から3つほど手で計算していた,というのは有名な話であろう.

それを計算で確認したRiemannは思わず,現代の日本語に訳せば 「ちょーやべー,これ
ぜんぶ2分の1なんじゃね?」 というような主旨B のことをドイツ語でおっしゃった,ので
はないかと思う10. それが後年Riemann予想と呼ばれるものの出自のようだが,いずれ
にせよ,  $\zeta$(s) でできるという

\succ

ことは,1つの  L 函数に対しても同じことはできるだろう

し,1つでできるという
\succ

ことは,2個でも3個でも,100個でも1000個でも,ある程度の

個数ならできるはず,である.
Plattはこれを実行し,複素変数  s の虚部を t , Dirichlet指標  $\chi$ の法を  q で表すとき,

30万以下の奇数の q に対しては, |t|\leq 10^{8}/q,
40万以下の偶数の q に対しては, |t|\displaystyle \leq\max\{10^{8}/q, 200+7:5.10^{7}/q\},

10根拠はないが.
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という範囲で,全ての L 函数 L(s,  $\chi$) に対する一般Riemann予想は �正しい� こと,即

ちそういう範囲の L 函数の所謂非自明零点の実部は全て \displaystyle \frac{1}{2} であること,を確認した. こ

の結果について書いたPlattの論文はHelfgottのpreprint[6] の参考文献として挙がって

ないので,その時点ではまだ発表されてなかったのだろうが,Platt は学位論文 [15] で

は  q\leq  10^{5}, |t| \leq  10^{8}/q の範囲までGRH が正しいことを確認しており,Helfgottの仕事
[6] との関係でそれを上記の範囲まで拡げた,と [6] のIntroductionに書いてある.たぶ

んHelfgottがPlattに出来るだけ拡げるよう求めたのだろう.いずれにせよ,この結果を
Helfgott [6] は使った.

定理4の通り,Zinoviev [20] はGRH が正しければ V=10^{20} とできることを示した.

有限とは言え結構広い範囲で GRH が正しいことが確認できれば, 10^{20} にそれなりに近
い V の値を得ることができるはずである.

Deshouillers‐Effinger‐te Riele‐Zinoviev [4] やSaouter [16] から15年程たち,コン
ピューターでのチェックが 10^{30} く らいまでは届くようになっていることをHelfgottは分
かっていて,想像だが,恐らく彼はそのく らい以上の奇数が全て3つの素数の和になるこ

とを証明しようと思い,それを実現したのだろう.しかしternary Goldbach 予想を完全

に解決するだけなら, 10^{30} 以上の奇数 「全て」 を相手にする必要はない. e^{3100} まででい

いのだ.それを超えたところはもう Liu‐Wang [12] が確認している.そして GRH が正し

ければZinoviev [20] の計算が 10^{20} 以上で通用する.とくに e^{3100} までの奇数に限るなら,
Zinoviev [20] の計算に現れる L 函数の零点も有限個であり,完全な GRH は必要ない,有
限であっても充分広い範囲で GRH が確認できればそれで事足りるのである.

尤も,有限な範囲で確認すれば充分,という言い方をするなら,元々有限な範囲の奇
数をチェックするだけで充分だったわけで,それぞれのチェックがどれだけ大変なことか,

どれだけの時間を要することなのか,という
\succ

比較について論じなければ無意味だが,筆者
にはそういう感覚 (能力) がないから,たぶん §2.4の(II) の  C を e^{3100} く らいまで大きく

することと比べて,上記の範囲におけるPlattのGRH の確認に必要な計算量は恐らく圧

倒的に少なくて済む,という
\succ

ことなのだろう,と想像するのみである.もしかしたら,そ
ういうこと —ある限界までの奇数が3つの素数の和になることを直接調べるより,GRH
の確認をする方がずっと楽で効率が良いこと — に気付いたことが,今回のHelfgottの
仕事の要点の1つであると言えるのかもしれない.いずれにせよ,Helfgottの定理1は,
Liu‐Wang [12] の  e^{3100} を 10^{30} まで小さく したわけだが,その著しい改良の一番の原動力

となったのは,上記の範囲で GRH を確認したPlattの結果であると言えよう.

話が脇道にそれるが,個人的にはPlattの検査で,実部が \displaystyle \frac{1}{2} じゃない L 函数の非自

明零点が見つかったら面白かったのに,という不謹慎な感情もちょっとある.もしそんな
ことがあったら,否定的に GRH は解決するわけで,ternary Goldbach 予想解決どころ

じゃない大騒ぎになったことだろう.因みに,もし本当にそうだったら Helfgottの仕事
[6] はおじゃんだったかと言うと,そういう

\geq

ことではない.まあ,実部が \displaystyle \frac{1}{2} から外れた非

自明零点が100個も1000個もあったら大変だったろうが,2個とか5個く らいなら,手

間は掛かるが,それらの零点の影響を精密に記述すれば定理1の結果にはあんまり大き
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な影響はなかっただろう と思う.今回のHelfgottの仕事のためには, L 函数の零点の位

置が充分広い範囲で正確に分かればいいわけである.しかし,それにしてもそれだけ多く
の L 函数に対してそれだけ広い範囲を調べて,GRH に反する零点が1つもないというの

は,なんか不思議,という感じすら覚える.GRH は正しいから,と言えばそれまでだが,
証明できない現状では,ただ感嘆するのみである.

話を戻そう.Helfgottの証明において,その影響が一番大きいとは言え,しかしその
Plattの結果が全てではない.それ以外にも,様々な工夫がHelfgottの仕事には含まれて
いる.まず,上のPlattの結果だけで §3.2に書いたようなmajor arcs の計算を済ませるた

めに必要となる工夫について述べるが,そのために,§3.2における Q= (\log N)^{A} という

設定を反故にして,任意のパラメーター Q (\geq 1)  $\iota$に対して §3.2の冒頭のようにmajor arcs

\mathfrak{M} と minor arcs \mathfrak{m} を定義し,それらの Q への依存を強調してここではそれぞれ \mathfrak{M}(Q) ,

\mathrm{m}(Q) と書く ことにしよう.とくに,距離が Q/N 以下の範囲に分母が Q 以下の分数がな

いような  $\alpha$\in (0,1 ] の集合が \mathrm{m}(Q) である.

§3.2に書いたような方法で普通に M(Q) の寄与を計算しようとすると,法が Q 以下

のDirichlet指標に対する L 函数達の零点が関与するから,そこをPlatt による GRH の

検証結果だけで済ませようとすると, Q は精々 30万程度の大きさに抑えなければならな

い.ところが, Q が有限だと,§3.3のような方法でminor arcs の寄与に対する充分な評

価が得られないのだ.

このことを認識するには,補題1において \mathfrak{m}=\mathrm{m}(Q) が Q に依存していることに注

意する必要がある.Vinogradov [19] はこうは書いていないが,その議論を直接たどると,

\displaystyle \sup |S( $\alpha$)| \ll NQ^{-1/3}(\log N)^{2}+N(\log N)^{-A}
 $\alpha$\in \mathfrak{m}(Q)

という評価が得られる11 ここで Q=(\log N)^{A} とすれば正に補題1だが, Q を例えば30

万などと有限値にすればこれは自明な評価 S( $\alpha$)\ll N(\log N)^{-1} より悪い.これはVino‐

gradovの結果自体が弱い,というようなことではない.実は, |S( $\alpha$)| \gg N(\log N)^{-1}Q^{-1}
となるような  $\alpha$ \in \mathrm{m}(Q) がある.このことは,(6) において,右辺第1項が S(a/q+ $\beta$)
の主項となる状況を想定すれば納得されよう.従って Q\ll 1 だと, \mathrm{m}(Q) 上で |S( $\alpha$)| は

本当に N(\log N)^{-1} のオーダーまで大きくなることがある.(14) の方はほとんど等式だ

から,(15) のようにして \mathrm{m}(Q) 上の積分に対する充分な評価を得るためには, \mathrm{m}(Q) 上

で |S( $\alpha$)| <cN(\log N)^{-2} となる小さい正定数 c が存在するような状況でなければならず,
よって Q が有限値だとまずい.この点では, N と共に大きくなるように Q を設定しなけ

ればならないのである.

そのためHelfgott [6] は,雑に言って12, Q を N^{0.275} 程度の大きさとしたときに対応

11
Vinogradov としてはそれ以上の必要はなかったが,もっと気を使えば Q^{-1/3} を Q^{-1/2} にするとか,右
辺第2項の N(\log N)^{-A} をもっと小さくするといった改良ができる.

12本稿のmajor arcs, minor arcs の定義はVinogradov [19] に倣ったもので,それで良ければその方がちょっ
と楽だったりするのだが,普通は \mathfrak{M}(q, a) の定義に現れている条件 | $\beta$| \leq Q/N を, | $\beta$| \leq Q/(\mathrm{q}\mathrm{N}) という

形にする.Helfgott [6] も後者のようないわば普通の形を採用しているため,このあたりの本稿の記述は,
そういう意味では厳密ではない.
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するminor arcs \mathrm{m}(Q) に対して,(15) のような評価をしている.一方のmajor arcs M(Q)
の方では Q を30万程度に抑えたいわけだから,そこにギャップが生じる.

そういう状況は,実はcircle method の応用の際に間々生じるもので,そのギャップ

の部分を評価する作業はmajor arcs のpruning と呼ばれる.Helfgott [6] はlarge sieve を

用いてpruningに当たる手続きを行っているが,Goldbach問題への応用でpruningをし
たのはこの論文 [6] が初めてのはずである.

次に,補題1に当たる評価について,方針は §3.4や§3.5に記した通りだが,ここで
もHelfgottは大変な労力を払って数値的に良い評価を導いている.このために [6] とは独

立した論文 [7] が1編丸々費やされている.これに関わるHelfgottの工夫のうち,最も目
立つものを1つ挙げる.(18) で定義される b_{m} に対し,その重みを含む指数和 T_{3}( $\alpha$) がそ

の (18) の2行上で定義されているが,その T_{3}( $\alpha$) を評価する際,§3.4に記した Type II

の和の評価の方法を適用して,

|T_{3}( $\alpha$)| \displaystyle \leq (\sum_{U<m\leq N/U}|b_{m}|^{2})^{\frac{1}{2}}(\sum_{U<m\leq N/U}|\sum_{U<k\leq N/m} $\Lambda$(k)e(mk $\alpha$)|^{2})^{\frac{1}{2}}
とし,さらにこの右辺の第2因子の方について, k についての和の2乗を展開して m に

ついての和を内側に入れることによって評価を得るのであった.このとき,右辺の第1因
子の方にある |b_{m}|^{2} の和に対しては,Möbius函数を自明に | $\mu$(d)| \leq  1 と潰して,

\displaystyle \sum_{U<m\leq N/U}|b_{m}|^{2} \leq \sum_{U<m\leq N/U}|\sum_{d|m}1|^{2} \ll NU^{-1}(\log N)^{3}
などと評価するのが普通である.ここをHelfgott [7] は, b_{m} の定義 (18) をそのまま残し,

\displaystyle \sum_{U<m\leq N/U}|b_{m}|^{2} = \sum_{U<d_{1}\leq N/U}, \sum_{U<d_{2}\leq N/U} $\mu$(d_{1}) $\mu$(d_{2}) \sum_{U<m\leq N/U} 1
m\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} d_{1})
m\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} d_{2})

と変形して計算を進め,Möbius函数の振動による打ち消し合いの効果を引き出している.
このような様々な計算上の努力を重ね,補題1のような,minor arcs 上での指数和の絶

対値に対する良い評価を得ているのである.

Helfgott [6] の工夫を,あともう1つ紹介したい.それは,(3) のような指数和を定

義する際,最終的な数値の結果が良くなるように注意深く選んだ重みを付ける,というこ

とである.実際,(3) の代わりにHelfgott [6] が使う指数和は,

S_{f}( $\alpha$) =\displaystyle \sum_{n=1}^{\infty} $\Lambda$(n)e(n $\alpha$)f(n)
という形で,ここで函数 f はとりあえず常に 0 以上の値をとり,その無限和の収束を保

証するもの,としておく.この重みの函数 f をうまく選ぼうというわけである.
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例えば, n \leq  N のとき f(n) = 1, n > N なら f(n) =0 とすれば, S_{f}( $\alpha$) は我々が

§3.5で T( $\alpha$) と書いたものに他ならない.このように N のとこでバチッと不連続に切る

のではなく, n が N く らいを超えたら滑らかに,しかしそれなりに素早く 0 に近づく よ

うな函数 f を使う方が,誤差項の評価が良くなる,といったようなことは解析的整数論
ではよくみられることで,こういうアイディア自体は昔からあった.Goldbach問題に関
する論文で言えば,Linnik [11] やZinoviev [20] が f(n) =e^{-n/N} に対する指数和 S_{f}( $\alpha$)
を使っている.

Helfgott [6] は,非常に雑に言う と f(n) =e^{-(n/N)^{2}} のような選択をするのだが, こ

れは n が N を超えてから 0 に近づくスピードがLinnik [11] らの f(n) =e^{-n/N} よりも明

らかに早い.Helfgott はそれに複雑に手を加えたような2つの函数 f_{1}, f_{2} を用意し,(5)
の左端の積分の代わりに,

\displaystyle \int_{0}^{1}S_{f_{1}}( $\alpha$)S_{f_{2}}( $\alpha$)^{2}e(-N $\alpha$)d $\alpha$
を考察する.そしてこの積分をcircle method で計算し,  $\Lambda$(n) が含むノイズを消去し,

\displaystyle \sum_{p_{1}+p_{2}+p_{3}=N}(\log p_{1})(\log p_{2})(\log p_{3})_{f1}(p_{1})_{f2}(p_{2})_{f2}(p_{3})
という形の和が, 10^{30} 以上の奇数 N に対しては正であると証明することにより,定理1

を導く.その際minor arcs の寄与を,(15) のように,

(19) |\displaystyle \int_{\mathfrak{m}}S_{f}1( $\alpha$)S_{f}2( $\alpha$)^{2}e(-N $\alpha$)d $\alpha$|\leq\sup_{ $\alpha$\in \mathfrak{m}}|S_{f}1( $\alpha$)|\int_{0}^{1}|S_{f}2( $\alpha$)|^{2}d $\alpha$
と評価する.つまり,  f_{1} は,minor arcs 上での |S_{f}1( $\alpha$)| の評価に都合がいいように,f2は
(14) のような |S_{f}2( $\alpha$)| の2乗平均に対する評価に都合がいいように — もちろん f_{1} と f2

はmajor arcs の寄与にも影響するから,そっちとの兼ね合いを考慮して — うまく選ぶ,

というわけである.実際に選ばれた f_{1} と f_{2} を見ると,奇数 N に対する N=p_{1}+p_{2}+p_{3}

という3つの素数の和による表示のうち,p1は大体 N/100 あたりの小ささで,p2と p3

は N/2 よりちょっと小さいく らい,といったような表示を効率的にカウントするような

重みになっている.Helfgottはminor arcs の寄与を (19) のように評価することと major
arcsの寄与との兼ね合いから,そのような N の表示を重視するのが得であると看破し,

その思想の下で恐らくはある程度の試行錯誤をした末に, f_{1} と f2を決めたのであろう.
Helfgottの f_{1} と f2の定義は複雑なので,これ以上のことをここに書く意味は無いと

は思ったが,何も書かないと気になさる方もあるだろうし,[6] を読んでも簡単にはそれ

らの定義が見えないので,ご参考までに書くだけ書いておく :

f_{1}(n)=4\displaystyle \int_{0}^{\infty}y^{2}e^{-y^{2}/2}\cdot\max\{\log 2-|\log(49(2+1/(36\sqrt{2 $\pi$}))n/(Ny))|, 0\}dy,
2N/((2+1/(36\sqrt{2 $\pi$}))n)

f_{2}(n)=e^{-\frac{1}{2}((2+1/(36\sqrt{2 $\pi$}))n/N)^{2}}\displaystyle \int_{0} h((2+1/(36\displaystyle \sqrt{2 $\pi$}))ny/N)\frac{\sin(200\log y)}{ $\pi$ y\log y}dy,
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ただし, h(t)=t^{3}(2-t)^{3}e^{t-1/2}.
この節では,§3に記した基本的なcircle method の証明にHelfgott [6] が加えた工夫

について,全てではないが,筆者が主要と思うものを列挙した.整理すると,次の4点で
ある :

1. 有限な (しかし広い) 範囲で �GRH の成立
�

を確認した Platt の結果を利用する.

2. Large sieve に基づく pruning を実行する.

3. Vaughanの恒等式の応用の際,従来より手の込んだ扱いをすることにより,minor
arcs上での指数和の評価に関して強い結果を導く.(Helfgott [7])

4. Circle method の議論を注意深く観察して重みを選び,それを指数和の定義に導入
する.

§5. 終わりに.

Helfgottの仕事 [6] について筆者が紹介するとすれば,以上のようなことになる.

18世紀の中頃に発生したternary Goldbach 予想は,1937年に本質的に解決し ([19]),
20世紀末には GRH の下で条件付きの解決 ([20], [4], [16]), そしてとうとう本当に完全に

解決した ([6]). 私事だが,筆者の父・邦雄は,[19] が出版された1937年の10月14日に

生まれ,プレプリント [6] が流布する少し前,2013年4月1日13に他界した.Ternary
Goldbach予想の本質的解決から完全解決まで,ちょうど1人の人間の一生分の時間が掛
かったわけである.

この研究集会のプログラ‐ ム委員をされていた富山大学の木村巌先生や,研究代表者

をされた大阪大学の落合理先生から,「Helfgott さんの今回のブレークスルーについて説

明をお願いしたい」 という主旨B のご連絡を電子メールでいただき,話をさせていただく こ

とになったのだが,なんとなくそういう文面から自分の感覚との温度差が感じられて,お
引き受けして良いか,実はちょっと躊躇した.そういうブレークスルーを期待されている
のなら,自分が話をするとがっかりさせることになるんじゃないか,という不安を感じた
のである.

何をもって 「ブレークスルー」 と言うかは,人によって多少違い得るだろうが,ternary
Goldbach予想の完全な解決までの歴史を振り返って,その言葉が最も相応しいのはHardy‐
Littlewoodの仕事 [5] であろう

\succ

.それまで全く攻撃手段がなかったところに,circle method

という
\succ

方法を与えたのであって,ternary Goldbach 問題は発生から180年経って,その

13 「あなたのお父さんが亡くなりました」 とエイプリルフールに聞いても,なかなかすぐには信じられない
ものである.選べるものじゃないんだろうが,自分の命日は違う日にしたい.父は文系の人間で,和文英
訳の仕事などをしていて,もちろん数学は素人だったが,筆者が幼い頃,父が数理パズルの類の問題を多
く提供してくれたのがとても楽しかったことを良く覚えている.父自身は筆者に,数学ではなくもっと直
接世の中と関係する実学の道に進んでほしかったようだったが,今こうして数学を生業にしているのは父
との幼なかった頃の交流の影響は大きいと思う.ここに記し,謝意を表させていただく.
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論文 [5] からやっと研究が始まったのである14. Vinogradov [19] の仕事は,コロンブス
の卵という言葉が正にぴったりだと思うが,コロンブスの卵というのもブレークスルーの
一種と言えよう.

今回のHelfgottの仕事は,コンピューターによる GRH の検証結果を中心に,数多

くの工夫を積み重ねた大仕事であって,その結果ternary Goldbach 予想をついに完全な

解決に導いた歴史的な偉業である.しかし,ブレークスルーという言葉は似合わないと筆
者は思う

\succ

.

さて,Vinogradov定数という言葉があって,今回本文中には使わないようにしよう
と思っていたのだが,使った方が分かりやすい場面もあるような気もして迷った末,結局
途中で中途半端に使ってしまった.使わないようにしようと思ったのは,その 「定義」 を

表現するのが難しいと思ったからである.数学用語じゃなく厳密な定義があるわけではな

い,と開き直る手もあるが,例えばちょっと前までは

(20) 「  v 以上の奇数が全て3つの素数の和で表せる」

という命題が真となるような V の値,あるいはそういう V の最小 (整数) 値,といったあ

たりがVinogradov定数の定義と認識されていたんじゃないかと思う.それで問題なかっ
たわけだが,じゃあternary Goldbach 予想が解決した現在は, V=7 をVinogradov定
数と言うか,というと,別にそう言っても悪いわけじゃないが,心情的にはそうは言わな
いように思う.

Vinogradov定数とは,まだternary Goldbach 予想が完全に解決する前は,circle
method で命題 (20) を証明できるような Vの値であって,そこまでコンピューターで

チェックできればternary Goldbach 予想が完全に解決する,という目標となる数値だっ

た.例えばLiu‐Wang [12] は Vinogradov定数として e^{3100} を得た,といった言い方が

されていた.そういう意味では,ternary Goldbach 予想が完全に解決した後は,もはや

Vinogradov定数という用語は無意味になった,と思うが,今敢えてVinogradov定数は
いくつかと言えば,定理1より 10^{30} がそれ,ということになるだろうか.しかし筆者は
これにも同意し難い.

これまでのVinogradov定数と言えば,気分的には命題 (20) が成立することを,自
分で計算して確かめたと思えるような,そういう V の値であったのだ.とは言っても,実

はこれまでの仕事でも結構コンピューターは使われていた.例えばへんてこな積分に対す

る出来るだけ正確な上界を得たいのでコンピューターを使って近似値を計算,というよう

なことは間々あった.しかし,うまく言えないのだが,それでもなんとなく自分で計算し
て (20) を確認出来るような気がしていたのである.それが,Helfgottの定理1は最早自
分で確認するのは無理,と思う.Plattによる GRH の確認の結果を使うからである.

もし 「コンピューターとプログラムが進歩したんで,7から e^{3100} までの奇数を全部

チェックできまして,ternary Goldbach 予想が正しいことが確認されましたよ」 と言われ

たら,自分では確認できないし,「ああ,そうですか」 と納得するだけだったし,その予想

14§2.5に書いたが,binary Golbdach 問題に関しては Brunの仕事があり,それは [5] より少し早い.
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解決に関する解説を筆者がすることにはならなかったように思う.今回のHelfgottのプ
レプリントを見て感じたのは,それと似たような感覚である.筆者には自力だけで完全に
確認することができないものだ,ということである.

これまでは,(20) の証明は人間がするもの,V以下の奇数に対するチェックはコン

ピューターに確認してもらうもの,と別れている意識があったが,Helfgottの今回の仕事
は,その境界にあるような感じと言えよう.

定理1の証明のためには,[6] , [7] , それと PlattのGRH のチェックの論文が必要だ

が,プレプリント [6] は133 ページ 15
, [7] は79 ページと,大変な量である.Goldbach

問題はternaryの方は解決し,binaryの方が依然大問題として残っているが,解決した
ternaryの方についても,証明の簡略化に向けた努力があって良いと思う.

最後に,こういう機会を下さいましたこの研究集会の世話人の皆様に,厚く御礼申

し上げます.また,世話人の方々,並びに査読をしてくださった方から,この拙文の原稿
に対して有益なご意見をいただきましたので,ここに記し,感謝申し上げます.
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