
RIMS Kôkyûroku Bessatsu
B54 (2015), 25−48

Optimization of the first eigenvalue of the heat

diffusion in inhomogeneous media: Global

well‐posedness of the viscous approximation problems

By

松江要 (Kaname Matsue) 内藤久資 (Hisashi Naito)
**

Abstract

We consider the optimization of the first eigenvalue of -\nabla. ( $\rho$\nabla u) =  $\lambda$ u on a bounded

domain  $\Omega$ \subset \mathbb{R}^{n} with a constraint on the diffusion coefficient  $\rho$ . We reduce our optimization
problem to the Hamilton‐Jacobi type equation for the function determining  $\rho$ via the level

set method. We take the viscous approximation of the Hamilton‐Jacobi type equation and

prove its global well‐posedness. We expect that solutions of the original Hamilton‐Jacobi type

equation are obtained as the �limit� of its viscous approximation. We also expect that the

proposing approach leads to the optimization analysis of general energy functionals including
constraints. This article is written in Japanese.
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§1. 導入・問題設定

本論文は数理解析研究所共同研究 「連続体のトポロジー最適化理論の現実問題への

応用」 における講演 「材料科学と形状最適化」 と,その元となった研究論文 [12]-[13] の内

容の数学的正当化を試みるものである.

適当な境界条件を課した次の固有値問題を考える :

(1.1) -\nabla\cdot( $\rho$(x)\nabla u) = $\lambda$ u, x\in  $\Omega$,  $\rho$\in \mathcal{K}.

ここで,  $\Omega$\subset \mathbb{R}^{n} は有界領域で,

(1.2)
\mathcal{K} := {  $\rho$\in L^{\infty}( $\Omega$) | $\rho$=1 or c

,
a.e. on  $\Omega$, \displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$ dx=(cm_{0}+(1-m_{0}))| $\Omega$| },

c > 1, m_{0} \in (0,1)
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としている. | $\Omega$| は  $\Omega$ の \mathbb{R}^{n} 内Lebesgue測度である.いま, S:=\{x\in $\Omega$| $\rho$(x)=c\} とす

ると,(1.2) は次を意味している :

|S|/| $\Omega$| \equiv m_{0}.

この設定のもと,次の問題を考える :

問題1. 適当な境界条件の下,  $\rho$ に依存する第一固有値  $\lambda$_{1}( $\rho$) の \mathcal{K} における上限お

よび下限を達成する $\rho$_{*} \in \mathcal{K} を見つけよ.もし存在するならば,レベルセット S_{*} :=\{x\in
 $\Omega$ |$\rho$_{*}(x)=c\} の特徴付けをせよ.

ここでは,斉次Dirichlet, Neumann, 混合境界条件などを考慮に入れるため,正の最
小固有値を “第一固有値”と呼ぶ事にする.また,対応する固有関数を “第一固有関数”と

呼ぶ事にする.

この問題は以下の状況に起因する : “与えられた領域  $\Omega$ 内で,一定の混合比を持つ2
つの異なる物質を与える.  $\Omega$ 上の熱伝導効率を最適にするには,これらの物質をどのよう
に配置すれば良いか ?”.熱方程式の解の長時間発展は -\nabla\cdot( $\rho$(x)\nabla u)= $\lambda$ u の第一固有値

によって支配されるため,問題1はこの状況のトイモデルと考えられる.

[12]-[13] ではこの問題を数値的に取り扱い,様々な領域  $\Omega$ の形状,様々な境界条件に
おける最適解  $\rho$_{*} の性質を議論している.また,(1. 1) の他にLaplacianの一般化固有値問題

(1.3) -\triangle u= $\mu \sigma$(x)u, x\in $\Omega$,  $\sigma$\in \mathcal{K}

の第一固有値最適化も議論している.この問題は  $\Omega$ 上に非一様密度を持つ太鼓の振動数の

解析などで議論されており,斉次Dirichlet境界条件の時は [4]-[5] において最適解 $\sigma$_{*} \in \mathcal{K}

の特徴付けが数学的に議論されている.我々の考察は,問題1あるいはより一般の拘束条
件を課したエネルギー汎関数の最適化問題に対して,数学解析の指針を与えるための試み
である.

[12]-[13] では,固有値問題 (1.1), (1.3) の固有値最適化を数値的に解析するための方法

としてレベルセット法を採用している.これはOsher‐Sethian ([17]), Osher‐Santosa ([18])
により考案・整備されたトポロジー最適化法の1つである.鍵となるアイデアは,形状を
考察する集合  S\subset $\Omega$ をある実数値関数  $\phi$ :  $\Omega$\rightarrow \mathbb{R} の上位レベルセット

S=\{x\in $\Omega$ |  $\phi$(x) >0\}

とし,最適化問題を  $\phi$ の時間発展問題に帰着させる事である.このようにすると,(1.1)
における  $\rho$ や固有値  $\lambda$ も  $\phi$ の関数として表せる.これにより,問題1は目的関数を第
一固有値  $\lambda$_{1}( $\phi$) = : F( $\phi$) (固有値最大化の時は F( $\phi$) := -$\lambda$_{1}( $\phi$) ), 拘束条件を G( $\phi$) =

\displaystyle \int_{ $\Omega$}(1_{ $\phi$>0}-m_{0})dx としたエネルギー汎関数

L( $\phi$) =F( $\phi$)+vG( $\phi$)
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を最小化する問題に帰着される.ここで, v はLagrange未定乗数である.[18] で議論され

る標準的な計算により, L を減少させる方向 $\phi$_{t} =\partial $\phi$/\partial t の満たすべき方程式を導出する

と,Hamilton‐Jacobi 型方程式

(1.4) \displaystyle \frac{\partial $\phi$}{\partial t}(t, x)=-\{v_{0}(t, x)+v( $\phi$(t, \cdot))\}|\nabla $\phi$(t, x)|
を得る.この方程式は L の最急降下流の方程式として定義され,この方程式の時間大域漸
近解が, L を最小化する元 $\rho$_{*} を与えると期待される.ここで,(1.1) に対して v_{0} は

v_{0}(x)=v_{0}^{ $\rho$}(x)= \displaystyle \frac{c-1}{\int_{ $\Omega$}u_{ $\phi$}^{2}dx}|\nabla u_{ $\phi$}(x)|^{2}
で定義され([13]), (1.3) に対して v_{0} は次式で定義される ([13], [18]) :

(1.5) v_{0}(x)=v_{0}^{ $\sigma$}(x)=-\displaystyle \frac{$\mu$_{1}( $\phi$)(c-1)}{\int_{ $\Omega$} $\sigma$ u_{ $\phi$}^{2}dx}|u_{ $\phi$}(x)|^{2}.
u_{ $\phi$} は対応する固有値問題の第一固有関数である.また,Lagrange未定乗数 v = v( $\phi$) は

(形式的に) 次で与えられる :

v=v( $\phi$)=-\displaystyle \frac{\int_{\partial S}v_{0}(x)ds}{\int_{\partial S}ds}, ds は \partial S の面積要素:

注意1.1. 実際の最急降下流は \partial $\Omega$ 上でのみ定義されているが,  v_{0} が  $\Omega$ 全体で定義

されている事を用いて  $\Omega$ 全体に拡張したものが (1.4) である.

(1.4) はエネルギー汎関数  L の勾配流であるため,解が時間大域的に存在するならば
それは L の臨界点に漸近すると考えられる. L の臨界点を求めるには方程式 (1.4) を長時

間解き,解の漸近挙動を調べる事になるが,ここで根本的な問題が生じる.

問題2. (1.4) は時間大域的に適切か ?すなわち,適当な関数空間の上で (1.4) の初

期値問題は時間大域的に一意可解で,解は初期値連続依存性を有するか?また,解は時間
大域的に有界か ?

(1.4) のようなHamilton‐Jacobi 型方程式は粘性解の理論によって解の存在や一意性

が議論されるが,(1.4) は体積保存型拘束条件がついた方程式であり,ある種の単調性を
満たしていない.また, v_{0} や v に  $\phi$‐依存性があるため,  $\phi$ に依存しない系を考察してい

る Chen‐Giga‐Goto ([1]) の枠組みからも外れた方程式である.さらに,平均曲率流方程式
([7], [8]) のように, \partial S に相当する曲面をある関数のグラフによって表される事は自明では
ない (そもそも, \partial S が多様体の意味で“曲面”となる事自体が自明ではない). よって,(1.4)
の局所的な一意可解性ですら非自明である.さらに (1.4) を数値計算する際,  $\phi$ の滑らかさ

の損失により解く事ができなくなる可能性がある.以上の困難を避けるため,充分小さな
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 $\epsilon$>0 に対して人工的に“粘性項�  $\epsilon$\triangle $\phi$ を加え,かつ |\nabla $\phi$| の項を正則化して滑らかさを回

復させる :

(1.6) \displaystyle \frac{\partial $\phi$}{\partial t}= $\epsilon$\triangle $\phi$-\{v_{0}(t, x)+v( $\phi$(t, \cdot))\}\frac{|\nabla $\phi$(t,x)|^{2}}{\sqrt{|\nabla $\phi$(t,x)|^{2}+ $\epsilon$}}.
この方程式の適切性もまた自明ではないが,(1.6) は放物型発展方程式の形をしており,そ
の一般論により解の大域適切性を議論できると期待される. [12]-[13] においても,この方
程式を数値計算する事で最適化元の性質を議論している.

本論文では (1.4) の替わりに (1.6) の大域適切性を数学的に議論する.実際,  $\epsilon$\ll 1 に

対して,(1.6) の解はHamilton‐Jacobi 型方程式 (1.4) の解に充分近くなる事が期待される.

特に,(1.6) の大域適切性を示すことができれば,粘性消滅法 ([6]) などにより  $\epsilon$\rightarrow 0 とし

て (1.6) の解を (1.4) の真の解に近づけ, L の臨界点を求められると考えられる.さらに方

程式 (1.4) は問題1の固有値問題の境界条件に依存しないため, [4]-[5] の議論より広いク

ラスの問題,さらに一般の拘束条件が課されたエネルギー汎関数の臨界点を求めるための
解析の一助となる事が期待される.

本論文は以下で構成される.2節で,固有値問題 (1.1), (1.3) の固有関数の性質を論じ

る.固有関数の空間正則性に関する議論の詳細は,基本的に [9] に従う.また,  $\rho$ や  $\sigma$ に対

する固有対の連続性も論じている.これは (1.6) のベクトル場の性質を知るために本質的

な部分である.3節では,2節で示した性質を用いて粘性近似問題 (1.6) の大域適切性を論

じる.(1.6) あるいはこれを少し修正した然るべき (1.4) の粘性近似に対して,初期値問題
の時間大域適切性を示す.3節の終わりに,粘性消滅法等による (1.4) の適切性に関する私

見を述べる.

§ 2. 固有対の性質

本節では固有値問題 (1.1), (1.3) の第一固有対の性質を議論する.(1.4) の非線型項は

固有関数に依存しているので,(1.6) の解の適切性を議論するにあたり,固有関数の性質は
本質的である.まず,一般的な固有値問題

-\nabla\cdot( $\rho$\nabla u)= $\lambda \sigma$ u,  $\rho$,  $\sigma$\in L^{\infty}( $\Omega$)

の固有値の性質を述べる.ここで,簡単のために次の仮定をおく .

仮定2.1.  $\Omega$\subset \mathbb{R}^{n} は C^{2} 級の境界を持つ有界領域とする.さらに,境界値問題は斉
次Dirichlet境界条件を課す.

注意2.2. 以下の議論は次の混合境界条件でも同様に成立する (cf. [21]) : n を \partial $\Omega$

の外向き単位法線ベクトル,  b(x) を \partial $\Omega$ 上非負値連続関数として,

 u=0 \mathrm{o}\mathrm{n} $\Gamma$_{1}, \displaystyle \frac{\partial u}{\partial n}+b(x)u=0 \mathrm{o}\mathrm{n} $\Gamma$_{2}, \emptyset\neq$\Gamma$_{1} \subset\partial $\Omega$, $\Gamma$_{1} ∪ $\Gamma$_{2}=\partial $\Omega$.
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斉次Neumann条件の場合は零固有値を持つため,第一固有関数の正値性など,以下の議
論の一部は一般に成立しない.Nodal domain ごとに議論して,接合するという手順をす
る事で,固有関数の連続性など,3節以降の議論に差し支えない程度の主張は成立する.

§ 2.1. 固有対の存在

まず,(1.1), (1.3) を少し一般化した固有値問題 -\nabla\cdot( $\rho$\nabla u)= $\lambda \sigma$ u の解の存在を議論

する.ここでの議論は非常に基本的ではあるが,後ほど固有値の連続性を示すために用いる
ため,きちんと述べておく. 0<$\rho$_{1} <$\rho$_{2} <\infty, 0<$\sigma$_{1} <$\sigma$_{2}<\infty として, $\rho$_{1} \leq $\rho$(x)\leq$\rho$_{2},

$\sigma$_{1} \leq $\sigma$(x) \leq$\sigma$_{2} ,
a.e.  x\in $\Omega$ と仮定する.そして,次のRayleigh商を考える :

(2.1)  $\lambda$( $\rho$,  $\sigma$) :=\displaystyle \inf_{u\in H_{0}^{1}( $\Omega$)}\frac{\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx}{\int_{ $\Omega$} $\sigma$|u|^{2}dx}.
以下の命題の証明には,Rellich‐Kondrashov のコンパクト埋め込み定理を使う.この

定理は3.2節以降でも用いるので,詳しく述べておく.

命題2.3 (Rellich‐Kondrashov コンパクト埋め込み,e.g. [9], [15]).  $\Omega$ を  C^{1} 境界

を持つ \mathbb{R}^{n} の有界開集合とすると,次の埋め込みはコンパクトとなる (高階の場合は [15]
を参照せよ) :

1. 1\leq p<n の時. p^{*} :=Np/(N-p) とし,  q\in [1, p^{*}) を任意に取ったときの  W^{1,p}( $\Omega$)\mapsto
 L^{q}( $\Omega$) .

2. p=n の時.任意の  q\in [1, \infty ) に対する  W^{1,p}( $\Omega$)\mapsto L^{q}( $\Omega$) .

3. p>n の時. W^{1,p}( $\Omega$)\mapsto C(\overline{ $\Omega$}) .

命題2.4. 仮定2.1の下,(2.1) で定義した  $\lambda$( $\rho$,  $\sigma$) を与える u\in H_{0}^{1}( $\Omega$) が存在し, u

は方程式 -\nabla\cdot( $\rho$\nabla u) = $\lambda \sigma$ u の弱解となる.

Proof. $\rho$_{1} \leq $\rho$(x) \leq$\rho$_{2}, $\sigma$_{1} \leq $\sigma$(x) \leq$\sigma$_{2} ,
a.e.  x\in $\Omega$ の仮定があるので

 $\rho$_{1}\displaystyle \int_{ $\Omega$}|\nabla u|^{2}dx\leq\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx\leq$\rho$_{2}\int_{ $\Omega$}|\nabla u|^{2}dx,
$\sigma$_{1}\displaystyle \int_{ $\Omega$}|u|^{2}dx\leq\int_{ $\Omega$} $\sigma$|u|^{2}dx\leq$\sigma$_{2}\int_{ $\Omega$}|u|^{2}dx

が成り立つ.ここで, v \in  L^{2}( $\Omega$) ,  u\in  H_{0}^{1}( $\Omega$) に対して

\displaystyle \Vert v\Vert_{ $\sigma$}^{2} .=\int_{ $\Omega$} $\sigma$|u|^{2}dx, \Vert u\Vert_{ $\rho,\ \sigma$}^{2} :=\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx+\int_{ $\Omega$} $\sigma$|u|^{2}dx
と定義すると,

$\rho$_{1}\Vert v\Vert_{L^{2}}^{2} \leq \Vert v\Vert_{ $\rho$}^{2}\leq$\rho$_{2}\Vert v\Vert_{L^{2}}^{2},
\displaystyle \min\{$\rho$_{1}, $\sigma$_{1}, 1\} \Vert u\Vert_{H^{1}}^{2} \leq \Vert u\Vert_{ $\rho,\ \sigma$}^{2} \leq\max\{$\rho$_{2}, $\sigma$_{2}, 1\} \Vert u\Vert_{H^{1}}^{2}
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が成り立つ.よって, \Vert\cdot\Vert_{ $\sigma$}, \Vert\cdot \Vert_{ $\rho,\ \sigma$} は,それぞれ通常の L^{2_{-}} ノルム, H^{1_{-}} ノルムと同値なノ

ルムを定める.よって H_{0}^{1}( $\Omega$) の中で \Vert v\Vert_{ $\sigma$}=1 を満たす集合は閉であり,

 $\lambda$( $\rho$,  $\sigma$)=\displaystyle \inf_{u\in H_{0}^{1}( $\Omega$)}\frac{\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx}{\int_{ $\Omega$} $\sigma$|u|^{2}dx} =\inf_{u\in H_{0}^{1}( $\Omega$),\Vert u\Vert_{ $\sigma$}=1}\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx
が成り立つ.いま \{uj\} \subset  H_{0}^{1}( $\Omega$) を \Vert u\Vert_{ $\sigma$} = 1 を満たす最小化列とすると, \Vert uj\Vert_{ $\rho,\ \sigma$} は有

界となるので,ある u\in H_{0}^{1}( $\Omega$) が存在して, \{u_{j}\} は H_{0}^{1}( $\Omega$) 内で u に弱収束し,Rellichの
コンパクト埋め込み定理により \Vert u\Vert_{ $\sigma$} = 1 を満たす.いま u は \Vert u\Vert_{ $\sigma$} = 1 の条件下での

\Vert\nabla u\Vert_{ $\rho$}^{2} の最小化問題の解であるので,ある未定乗数  $\eta$ が存在して

\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u\cdot\nabla $\xi$ dx+ $\eta$\int_{ $\Omega$} $\sigma$ u $\xi$ dx=0, \forall $\xi$\in H_{0}^{1}( $\Omega$)
を満たす.ここに  $\xi$=u を代入すれば,

0=\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx+ $\eta$\int_{ $\Omega$} $\sigma$|u|^{2}dx=\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx+v
となり,  $\eta$= - $\lambda$ が成り立つ.すなわち,

\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u\cdot\nabla $\xi$ dx= $\lambda$\int_{ $\Omega$} $\sigma$ u $\xi$ dx, \forall $\xi$\in H_{0}^{1}( $\Omega$)
が成り立つ.よって, u は -\nabla. ( $\rho$\nabla u)= $\lambda \sigma$ u の弱解である. \square 

命題2.5 ([2]). 第一固有値は以下の意味で単調である :  $\rho$(x) \geq$\rho$^{0}(x) , $\sigma$^{0}(x) \geq $\sigma$(x)
がほとんど全ての  x\in $\Omega$ で成り立つ時,  $\lambda$_{1}($\rho$^{0}, $\sigma$^{0}) \leq$\lambda$_{1}( $\rho$,  $\sigma$) .

いま  $\rho$,  $\sigma$ \in \mathcal{K} とすると,明らかに 1 \leq  $\rho$(x) \leq  c, 1 \leq  $\sigma$(x) \leq  c がほとんど全ての

x \in  $\Omega$ で成り立つので,以下が従う :

系2.6. ある  0<\underline{ $\lambda$}<\overline{ $\lambda$}<\infty が存在して,以下の不等式が成立する :

\underline{ $\lambda$}\leq $\lambda$( $\rho$, 1) \leq\overline{ $\lambda$}, \underline{ $\lambda$}\leq $\lambda$(1,  $\sigma$) \leq\overline{ $\lambda$}.

前半が (1.1), 後半が (1.3) の第一固有値評価に対応する.この事実は後ほど用いる.

さて,命題2.4で述べた固有値問題の弱解は,Rayleigh商の最小化列の弱収束極限と
して得られたが,実は H^{1} ‐強収束極限として得られる.

命題2.7. (2.1) の  $\lambda$( $\rho$,  $\sigma$) に対する最小化列 \{uj\} \subset  H_{0}^{1}( $\Omega$) は, H^{1} ‐強収束部分列

を含む.

Proof. \{u_{j}\} を,  $\lambda$( $\rho$,  $\sigma$) を達成する最小化列とした時, u_{j} は \Vert u\Vert_{ $\sigma$}=1 と正規化され

ていると仮定して一般性を失わない.いま {uj} が最小化列であるので,任意の  $\epsilon$>0 に対

してある N>0 が存在し, j>N ならば

|\displaystyle \frac{\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u_{j}|^{2}dx}{\int_{ $\Omega$} $\sigma$|u_{j}|^{2}dx}- $\lambda$( $\rho$,  $\sigma$)| = |\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u_{j}|^{2}dx- $\lambda$( $\rho$,  $\sigma$)| < $\epsilon$
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が成り立つ.いま,  j, k>N と取れば,

|\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u_{j}|^{2}dx-\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u_{k}|^{2}dx| \leq |\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u_{j}|^{2}dx- $\lambda$( $\rho$,  $\sigma$)|+|\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u_{k}|^{2}dx- $\lambda$( $\rho$,  $\sigma$)| <2 $\epsilon$

となる.よって,

|\displaystyle \int_{$\Omega$^{ $\rho$|\nabla u}}j|^{2}dx-\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u_{k}|^{2}dx| < \frac{2 $\epsilon$}{$\rho$_{1}}
が成り立つ.すなわち, \{\Vert\nabla u_{j}\Vert_{L^{2}}\} はCauchy列である.よって,部分列を選べば u_{j} \rightarrow u

in H^{1}( $\Omega$) である事がわかる. \square 

§ 2.2. -\nabla\cdot( $\rho$\nabla u)= $\lambda$ u,  $\rho$\in \mathcal{K}

固有値問題 (1.1) を考える.(1.1) は拡散係数  $\rho$ が不連続であるため,弱解の充分な正
則性を期待できない.まず2.1節の議論と,[9] や [21] による標準的議論により,以下を示
せる.

命題2.8 (cf. [9]). 仮定2.1のもと,  $\rho$\in \mathcal{K} を固定して固有値問題 (1.1) を考える.

この時,(1.1) は一意弱解 u=u_{ $\sigma$} \in H_{0}^{1}( $\Omega$) を持つ.さらに,最小固有値は正 (すなわち,第
一固有値 $\lambda$_{1}( $\rho$) ) であり,対応する固有関数 u_{ $\rho$} は  $\Omega$ 上で正,さらにある  $\alpha$\in (0,1) に対し

て u_{ $\rho$}\in C^{ $\alpha$}(\overline{ $\Omega$}) となる.

(1)  $\iota$によると  v_{0} =v_{0}^{ $\rho$} が |\nabla u| を使って定義されるため,(1.6) の非線型項が良い性質

を持つ事を保証するために, |\nabla u| の可積分性をできる限り高くする事が望ましい.そこで,
解の L^{p}‐評価 (p>2) を考える.

(1.1) のタイプの問題をそのまま扱おうとすると,  $\rho$\in \mathcal{K} の不連続性から弱解 u の可

積分性も充分には望めない.特に,  $\rho$ を定義する定数  c が c> 1 の時は (1.1) の弱解 u が

u\in W^{1,\infty}( $\Omega$) となる事はほぼ望めない事が [14] の議論により示唆される.しかし次節に

おいて ( (\nabla u の L^{\infty} ‐評価”を用いたいので,固有関数 u を次のように “近似”する : $\rho$_{ $\epsilon$} は  $\rho$

の“近似” (後述) で,  u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$} を固有値問題

(2.2) -\nabla\cdot($\rho$_{ $\epsilon$}\nabla u)= $\lambda$ u \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$, u=0 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$

の第一固有関数とする.  $\rho$ の近似  $\rho$_{ $\epsilon$} としてシンプルなものの1つは,次のような \partial S に幅

を持たせて補間するものである :

(2.3) $\rho$_{ $\epsilon$}(x) := \{
c if  $\phi$(x)> $\epsilon$

(c-1)e^{$\epsilon$^{-2}}\displaystyle \exp(\frac{-1}{$\epsilon$^{2}-( $\phi$(x)- $\epsilon$)^{2}})+1 if 0\leq $\phi$(x) \leq $\epsilon$.

1 if  $\phi$(x)<0

0\leq $\phi$(x) \leq $\epsilon$ における  $\rho$_{ $\epsilon$}(x) の定義は, C^{\infty} 関数

 $\varphi$(t)= \left\{\begin{array}{ll}
\exp(-1/t) & (t>0)\\
0 & (t\leq 0)
\end{array}\right.
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と $\epsilon$^{2}-( $\phi$(x)- $\epsilon$)^{2} の合成で,  $\phi$(x)=0,  $\epsilon$ において (可微分である時) 微分が  0 になる.明

らかに,  $\rho$ を決めるごとに  $\rho$_{ $\epsilon$} は一意に定まる.また,  $\epsilon$\rightarrow 0 のとき, $\rho$_{ $\epsilon$} は  $\rho$ に  L^{\infty}( $\Omega$) 内で

汎弱収束する事が容易に示せる.よって後述する2.4節の議論により u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$} は u=u_{ $\rho$} の近似

とみなせる.

(2.3) のタイプの補間において,その滑らかさは  $\phi$ の空間的正則性に依存する.  $\phi$ の

正則性は (1.6) の適切性に依存し,古典的な意味での  $\phi$ の正則性は高々  C^{1, $\sigma$},  $\sigma$ \in (0,1)
まで保証されると期待される.とくに,  $\phi$ \in  C^{1}(\overline{ $\Omega$}) であれば, $\rho$_{ $\epsilon$}(x) は C^{\infty} 関数と C^{1} 関

数 $\epsilon$^{2}-( $\phi$(x)- $\epsilon$)^{2} の合成関数として表され,  $\phi$(x) =0,  $\epsilon$ において微分が  0 になるので,
$\rho$_{ $\epsilon$} \in C^{1}(\overline{ $\Omega$}) となる.よって,(2.2) の弱解 u の充分な正則性,特に \Vert\nabla u\Vert_{\infty} の有界性が見込

める.  $\phi$ が正則になるための条件は次のSobolevの埋め込み定理により決まる.

命題2.9 (Sobolev 埋め込み,e.g. [9], [15]).  $\Omega$ を  C^{1} 境界を持つ \mathbb{R}^{n} の有界開集合

する.

1. m-n/p<0 の場合. p^{*} \in (p, \infty) を 1/p^{*} =1/p-m/n で定めると,任意の  q\in [p, p^{*}]
に対して W^{m,p}( $\Omega$)\mapsto L^{q}( $\Omega$) .

2. m-n/p=0 の場合.任意の  q\in [p, \infty ) に対して  W^{m,p}( $\Omega$)\mapsto L^{q}( $\Omega$) .

3. m-n/p> 0 かつ m-n/p\not\in \mathbb{N} とする.この時,ある k \in \mathbb{N} と  $\alpha$ \in (0,1) を使って

 m-n/p=k+ $\alpha$ と表して,次の埋め込みが連続となる (他の状況に関しては [9], [15]
などを参照せよ) :

 W^{m,p}( $\Omega$)\mapsto C^{k, $\alpha$}(\overline{ $\Omega$}) .

ただし C^{k, $\alpha$}(\overline{ $\Omega$}) は u\in C^{k}(\overline{ $\Omega$}) のうち, | $\beta$| :=$\beta$_{1}+\cdots+$\beta$_{n}=k を満たす  $\beta$ に対して \partial^{ $\beta$}u

がすべて  $\Omega$ 上で一様に  $\alpha$ 次Hölder連続となる関数の集合である.

よって,発展方程式 (1.6) に対して解  $\phi$ が  W^{2,q}, q>n ほどの正則性と可積分性を持

てば, $\rho$_{ $\epsilon$} \in C^{1}(\overline{ $\Omega$}) とできる.  $\phi$ の正則性については,3節で改めて論じる.

注意2.10. 定理2.9の  m は自然数である事を想定しているが,補間空間論 (e.g.
[20], [22]) によると,上の定理の m が非整数でも同様の結果が成り立つ事が知られている.

発展方程式 (1.6) を考えるときは,3節の (3.1) のような (�分数べき空間”が非整数階正則

性をもつ関数の集まりと考えられるため,放物型発展方程式の観点からは, m が非整数の

場合も考慮した埋め込みを適用した方が都合が良い.

$\rho$_{ $\epsilon$} \in C^{1}(\overline{ $\Omega$}) を認めると,楕円型偏微分方程式の一般論より次が従う.

命題2.11 (cf. [9]). 仮定2.1のもと,楕円型方程式 -\nabla\cdot($\rho$_{ $\epsilon$}\nabla u)=f を考える.あ

る p\geq 2 に対し f\in L^{p}( $\Omega$) , (2.3) で定義される $\rho$_{ $\epsilon$} が \overline{ $\Omega$} 上 C^{1} 級であると仮定すると,この
方程式は一意解 u\in W^{2,p}( $\Omega$)\cap W_{0}^{1,p}( $\Omega$) をもつ.さらに,ある定数 C=C( $\Omega$, c, n,p) >0

が存在して, \Vert u\Vert_{W^{2,p}( $\Omega$)} \leq C\Vert f\Vert_{L^{p}( $\Omega$)} を満たす.
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f = $\lambda$_{1}($\rho$_{ $\epsilon$})u とすると, L^{2} ‐理論 (命題2.8) により u は \overline{ $\Omega$} 上で連続なので,特に任意
の  p\in [2, \infty) に対して上の定理を適用できる. $\rho$_{ $\epsilon$} \in  C^{1}(\overline{ $\Omega$}) という仮定が我々の問題で本

質的である事,また自然な設定のもとで妥当である事は3節で改めて議論する.

§ 2.3. -\triangle u= $\mu \sigma$ u,  $\sigma$\in \mathcal{K}

固有関数の高い正則性が期待できる (1.3) については,2.1節,[9] や [21] の議論を基

に,以下が示される.

命題2.12 (cf. [9]). 仮定2.1のもと,  $\sigma$\in \mathcal{K} を固定して固有値問題 (1.3) を考える.

この時,(1.3) は一意解 u=u_{ $\sigma$} \in  W_{0}^{1,2}( $\Omega$)\cap W^{2,2}( $\Omega$)\cap C^{1}(\overline{ $\Omega$}) を持つ.さらに,最小固有
値は正 (すなわち,第一固有値 $\lambda$_{1}( $\rho$) ) であり,対応する固有関数 u_{ $\sigma$} は  $\Omega$ 上正である.

 u \in  W^{2,2}( $\Omega$) である事は, \partial $\Omega$ が  C^{2} である仮定2.1に由来する事に注意せよ.(1.3)
に対応する (1.5) の v_{0} は u により定義される.上の定理より u は \overline{ $\Omega$} 上で連続なので,この
性質より (1.6) の大域適切性を議論できる.

§ 2.4. 固有対の  $\rho$‐連続性

ひとまず問題1に戻る.これは最小固有値  $\lambda$_{1} =$\lambda$_{1}( $\rho$) =:F( $\rho$) の \mathcal{K} 上最小化元 (最

大化の場合は, F( $\rho$) :=-$\lambda$_{1}( $\rho$) とする) の存在とその性質を問うものであるが,そもそも
最小化元は存在するのだろうか? この疑問に答えるには,固有対の  $\rho$‐連続性が重要になる.

後の (1.6) の適切性の証明でも用いるので,ここで議論しておく . 最小化元の存在を示す

時は,一般的にまず次を問う事になる :

問題3.  F( $\rho$) := $\lambda$( $\rho$) (正の最小固有値) は  $\rho$\in L^{\infty}( $\Omega$) について汎弱下半連続か ?

L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱下半連続性は次を意味する : $\rho$_{n} が L^{\infty}( $\Omega$) 内で  $\rho$ に汎弱収束するとき,

 F( $\rho$) \displaystyle \leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}F($\rho$_{n}) .

汎弱連続であれば当然これは満たしている.

定理2.13. \{$\rho$_{k}\}_{k\geq 1} \subset L^{\infty}( $\Omega$) が  $\rho$ に  L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱収束すると仮定する.このと

き  $\lambda$( $\rho$)=\displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty} $\lambda$($\rho$_{k}) となる.すなわち,  $\lambda$( $\rho$) は L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱連続である.

Proof. $\lambda$_{k} :=  $\lambda$($\rho$_{k}) として,これが k \rightarrow \infty で \tilde{ $\lambda$} へ収束するとする (上下に有界な
ので収束部分列を持つ) . この \tilde{ $\lambda$} がある u \in  H^{1} で \Vert u\Vert_{L^{2}} = 1 を満たすものを使って

\displaystyle \tilde{ $\lambda$}=\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx となる事を示せば良い (Rayleigh 商による定義から,これは  $\lambda$( $\rho$) 以上の

値を持つ).
$\lambda$_{k} を達成する固有関数を u_{k} とする.正規化により,任意の k に対して \Vert u_{k}\Vert_{L^{2}}^{2} = 1

としてよい.すなわち, $\lambda$_{k}=\displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}|\nabla u_{k}|^{2}dx . この u_{k} は H^{1} ‐有界なので弱収束部分列を持
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つ.それを再び \{u_{k}\}_{k\geq 1} と書き,弱極限を u としよう.定理2.3によりこの u は L^{2}( $\Omega$) ‐強
収束極限である事に注意する.任意の v\in H^{1}( $\Omega$) に対して,

|\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u\cdot\nabla vdx - \displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}\nabla u_{k}\cdot\nabla vdx|
\leq |\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u\cdot\nabla vdx-\int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}\nabla u\cdot\nabla vdx|+|\int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}\nabla u\cdot\nabla vdx-\int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}\nabla u_{k}\cdot\nabla vdx|
\displaystyle \leq |\int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u\cdot\nabla vdx-\int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}\nabla u\cdot\nabla vdx|+c|\int_{ $\Omega$}\nabla u\cdot\nabla vdx-\int_{ $\Omega$}\nabla u_{k}\cdot\nabla vdx| :

右辺について, \nabla u\cdot\nabla v はSchwartzの不等式より L^{1}( $\Omega$) の元である.よって $\rho$_{k} の汎弱収束

性より第1項は  k\rightarrow\infty で  0 に収束する.第2項は uk の H^{1} ‐弱収束性よりやはり  k\rightarrow\infty

で  0 に収束する.ところで,uk は固有値問題 -\nabla\cdot($\rho$_{k}\nabla w) =$\lambda$_{k}w の弱解であった.よっ

て \displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}\nabla u_{k}\cdot \displaystyle \nabla vdx=$\lambda$_{k}\int_{ $\Omega$} ukvdx である.特に v=u_{k} として, \displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}\nabla u_{k}\cdot \nabla u_{k}dx=$\lambda$_{k}

であり,仮定よりこれは  k\rightarrow\infty で \tilde{ $\lambda$} に収束する.よって上式は次を意味する :

\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u\cdot\nabla u_{k}dx\rightarrow\tilde{ $\lambda$} (k\rightarrow\infty) .

また |\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u\cdot\nabla udx-\int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u_{k}\cdot\nabla udx| \rightarrow 0 (k\rightarrow\infty) が弱収束の定義より従う.よって

|\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx-\tilde{ $\lambda$}| \leq |\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx-\int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u\cdot\nabla u_{k}dx|+|\int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u\cdot\nabla u_{k}dx-\tilde{ $\lambda$}| \rightarrow 0(k\rightarrow\infty)

となる.よって, \displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx=\tilde{ $\lambda$} である.ところで,  $\lambda$( $\rho$) の最小化列として \{w^{j}\} をとる.

正規化により, \Vert w^{j}\Vert_{L^{2}} =1 と仮定してよい.するとこの列は H^{1} ‐強収束部分列を含むので

(命題2.7),その極限を w とすると, \Vert w\Vert_{L^{2}} = 1 ゆえ \displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla w|^{2}dx= $\lambda$( $\rho$) . 最小化元の定

義により,  $\lambda$( $\rho$) \leq\tilde{ $\lambda$} となる.

次に逆向きの不等式を示す. \tilde{ $\lambda$} は数列 \{$\lambda$_{k}\} の極限であり, $\lambda$_{k} の最小化元として uk が

定まっているが,これは次を意味する. w を  $\lambda$( $\rho$) の最小化元で \displaystyle \int_{ $\Omega$} $\sigma$ w^{2}dx=1 なるものと

して,

\displaystyle \frac{\int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}|\nabla w|^{2}dx}{\int_{ $\Omega$}$\sigma$_{k}w^{2}dx} \geq \frac{\int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}|\nabla u_{k}|^{2}dx}{\int_{ $\Omega$}u_{k}^{2}dx} =$\lambda$_{k}
となっている.これが任意の k で成り立っている. f_{k} :=\displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}|\nabla w|^{2}dx-$\lambda$_{k}\int_{ $\Omega$}w^{2}dx と

する.上の不等式が意味するのは任意の k で f_{k} \geq  0 である事に他ならない.また汎弱収

束性より  k\rightarrow\infty で \displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{k}|\nabla w|^{2}dx\rightarrow\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla w|^{2}dx, \displaystyle \int_{ $\Omega$}w^{2}dx\rightarrow\int_{ $\Omega$}w^{2}dx となり,仮定よ
り $\lambda$_{k}\rightarrow\tilde{ $\lambda$} となる.これより, f_{k} は \displaystyle \tilde{f}:=\int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla w|^{2}dx-\tilde{ $\lambda$}\int_{ $\Omega$}w^{2}dx に収束する.正値の数

列の極限なので \tilde{f}\geq 0 (否とすると任意の  $\epsilon$>0 に対してある k_{0} が存在して f_{k_{0}} <0 とな

るが,今の状況, f_{k} \geq 0 に反する). w が  $\lambda$( $\rho$) の最小化元であり, \displaystyle \int_{ $\Omega$}w^{2}dx=1 としていた

ので, \tilde{f}\geq 0 は  $\lambda$( $\rho$) \geq\tilde{ $\lambda$} を意味する.以上より, \tilde{ $\lambda$}= $\lambda$( $\rho$) となる. \square 
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さて,両者の一致により \displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla w|^{2}dx = \displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2}dx となる.これは u, w がともに

方程式 -\nabla\cdot( $\rho$\nabla v)= $\lambda$ v の弱解である事を意味する.弱解は一意なので,ここから u=w

となる.すなわち $\lambda$_{k} の最小化元 u_{k} の弱収束極限 u が  $\lambda$( $\rho$) の最小化元となっていること

も,上の証明は主張している.

次に,固有関数の  $\rho$‐連続性を論じる.

定理2.14.  L^{\infty}( $\Omega$) 内の点列 \{$\rho$_{n}\} が上下に正の数で一様におさえられると仮定す

る.すなわち,ある c_{1}, c_{2} >0 が存在して, c_{1} \leq$\rho$_{n}(x) \leq c_{2}, \mathrm{a}.\mathrm{e}. x\in $\Omega$, \forall n\in N. さらに,

\{$\rho$_{n}\} が  $\rho$\in L^{\infty}( $\Omega$) に汎弱収束すると仮定する.すなわち,

\displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{n}f\rightarrow\int_{ $\Omega$} $\rho$ f as n\rightarrow\infty, \forall f\in L^{1}( $\Omega$) .

$\rho$_{n} に対する -\nabla\cdot($\rho$_{n}\nabla)v= $\lambda$($\rho$_{n})v の固有対を ($\lambda$_{n}, u_{n}) とする.このとき  n\rightarrow\infty で \{u_{n}\}
は  $\rho$ に対応する固有関数  u に H^{1} ‐強収束する.同様の主張は固有値問題 -\triangle u= $\lambda \sigma$ u につ

いても成立する.

注意2.15. 上の設定で,  n\rightarrow\infty の時に $\lambda$_{n} が  $\lambda$( $\rho$) に収束する事と,  $\lambda$( $\rho$) の固有関

数 u が \{u_{n}\} の H^{1} 内弱収束極限である事は命題2.4の証明で論じている.

この定理を示すために,補題を2つ用意する.

補題2.16. L^{\infty}( $\Omega$) 内の点列 \{$\rho$_{n}\} が上下に正の数で一様におさえられると仮定す

る.すなわち,ある c_{1}, c_{2} >0 が存在して, c_{1} \leq$\rho$_{n}(x) \leq c_{2}, \mathrm{a}.\mathrm{e}. x\in $\Omega$, \forall n\in \mathbb{N} . そして

|v|_{$\rho$_{n}}^{2} :=\displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{n}|\nabla v|^{2}, v\in H^{1}( $\Omega$)
とすると,これは |v|_{H^{1}} := \Vert\nabla v\Vert_{L^{2}} と次の意味で同値な H^{1} ‐セミノルムを定める.すなわ

ち, n に依らない正の数 d, D>0 が存在して,

d|v|_{H^{1}} \leq |v|_{$\rho$_{n}} \leq D|v|_{H^{1}}.

Proof. 任意の n に対して c_{1} \leq \Vert$\rho$_{n}\Vert_{\infty} \leq c_{2} なので,

|v|_{$\rho$_{n}}^{2} =\displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{n}|\nabla v|^{2} \leq \Vert$\rho$_{n}\Vert_{\infty}\int_{ $\Omega$}|\nabla v|^{2} \leq c_{2}\int_{ $\Omega$}|\nabla v|^{2}=c_{2}|v|_{H^{1}}^{2},
|v|_{$\rho$_{n}}^{2} =\displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{n}|\nabla v|^{2} \geq \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\inf_{x\in $\Omega$}$\rho$_{n}\int_{ $\Omega$}|\nabla v|^{2} \geq c_{1}\int_{ $\Omega$}|\nabla v|^{2}=c_{1}|v|_{H^{1}}^{2}.

が任意の n で成り立つ.よって d:=\sqrt{c_{1}}, D:=\sqrt{c_{2}} とすればよい. \square 
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補題2.17 (定理2.13の証明内で述べている事の再掲). \{$\rho$_{n}\} を L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱収

束列で一様有界なもの,特にある c_{1}, c_{2} > 0 が存在して, c_{1} \leq $\rho$_{n}(x) \leq  c_{2} ,
a.e. x \in  $\Omega$,

\forall n\in \mathbb{N} が成立するものとする. \{u_{n}\} を H^{1}( $\Omega$) 内弱収束列とし,その極限をそれぞれ  $\rho$, u

とする.この時 \{$\rho$_{n}\nabla u_{n}\} は  $\rho$\nabla u に次の意味で収束する : 任意の v\in H^{1}( $\Omega$) に対して,

\displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{n}\nabla u_{n}\cdot\nabla v\rightarrow\int_{ $\Omega$} $\rho$\nabla u\cdot\nabla v as n\rightarrow\infty.

Proof. v\in H^{1}( $\Omega$) を任意に取ってく る.この時

|\displaystyle \int_{ $\Omega$}($\rho$_{n}\nabla u_{n}- $\rho$\nabla u)\cdot\nabla v| = |\displaystyle \int_{ $\Omega$}\{$\rho$_{n}(\nabla u_{n}-\nabla u)-( $\rho-\rho$_{n})\nabla u)\}\cdot\nabla v|
\leq |\displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{n}(\nabla u_{n}-\nabla u)\cdot\nabla v|+|\int_{ $\Omega$}( $\rho-\rho$_{n})\nabla u\cdot\nabla v|
\displaystyle \leq C|\int_{ $\Omega$}(\nabla u_{n}-\nabla u)\cdot\nabla v|+|\int_{ $\Omega$}( $\rho-\rho$_{n})\nabla u\cdot\nabla v|

となる.ただし C>0 は任意の n に対して \Vert$\rho$_{n}\Vert_{\infty} \leq C となる数で,一様有界性の仮定よ
りとれる.ここで \{u_{n}\} は H^{1}( $\Omega$) 内弱収束列であったので第1項は  n\rightarrow\infty で  0 に収束し,
Schwartz (あるいは Hölder‐Young) の不等式より \nabla u\cdot \nabla v\in L^{1}( $\Omega$) となる.よって \{$\rho$_{n}\}
の汎弱収束性により,第2項も  n\rightarrow\infty で  0 に収束する. \square 

以上により,定理2.14を示す準備が整った.

定理2.14の証明. \{u_{n}\} \subset  H^{1}( $\Omega$) は u に L^{2}( $\Omega$) ‐強収束しているので,示すべきは
|u_{n}-u|_{H^{1}} \rightarrow 0 であるが,任意の n に対して |v|_{H^{1}} は |v|_{$\rho$_{n}} と同値なセミノルムを定める

ので, |u_{n}-u|_{$\rho$_{n}} \rightarrow 0 (n\rightarrow\infty) を示せばよい.

|u_{n}-u|_{$\rho$_{n}}^{2} =\displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{n}|\nabla u_{n}-\nabla u|^{2}
=\displaystyle \int_{ $\Omega$}$\rho$_{n}|\nabla u_{n}|^{2}-2\int_{ $\Omega$}$\rho$_{n}\nabla u_{n}\cdot\nabla u+\int_{ $\Omega$}$\rho$_{n}|\nabla u|^{2}.

第1項は固有値の汎弱連続性より  n\rightarrow\infty で  $\lambda$( $\rho$) に収束する.第2項は補題2.17により
 n\rightarrow\infty で -2\displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2} に収束し,これは -2 $\lambda$( $\rho$) に等しい.第3項は \{$\rho$_{n}\} の汎弱収束性

より  n\rightarrow\infty で \displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$|\nabla u|^{2} = $\lambda$( $\rho$) に収束する.和を取って,  n\rightarrow\infty で |u_{n}-u|_{$\rho$_{n}}^{2} \rightarrow 0 と

なる. \square 

固有対の汎弱連続性の議論は (1.3) にも,より一般化した -\nabla\cdot( $\rho$\nabla u) = $\lambda \sigma$ u にも適

用できる事に注意せよ.

さて,ここまでは  $\rho$\in L^{\infty}( $\Omega$) の場合を想定して議論したが,2.2節では,近似により
$\rho$_{ $\epsilon$} \in  C^{1}(\overline{ $\Omega$}) に対する固有関数の正則性も議論している.それに伴い,正則な u に対して,
その $\rho$_{ $\epsilon$} ‐連続性が成立する位相もより強くなると考えられる.よって,正則な固有関数に
対する $\rho$_{ $\epsilon$} ‐連続性も議論する.
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定理2.18. C^{1}(\overline{ $\Omega$}) 内の点列 \{$\rho$_{n}\} が上下に正の数で一様におさえられると仮定す

る.すなわち,ある c_{1}, c_{2} > 0 が存在して, c_{1} \leq $\rho$_{n}(x) \leq  c_{2}, \forall x \in \overline{ $\Omega$}, \forall n \in N. さらに,

\{$\rho$_{n}\} が  $\rho$\in C^{1}(\overline{ $\Omega$}) に C^{1} ‐位相で収束すると仮定する. $\rho$_{n} に対するー \nabla\cdot($\rho$_{n}\nabla)v= $\lambda$($\rho$_{n})v
の第一固有対を ($\lambda$_{n}, u_{n}) とする.このとき,任意の  p\in [2, \infty ) に対して,  n\rightarrow\infty で \{u_{n}\}
は  $\rho$ に対応する固有関数  u に W^{1,p}‐強収束する.

Proof. u_{n}, u を主張のものとして, \Vert u_{n}-u\Vert_{W^{1,p}} を評価する. A_{ $\rho$}u := -\nabla. ( $\rho$\nabla u)
が \overline{ $\Omega$} 上一様楕円型なので, u\in W^{2,p}( $\Omega$) に対してアプリオリ評価 \Vert u\Vert_{W^{2,p}} \leq C\Vert Au\Vert_{L^{p}} が

成立する ([10]). また, u_{n}, u は $\rho$_{n},  $\rho$ に対応する固有関数なので,差を取る事で次が  $\Omega$ の

ほとんど至る所で成立する :

-\nabla($\rho$_{n}\nabla)(u_{n}-u)=-\nabla( $\rho-\rho$_{n})\nabla u+$\lambda$_{n}u_{n}- $\lambda$ u.

ここで、  $\lambda$ =  $\lambda$( $\rho$) は  $\rho$ に対応する固有値である。よって,アプリオリ評価から \Vert u_{n} -

u\Vert_{W^{2,p}} \leq C\Vert A_{n}(u_{n}-u)\Vert_{Lp} , さらに上式と補間不等式等を用いる事で次が成立する ($\rho$_{n},  $\rho$\in

 C^{1}(\overline{ $\Omega$}) である事に注意せよ) :

\Vert u_{n}-u\Vert_{W^{1,p}} \leq C^{0}\Vert A_{n}(u_{n}-u)\Vert_{L^{p}}

\leq C^{00}(\Vert$\rho$_{n}- $\rho$\Vert_{\infty}\Vert\triangle u\Vert_{L^{p}}+\Vert\nabla($\rho$_{n}- $\rho$)\Vert_{\infty}\Vert\nabla u\Vert_{L^{p}}+|$\lambda$_{n}- $\lambda$|\Vert u_{n}\Vert_{L^{p}}+ $\lambda$\Vert u_{n}-u\Vert_{L^{p}}) .

最右辺の第1項,第2項は仮定より  n\rightarrow\infty の時に  0 に収束する.第3項は,定理2.13の
証明と同様にして,  n\rightarrow\infty の時に  0 に収束する.第4項は,ソボレフの埋め込み定理 (命
題2.9) により  p\in [2, p_{1}] , p1 := (1/2-1/n)^{-1} のとき H^{1}( $\Omega$) \mapsto L^{p}( $\Omega$) が連続になるの

で,系2.6と併せて  $\lambda$\Vert u_{n}-u\Vert_{L^{p}} \leq C^{000}\Vert u_{n}-u\Vert_{H^{1}} という評価が成立する.そして u_{n} が u

に H^{1} ‐強収束する事が定理2.14の証明と同様にして成立するので,まとめると  p\in [2, p1]
に対して \Vert u_{n}-u\Vert_{W^{1,p}} \rightarrow 0 となる.

次に, p\geq p_{1} として同様の評価をする.すると,  p\in [p_{1}, p_{2}] , p2 :=(1/p_{1}-1/n)^{-1} の

とき埋め込み W^{1,p_{1}}( $\Omega$) \mapsto L^{p}( $\Omega$) が連続となるので,  $\lambda$\Vert u_{n}-u\Vert_{L^{p}} \leq  C^{00-}\Vert u_{n}-u\Vert_{W^{1,p_{1}}}
という評価式が成立し,先の W^{1,p_{1}} ‐強収束性を用いる事で,任意の p \in [2, p_{2} ] に対して

\Vert u_{n}-u\Vert_{W^{1,p}} \rightarrow 0 が  n\rightarrow\infty の時に成立する.

この操作を繰り返す.  j 回目の操作の時,pj :=(1/p_{j-1}-1/n)^{-1} と定義する事で, u_{n}

が u に  p\in [  2, pj] の範囲で W^{1,p}‐強収束する事が示せる.点列 \{pj\}_{j\geq 1} は単調増大で,強
収束性が成り立つ p は任意の  p<\infty まで上げる事ができる.よって,主張が示された. \square 

固有値問題 (1.3) の場合は,  $\sigma$\in L^{\infty}( $\Omega$) の汎弱位相で同様の主張が成り立つ.証明の

ための評価式が異なるので,改めて以下で示す.

定理2.19. L^{\infty}( $\Omega$) 内の点列 \{$\sigma$_{n}\} が上下に正の数で一様におさえられると仮定す

る.すなわち,ある c_{1}, c_{2} > 0 が存在して, c_{1} \leq $\sigma$_{n}(x) \leq  c_{2} ,
a.e. X \in  $\Omega$, \forall n \in N. さらに,

\{$\sigma$_{n}\} が  $\rho$ \in  L^{\infty}( $\Omega$) に汎弱収束すると仮定する. $\sigma$_{n} に対する ー \triangle u =  $\mu$($\sigma$_{n})$\sigma$_{n}u の第一固

有対を ($\mu$_{n}, u_{n}) とする.このとき任意の p \in [2, \infty ) に対して,  n \rightarrow \infty で \{u_{n}\} は  $\sigma$ に対

応する固有関数  u に W^{1},p_{-}強収束する.
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Proof. u_{n}, u を主張のものとして, \Vert u_{n}-u\Vert_{W^{1,p}} を評価する. u \in  W^{2,p}( $\Omega$) に対し

てアプリオリ評価 \Vert u\Vert_{W^{2,p}} \leq  C\Vert\triangle u\Vert_{L^{p}} が成立する ([10]). また, u_{n}, u は $\sigma$_{n},  $\sigma$ に対応す

る固有関数なので,差を取る事で次が  $\Omega$ のほとんど至る所で成立する :

-\triangle(u_{n}-u)=$\mu$_{n}$\sigma$_{n}u_{n}- $\mu \sigma$ u.

ここで、  $\mu$ =  $\mu$( $\sigma$) は  $\sigma$ に対応する固有値である。よって,アプリオリ評価から \Vert u_{n} -

u\Vert_{W^{2,p}} \leq C\Vert\triangle(u_{n}-u)\Vert_{L^{p}} , さらに上式と補間不等式等を用いる事で次が成立する :

\Vert u_{n}-u\Vert_{W^{1,p}} \leq C^{0}\Vert\triangle(u_{n}-u)\Vert_{L^{p}}

(2.4) \leq C^{00}(|$\mu$_{n}- $\mu$|\Vert$\sigma$_{n}\Vert_{\infty}\Vert u_{n}\Vert_{L^{p}}+ $\mu$\Vert$\sigma$_{n}\Vert_{\infty}\Vert u_{n}-u\Vert_{L^{p}}+ $\mu$\Vert($\sigma$_{n}- $\sigma$)u\Vert_{L^{p}}) .

(2.4) 最右辺の第1項,第2項について.ソボレフの埋め込み定理 (命題2.9) により

 p\in [2, p_{1}] , p1 :=(1/2-1/n)^{-1} のとき H^{1}( $\Omega$)\mapsto L^{p}( $\Omega$) が連続になるので,系2.6, $\sigma$_{n} の

仮定と併せて

C^{00}(|$\mu$_{n}- $\mu$|\Vert$\sigma$_{n}\Vert_{\infty}\Vert u_{n}\Vert_{Lp}+ $\mu$\Vert$\sigma$_{n}\Vert_{\infty}\Vert u_{n}-u\Vert_{Lp}) \leq C^{000}c_{2}(\Vert u_{n}\Vert_{H^{1}}|$\mu$_{n}- $\mu$|+\Vert u_{n}-u\Vert_{H^{1}})

という評価が成立する.そして u_{n} が u に H^{1} ‐強収束する事が定理2.14により成立する.

また, \Vert u_{n}\Vert_{H^{1}} は \Vert u\Vert_{H^{1}} に収束し,これは有界である.よって,  n\rightarrow\infty とすると (2.4) 最右

辺の第1項,第2項は  0 に収束する.

第3項について. \Vert($\sigma$_{n}- $\sigma$)u\Vert_{L^{p}} を次のように評価する :

\Vert($\sigma$_{n}- $\sigma$)u\Vert_{L^{p}} = (\displaystyle \int_{ $\Omega$}|$\sigma$_{n}- $\sigma$|^{p}|u|^{p}dx)^{1/p}= (\displaystyle \int_{ $\Omega$}|$\sigma$_{n}- $\sigma$||$\sigma$_{n}- $\sigma$|^{p-1}|u|^{p}dx)^{1/p}
\leq (2c_{2})^{\frac{p-1}{p}}\Vert u\Vert_{\infty} (\displaystyle \int_{ $\Omega$}($\sigma$_{n}- $\sigma$)$\chi$_{\{$\sigma$_{n}(x)- $\sigma$(x)\geq 0\}}dx+\int_{ $\Omega$}($\sigma$_{n}- $\sigma$)$\chi$_{\{$\sigma$_{n}(x)- $\sigma$(x)<0\}}dx)^{1/p} :

 $\Omega$ が有界なので,任意の特性関数  $\chi$_{A} (A\subset  $\Omega$) は L^{1}( $\Omega$) の元である.よって,汎弱収束の
定義により,これは  n\rightarrow \infty とすると  0 に収束する.まとめると,(2.4) により  p\in [2, p1]
の時に \Vert u_{n}-u\Vert_{W^{1,p}} \rightarrow 0 となる.以下,定理2.18の証明と同様にこの議論を繰り返すこ
とで,任意の  p\in [2, \infty ) に対して主張が従う. \square 

§ 2.5. 最小化解の存在

前節で F( $\rho$) =$\lambda$_{1}( $\rho$) が L^{\infty}( $\Omega$) 上汎弱連続である事を確かめたが,最小化元が \mathcal{K} で

存在する事を示すために,最小化を考える集合 \mathcal{K} の位相的性質を調べる.

[6], [4] 等で述べられているように、 \mathcal{K} は L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱閉ではない事が知られてい

る。よって、最小化解の存在を示すために \mathcal{K} の替わりに以下の集合を考える :

(2.5) \mathcal{K}^{*} := {  $\rho$\in L^{\infty}( $\Omega$) | 1\leq $\rho$(x) \leq c a.e. on  $\Omega$, \displaystyle \int_{ $\Omega$} $\rho$ dx=(cm_{0}+(1-m_{0}))| $\Omega$| }.
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補題2.20 (cf. [4] Proposition 2.2). \mathcal{K}^{*} は \mathcal{K} の L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱閉包である。さら

に、 \mathcal{K}^{*} は L^{\infty}( $\Omega$) 内凸で、汎弱点列コンパクトである。

定理2.21. 問題1について  $\rho$ \in \mathcal{K} を拘束条件として考えるとき, $\rho$^{*} \in \mathcal{K}^{*} で,

 $\lambda$($\rho$^{*})=\displaystyle \inf_{ $\rho$\in \mathcal{K}}* $\lambda$( $\rho$)=:$\lambda$_{\inf} となるものが存在する.さらに、 \displaystyle \inf_{ $\rho$\in \mathcal{K}} $\lambda$( $\rho$)=\inf_{ $\rho$\in \mathcal{K}}* $\lambda$( $\rho$)
である。

この主張は境界条件に依存しない事に注意せよ.

Proof. \{$\rho$_{n}\}\subset \mathcal{K} を F の最小化列とすると, L^{\infty}( $\Omega$) 内で汎弱収束部分列をもつ.そ

の極限を $\rho$^{*} とする.補題2.20により \mathcal{K}^{*} は L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱閉となるので, $\rho$^{*} \in \mathcal{K}^{*} である.

固有値を対応させる F は定理2.13により L^{\infty}( $\Omega$) 上汎弱連続であるので, \{$\rho$_{n}\} が最小化

列である事から

F($\rho$^{*})=\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}F($\rho$_{n}) \leq F( $\rho$)
が任意の  $\rho$ \in \mathcal{K}^{*} に対して成り立つ.よって $\rho$^{*} が最小化解である.最後の主張は [3] の

Proposition 2.3の議論より従う。 \square 

固有値の  $\rho$‐単調性 (系2.6) により,この下限が正値有限確定なのは明らかである.こ
の最小化解の存在の議論は (1.3) にも,より一般化した -\nabla. ( $\rho$(x)\nabla u) =  $\lambda \sigma$ u にも ( $\rho$,  $\sigma$

を考える集合が補題2.20で表すような性質を満たす限り)適用できる.

注意2.22. 上記の主張は \mathcal{K} の中で  $\lambda$( $\rho$) の最小化元を取れる事を意味していない。

[4] では (1.3) について、 $\rho$^{*} を対応する固有値問題の固有関数 u^{*} のレベルセッ トを使って

特徴づけており、それにより最終的に $\rho$^{*} \in \mathcal{K} である事を結論づけているが、そのために

は領域  $\Omega$ の境界 \partial $\Omega$ の充分な滑らかさと  u の正則性が必要である。

§ 3. 粘性近似問題

前節までの準備のもと,粘性近似問題 (1.6) を考察する.本節では  $\epsilon$>0 を固定し,簡
単のため  $\Omega$ は  C^{2} 級の境界を持つと仮定する.(1.6) は放物型発展方程式の形をしている

ので,その局所解の存在を見るには,  A $\phi$=- $\epsilon$\triangle $\phi$ で定義される作用素  A が適当な関数空

間の上でセクトリアル作用素 ([22] では“角域”作用素と訳されている) となる事を示し,非
線型項

f_{ $\epsilon$}(t, x,  $\phi$)=-\displaystyle \{v_{0}(t, x)+v( $\phi$(t, \cdot))\}\frac{|\nabla $\phi$(t,x)|^{2}}{\sqrt{|\nabla $\phi$(t,x)|^{2}+ $\epsilon$}}
の性質を考察すれば放物型発展方程式の一般論 (例えば [22]) に帰着できる.

定義3.1 (セクトリアル作用素.e.g. [11], [22]). Banach空間 X上の線型作用素
A : X\rightarrow X は次を満たす時,セクトリアル作用素であるという :

1. A はX内で稠密な定義域を持つ閉作用素である.
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2. ある a\in \mathbb{R} と  w\in (0,  $\pi$] が存在して,次を満たす :

 $\sigma$(A) \subset$\Sigma$_{w} :=\{ $\lambda$\in \mathbb{C}| |\arg( $\lambda$-a)| <w\}.

この $\Sigma$_{w} を A のセクターと呼ぶ.

3. A のレゾルベントに対しては,ある定数  M\geq  1 が存在して次の評価式を満たす :

\displaystyle \Vert( $\lambda$-A)^{-1}\Vert \leq \frac{M}{| $\lambda$-a|}, \forall $\lambda$\not\in$\Sigma$_{w}.
セクトリアル作用素の詳細な性質は [11] , [22] などを参照せよ.ここで,線型作用素 A

に関しては一般に次が知られている.

命題3.2 ([22] : 定理3.21など).  $\Omega$ \subset \mathbb{R}^{n} を C^{2} 境界を持つ有界領域とし,  $\epsilon$ > 0

とする.この時,任意の  p\in (1, \infty) に対し, Au:=- $\epsilon$\triangle u は

D(A) := { u\in W^{2,p}( $\Omega$) | \displaystyle \frac{\partial u}{\partial n} =0 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$ }
を定義域とする  L^{p}( $\Omega$) 上のセクトリアル作用素となる.ただし, n は \partial $\Omega$ の外向き単位法線

ベクトルである.さらに,  X=L^{p}( $\Omega$) に対する A の分数ベキ空間 X^{ $\alpha$} :=D((- $\epsilon$\triangle)^{ $\alpha$}) (0\leq
 $\alpha$< 1) は次で与えられる :

(3.1) X^{ $\alpha$}= \left\{\begin{array}{ll}
W^{2 $\alpha$,p}( $\Omega$) & 0\leq $\alpha$< \frac{p+1}{2p}\\
W_{N}^{2 $\alpha$,p}( $\Omega$) & \frac{p+1}{2p} < $\alpha$\leq 1 ^{\cdot}
\end{array}\right.
ここで, W^{ $\theta$,p}( $\Omega$) , W_{N}^{ $\theta$,p}( $\Omega$) ( $\theta$\geq 0) は次で定義される Banach空間である : W^{ $\theta$,p}(\mathbb{R}^{n}) を

フーリエ変換 \mathcal{F} を用いて定義される非整数階Sobolev空間

W^{ $\theta$,p}(\mathbb{R}^{n}) :=\{u\in S(\mathbb{R}^{n})^{0} |\mathcal{F}^{-1}[(1+| $\xi$|^{2})^{s/2}\mathcal{F}u] \in L^{p}(\mathbb{R}^{n})\},
S(\mathbb{R}^{n})^{0} は \mathbb{R}^{n} 上緩増加超関数の成す空間

として,

W^{ $\theta$,p}( $\Omega$) := { U\in L^{p}( $\Omega$) | U|_{ $\Omega$}=u a.e. in  $\Omega$ for some  u\in W^{ $\theta$,p}( $\Omega$) },

W_{N}^{ $\theta$,p}( $\Omega$) := { U\in W^{ $\theta$,p}( $\Omega$) | \displaystyle \frac{\partial U}{\partial n} =0 on \partial $\Omega$ },  $\theta$> \displaystyle \frac{3}{2}.
これにより,(1.6) は放物型発展方程式の枠組みに乗る.

注意3 \cdot 3. Hamilton‐Jacobi 型方程式 (1.4) と異なり,(1.6) は2階の微分方程式で

ある.  $\Omega$ を有界領域としているので,可解性の議論のためには \partial $\Omega$ 上に境界条件を課す必

要がある.ここで,エネルギー汎関数  L は  $\Omega$ の外の影響を受けない自由エネルギーのよう

なものとみなせる.よって,  $\phi$ の時間発展が外場の影響を受けない事を考慮に入れるなら

ば,斉次ノイマン境界条件を課すのが自然と考えられる.
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解の存在を示すためには,抽象的放物型発展方程式に関する以下の2つの命題を用
いる :

命題3.4 (一意局所解の存在,e.g. [11], [22]). XをBanach空間,  0\leq $\alpha$< 1 とし,
A を定義域 (3.2) を有する X上セクトリアル作用素とする. U\subset \mathbb{R}\times X^{ $\alpha$} を開集合とし,
f : U\rightarrow X を f(t, u) が t について局所Hölder連続, u について局所Lipschitz連続である
写像とする.この時,任意の (t_{0}, u_{0}) \in U に対し,正の数 T=T(t_{0}, u_{0}) >0 で,初期値問題

du
(3.2) =-Au+f(t, u) , t>t_{0},\overline{dt}

(3.3) u(t_{0})=u_{0}

が時刻 [t_{0}, t_{0}+T) において一意解を持つものが存在する.さらに,この一意解は u_{0} に

((t_{0}, u_{0}) \in  U となる範囲で) 連続的に依存する.すなわち,この初期値問題は X^{ $\alpha$} 上で局

所適切である.解 u の属するクラスに関しては,例えば [22] の5章を参照せよ.

命題3.5 (解の延長,e.g. [11], [22]). A, f を定理3.4のものとし,さらに任意の有
界閉集合 B \subset  U に対して, f(B) がX内有界集合となるものと仮定する. u を初期値問

題 (3.2)-(3.3) の (t_{0}, t_{1}) 上の解とし, t_{1} を u の最大存在時刻,即ち任意の t_{2} > t_{1} に対し

(3.2)-(3.3) の (t_{0}, t_{2}) 上の解が存在しないものとする.この時, t_{1} = +\infty か,単調増大列
 t_{n}\rightarrow t_{1}-0 で,  n\rightarrow\infty のとき (t_{n}, u(t_{n}))\rightarrow\partial U となるものが取れるかのどちらかである.

とくに,ある  $\tau$<t_{0} と ( $\tau$, \infty) 上正値有界連続関数 K(t) に対して U=( $\tau$, \infty) \times X^{ $\alpha$},

f がすべての (t, u) \in  U に対して \Vert f(t, u)\Vert_{X} \leq  K(t)(1+\Vert u\Vert_{X^{ $\alpha$}}) となるならば,任意の
u_{0}\in X^{ $\alpha$} に対し,初期値問題 (3.2)-(3.3) の解は任意の t\geq t_{0} で一意に存在する.

これにより, f_{ $\epsilon$} のLipschitz性と,適当な関数空間における有界性を示せば (1.6) は大

域的適切となる.まずはLagrange未定乗数 v について議論し, f_{ $\epsilon$} の性質について (1.1) と

(1.3) の場合を個別に議論する.

§3.1. Lagrange未定乗数の有限確定性

(1)  $\iota$によるLagrange未定乗数  v は,ゼロレベルセット $\phi$^{-1}(0) の上の“積分”で定義さ

れるが,そもそもこの積分が意味のあるものとして考える事ができるかを論じる必要があ
る.  $\phi$ が充分滑らかな,いい性質を持つ関数であれば以下の事実により  v の定義は意味を

持つ.

補題3.6.  $\Omega$\subset \mathbb{R}^{n} を有界領域とし,  $\phi$\in C^{k}( $\Omega$) (k\geq 1) とする.さらに, 0\in \mathbb{R} が

 $\phi$ の正則値であると仮定する.このとき,  $\phi$^{-1}(0) は  $\Omega$ の  n-1 次元 C^{k} ‐部分多様体である.

補題3.6の仮定の下では, \mathbb{R}^{n} の標準計量から $\phi$^{-1}(0) の上に誘導される計量を定義で

き, $\phi$^{-1}(0) 上の“積分”が意味を持つ.しかし (1.4), (1.6) 双方において, $\phi$^{-1}(0) に通常の

意味で微分不可能な点がある場合,あるいは 0\in \mathbb{R} が  $\phi$ の臨界値である場合はRiemann
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計量に由来する測度を定義できず,  v を定義できない.そこで,より一般の集合の境界の“
面積”を定義するため,次を考える.この議論は [19] や[16] に準ずるものである :

M(u) :=\displaystyle \int_{ $\Omega$}|\nabla u| :=\sup_{g\in C_{0}^{1}( $\Omega$),|g|\leq 1}\int_{ $\Omega$}u(x)(\nabla\cdot g(x))dx, u\in L^{1}( $\Omega$) ,

\displaystyle \mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{ $\Omega$}A:=M($\chi$_{A})=\sup_{g\in C_{0}^{1}( $\Omega$),|g|\leq 1}\int_{A}(\nabla\cdot g(x))dx.
$\chi$_{A} は可測集合  A\subset  $\Omega$ の特性関数である.  A の境界が滑らかならば, \mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{ $\Omega$}A は  $\Omega$ の内部

に含まれる  A の境界の面積 ( \partial A\cap $\Omega$ の  n-1 次元Hausdorff測度) に他ならない. BV( $\Omega$)
を  $\Omega$ 上有界変動関数全体の集合とする.  BV( $\Omega$) は次をノルムとするBanach空間である :

\Vert u\Vert_{BV( $\Omega$)} := \Vert u\Vert_{L^{1}( $\Omega$)}+M(u) , u\in L^{1}( $\Omega$) .

これを使って, v を L^{1}( $\Omega$) から \mathbb{R} への関数として次で再定義する :

v( $\phi$) := \left\{\begin{array}{ll}
-\int_{ $\Omega$}v_{0}(x)|\nabla$\chi$_{ $\phi$(x)>0}|/M($\chi$_{ $\phi$(x)>0}) &  $\phi$\in BV( $\Omega$) , \int_{ $\phi$(x)>0}dx=m_{0}| $\Omega$|\\
-\infty & \text{それ以外}
\end{array}\right.
ペナルティ +\infty をつけて,  L^{1}( $\Omega$) 全体で定義できるようにした.

これにより,  $\phi$ が有界変動であるならば \mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{ $\Omega$}\{ $\phi$(x) > 0\} が有限値となり,定義によ
り \mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{ $\Omega$}\{ $\phi$(x) >0\} は BV( $\Omega$) 内で連続関数である.よって,直ちに次が従う :

命題3.7. v_{0} =v_{0}(x) が \overline{ $\Omega$} 上で有界関数であると仮定する.この時,(3.1) で定義

される v : L^{1}( $\Omega$) \rightarrow \mathbb{R} は,  $\phi$\in BV( $\Omega$) について有界である.とくに,  $\phi$\in  C^{1}(\overline{ $\Omega$}) で 0\in \mathbb{R}

が  $\phi$ の正則値であるならば,(1) の定義が意味を持ち,(3.1) の  v と一致する.

v_{0} の有界性に関しては,次節以降で論じる.

§ 3.2. 固有値問題 (1.3) に対する粘性近似問題の大域適切性

放物型発展方程式 (1.6) の解の適切性を示すために,非線型項 f_{ $\epsilon$} の局所Lipschitz性

と有界性を考察する.まずは,固有値問題 (1.3) に対する発展方程式 (1.6) を考える.(1.3)
に関する議論は (1.1) に関するそれより容易であり,本節で議論するアイデアを (1.1) に対

して併用する必要があるからである.

さて,(1.5) で定義される v_{0}=v_{0}^{ $\sigma$} は固有関数 u に,よって  $\phi$ にも依存している事に注

意する.定理2.19により,固有関数  u=u_{ $\sigma$} は

 $\sigma$_{n}\rightarrow $\sigma$ (  L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱収束) \Rightarrow \Vert u_{n}-u\Vert_{W^{1,p}} \rightarrow 0,  p\in [2, \infty )

を満たす.  u_{ $\sigma$} は \overline{ $\Omega$} 上Hölder連続なので, u_{ $\sigma$} は \overline{ $\Omega$} 上で最大値を取る. u を  $\phi$ の関数とす

ると,  u は高々 L^{\infty}( $\Omega$) 内の部分集合 \mathcal{K} の元に依存して決まる.ここで \mathcal{K} は以下で定義さ

れる集合である事を思い出そう :

\mathcal{K}= {  $\sigma$\in L^{\infty}( $\Omega$) | $\sigma$=1 or c a.e. in  $\Omega$, \displaystyle \int_{ $\Omega$} $\sigma$= [(1-m_{0})+(c-1)m_{0}]| $\Omega$| }.
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このとき,実数の族 \displaystyle \{\sup_{x\in $\Omega$}|u_{ $\sigma$}(x)|\}_{ $\sigma$\in \mathcal{K}} は一様有界になる事が期待される.まずはこの

点を議論する.ただし、 \mathcal{K} は L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱点列コンパクトではないので、替わりに (2.5)
で定義した \mathcal{K}^{*} を考え、以下の主張について議論する。

主張3.8. \displaystyle \{\sup_{x\in $\Omega$}|u_{ $\sigma$}(x)|\}_{ $\sigma$\in \mathcal{K}^{*}} は有限な最大値を持つ.

いま,写像 I : L^{\infty}( $\Omega$) \rightarrow \mathbb{R} を次で定義する :

I( $\sigma$) :=\displaystyle \sup_{x\in $\Omega$}|u_{ $\sigma$}(x)|,
u=u_{ $\sigma$} は次の固有値問題の第一固有関数で, \displaystyle \int_{ $\Omega$} $\sigma$ u^{2}=1 を満たすもの : -\triangle u= $\lambda \sigma$ u.

u_{ $\sigma$} は \overline{ $\Omega$} 上Hölder連続となるので, I の定義は意味を持つ.さて,Banach‐Alaoglu の定理

により, L^{1}( $\Omega$) の共役空間としての L^{\infty}( $\Omega$) 内の単位閉球は汎弱コンパクトになる. \mathcal{K} は

明らかに汎弱有界なので,とくに汎弱コンパクトである.よって, I が汎弱連続であれば

\displaystyle \{\sup_{x\in $\Omega$}|u_{ $\sigma$}(x)|\}_{ $\sigma$\in \mathcal{K}^{*}} が有限な最大値を持つ事が示せる.

命題3.9. I は (L^{\infty}( $\Omega$), w^{*}) 上連続 (すなわち, L^{\infty}( $\Omega$) 上汎弱連続) である.

Proof.

p を p>n を満たすように選ぶと,

|I($\sigma$_{1})-I($\sigma$_{2})| = |\Vert u_{$\sigma$_{1}}\Vert_{\infty}-\Vert u_{$\sigma$_{2}}\Vert_{\infty}| \leq \Vert u_{$\sigma$_{1}} -u_{$\sigma$_{2}}\Vert_{\infty} \leq C\Vert u_{$\sigma$_{1}} -u_{$\sigma$_{2}}\Vert_{W^{1,p}( $\Omega$)}

が成立する.最後の不等式は埋め込み W^{1,p}( $\Omega$) \mapsto C^{0, $\sigma$}(\overline{ $\Omega$}) (p>n, 0< $\sigma$< 1) の連続性

を用いた.定理2.19より u=u_{ $\sigma$} は L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱位相に対して W^{1,p}‐強連続となるので,
主張が従う. \square 

これにより,汎関数 I は L^{\infty}( $\Omega$) 内汎弱位相に対するコンパクト集合 \mathcal{K}^{*} 上の連続関

数となる事がわかつたので,直ちに次が示される :

系3.10. I は \mathcal{K}^{*} 上で最大値 C_{\mathcal{K}^{*}} を持つ.

以上より主張3.8が従う.とくに,(1.5) で定義される v_{0}(x) の \mathcal{K}^{*} 上 L^{\infty} ‐一様有界性

が示された.

次に, v( $\phi$) を調べる.上記の議論により,次が成り立つ事が期待される :

|v( $\phi$)| \leq \displaystyle \frac{|\int_{ $\Omega$}v_{0}(x)|\nabla$\chi$_{ $\phi$(x)>0}|dx|}{|\int_{ $\Omega$}|\nabla$\chi$_{ $\phi$(x)>0}|dx|} \displaystyle \leq \mathrm{m}\mathrm{a}_{\frac{\mathrm{x}}{ $\Omega$}}x\in|v_{0}(x)|\frac{\int_{ $\Omega$}|\nabla$\chi$_{ $\phi$(x)>0}|dx}{\int_{ $\Omega$}|\nabla$\chi$_{ $\phi$(x)>0}|dx} \displaystyle \leq\sup_{ $\sigma$\in \mathcal{K}}I( $\sigma$)=C_{\mathcal{K}^{*}} <\infty.

最後に系3.10を使った.しかし,この不等式が成り立つには積分 \displaystyle \int_{ $\Omega$}|\nabla$\chi$_{ $\phi$(x)>0}|dx が有限

確定でなければならないが,  $\phi$ が  BV( $\Omega$) の元である限り v は常にwell‐defined であり,上
に有界である.
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以上より,

(3.4) \displaystyle \Vert f_{ $\epsilon$}( $\phi$)\Vert_{Lp} = \Vert(\frac{ $\mu$(c-1)}{\int_{ $\Omega$} $\sigma$ u^{2}}u^{2}+v( $\phi$)) |\nabla $\phi$(x)|\Vert_{L^{p}} \leq c_{1}c\mathrm{K}*\Vert\nabla $\phi$\Vert_{Lp}
となり, f_{ $\epsilon$} は W^{1,p}( $\Omega$) 上大域的Lipschitz連続となる.さらに, B_{X}(R) := \{u \in  X |

\Vert u\Vert_{X} \leq R\} をBanach空間 X内の半径 R の閉球とすると,(3.4) は任意の R>0 に対し,
f_{ $\epsilon$}(B_{W^{1,p}}(\mathrm{R})) が有界集合となる事を意味する.よって,命題3.4と3.5により,以下の定
理が示される :

定理3.11 ((1.3) に対する (1.6) の大域適切性).  $\Omega$ \subset \mathbb{R}^{n} を C^{k} 級 (k \geq 1) 境界を

もつ有界領域, p>n,  $\alpha$\in [1/2 , 1) とする.この時,初期値境界値問題 (1.6) は X=L^{p}( $\Omega$)
を基礎空間とする X^{ $\alpha$} において大域的適切である.すなわち,(1.6) は X^{ $\alpha$} 上の global
sem flow を生成する.

有界変動関数に関して,容易に W^{1,p}( $\Omega$)\subset BV( $\Omega$) が任意の  p\in [1, \infty] に対して従う

ので,分数べき指数  $\alpha$ は1/2以上で充分である.
以上により,固有値問題 (1.3) に対する最適化問題について,我々の考察すべきHamilton‐

Jacobi型方程式 (1.4) の然るべき粘性近似は任意の  $\epsilon$>0 に対して時間大域的に解く事が

できる.

§ 3.3. 固有値問題 (1.1) に対する粘性近似問題の大域適切性

次に,固有値問題 (1.1) に対する粘性近似問題の適切性を論じる.(1.3) の場合と異な

り, v_{0} を定義する u は固有値問題 -\nabla( $\rho$\nabla u) = $\lambda$ u の固有関数であり, u の正則性は非常

に限られたものしか保証されない.よって (1.6) における v_{0}, v を,  $\rho$ も  C^{1} となるように

近似した次の v_{ $\epsilon$}, v_{ $\epsilon$} に置き換え,粘性近似問題を再定義する :

v_{ $\epsilon$}(x)=v_{ $\epsilon$}^{ $\rho$}(x) := \displaystyle \frac{c-1}{\int_{ $\Omega$}|u_{ $\phi$}^{ $\epsilon$}|^{2}dx}|\nabla u_{ $\phi$}^{ $\epsilon$}(x)|^{2},
v_{ $\epsilon$}( $\phi$) := \left\{\begin{array}{ll}
-\int_{ $\Omega$}v_{ $\epsilon$}(x)|\nabla$\chi$_{ $\phi$(x)>0}|/M($\chi$_{ $\phi$(x)>0}) &  $\phi$\in BV( $\Omega$) , \int_{ $\phi$(x)>0}dx=m_{0}| $\Omega$|\\
-\infty & \text{それ以外}
\end{array}\right.

ここで, u_{ $\phi$}^{ $\epsilon$} は $\rho$_{ $\epsilon$} を (2.3) で定義したときの固有値問題 -\nabla\cdot($\rho$_{ $\epsilon$}\nabla u)= $\lambda$ u の第一固有関数

である.これを用いて,考察する発展方程式 (1.6) を次のように修正する :

(3.5) \displaystyle \frac{\partial $\phi$}{\partial t} = $\epsilon$\triangle $\phi$-\{v_{ $\epsilon$}+v_{ $\epsilon$}( $\phi$)\}\frac{|\nabla $\phi$|^{2}}{\sqrt{|\nabla $\phi$|^{2}+ $\epsilon$}}.
ひとまず, $\rho$_{ $\epsilon$} \in  C^{1}(\overline{ $\Omega$}) であるものとして議論を進める.いま,写像 I^{0} : L^{\infty}( $\Omega$) \rightarrow \mathbb{R}

を次で定義する :

I^{0}( $\rho$) := \Vert\nabla u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{L^{\infty}},

u=u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$} は次の固有値問題の第一固有関数で, \displaystyle \int_{ $\Omega$}u^{2} =1 を満たすもの : -\nabla\cdot($\rho$_{ $\epsilon$}\nabla u)= $\lambda$ u.
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命題3.12. \mathcal{K}^{*} を (2.5) で定義する。任意の  $\rho$ \in \mathcal{K}^{*} に対し,(2.3) で定義した $\rho$_{ $\epsilon$}

が C^{1}(\overline{ $\Omega$}) に属すると仮定する.仮定2.1と p > n (n \in \mathbb{N},p \in \mathbb{R}) のもと,ある定数

C^{0}=C_{\mathcal{K}^{*}}'( $\Omega$, n,p, c) が存在して, \displaystyle \sup_{ $\rho$\in \mathcal{K}}*I^{0}( $\rho$) \leq C^{0}<\infty.

ここで,  $\rho$ に対して  $\rho$_{ $\epsilon$} が(2.3) によりただ1つに決まっている事に注意しよう.

Proof. $\rho$_{ $\epsilon$} \in  C^{1}(\overline{ $\Omega$}) なので,楕円型偏微分方程式の一般論より -\nabla($\rho$_{ $\epsilon$}\nabla u) =  $\lambda$ u は

一意解 u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\in W^{2,p}( $\Omega$)\cap W_{0}^{1,p}( $\Omega$) をもち, \Vert u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{W^{2,p}} \leq C$\lambda$_{1}($\rho$_{ $\epsilon$})\Vert u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{p} なる評価がなりたつ.

さて, p > n なのでSobolev埋め込みにより,ある定数 C_{0} = C_{0}( $\Omega$, n,p) > 0 を使って

\Vert\nabla u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{\infty} \leq C\Vert u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{W^{2,p}( $\Omega$)} となる.まとめると,

\Vert\nabla u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{\infty} \leq CC_{0}$\lambda$_{1}($\rho$_{ $\epsilon$})\Vert u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{p}\leq CC_{0}$\lambda$_{1}($\rho$_{ $\epsilon$})| $\Omega$|^{1/p}\Vert u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{\infty}.

ここで,右辺は \Vert u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{\infty} の定数倍であり,( $\rho$_{ $\epsilon$}\in C^{1}(\overline{ $\Omega$}) なので ! )定理2.18に命題3.9と同
様の議論をあわせて,ある定数 C_{\mathcal{K}^{*}} >0 が存在して, \Vert u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{\infty} \leq C_{\mathcal{K}^{*}} が全ての  $\rho$\in \mathcal{K}^{*} に対

して成立する事がわかる.以上より結論が従う. \square 

これにより, $\rho$_{ $\epsilon$} \in C^{1}(\overline{ $\Omega$}) のもと, \{\Vert\nabla u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}\Vert_{\infty}\}_{ $\rho$\in \mathcal{K}^{*}} が一様有界となる事がわかる.

さて,ここから (3.5) の非線型項 f_{ $\epsilon$} の評価をしていくが,命題3.12の仮定を正当化
するために,基礎空間の取り方に気をつけなければならない. X=L^{p}( $\Omega$) として,作用素
Au=- $\epsilon$\triangle u を (3.2) を定義域とする線型作用素とする.この時, A は非負値自己共役作用

素となり,その分数べき空間が (3.1) で与えられる.さて,ここで非整数階正則性に対する
Sobolev埋め込みを用いる.命題2.9と注意2.10, さらに (3.1) により,  $\alpha$\in (0,1) として,

2 $\alpha$-n/p> 1 となる時に X^{ $\alpha$} \subset C^{1}(\overline{ $\Omega$}) となる事がわかる.

以下では,次元 n
, 分数べき指数  $\alpha$\in (0,1) と可積分性指数 p> 1 が次を満たすと仮定

する :

(3.6) p>n, 2 $\alpha$-\displaystyle \frac{n}{p} > 1.
この仮定のもとで  $\phi$\in X^{ $\alpha$} とすると,  $\phi$\in C^{1}(\overline{ $\Omega$}) であり,よって $\rho$_{ $\epsilon$} \in C^{1}(\overline{ $\Omega$}) である.次元

の仮定 (3.6) とあわせると,命題3.12が使えて次の不等式が成立する :

|v_{ $\epsilon$}(x)| = |v_{ $\epsilon$}^{ $\rho$}(x)| = \displaystyle \frac{c-1}{\int_{ $\Omega$}u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$ 2}}|\nabla u_{ $\rho$}^{ $\epsilon$}(x)|^{2} \leq (c-1)C_{\mathcal{K}^{*}}^{\prime 2},
|v( $\phi$)| = \displaystyle \frac{|\int_{ $\Omega$}v_{ $\epsilon$}(x)|\nabla$\chi$_{ $\phi$(x)>0}|dx|}{\int_{ $\Omega$}|\nabla$\chi$_{ $\phi$(x)>0}|dx} \leq \mathrm{s}\mathrm{u}_{\frac{\mathrm{p}}{ $\Omega$}}x\in|v_{ $\epsilon$}(x)| \leq (c-1)C\mathrm{K}_{*}^{2},

\Vert f_{ $\epsilon$}( $\phi$)\Vert_{L^{p}} = \Vert(v_{ $\epsilon$}+v( $\phi$))|\nabla $\phi$|\Vert_{L^{p}} \leq 2(c-1)C_{\mathcal{K}^{*}}^{\prime 2}\Vert\nabla $\phi$\Vert_{p}.

特に, f : X^{ $\alpha$} \rightarrow X は大域的Lipschitzな有界写像となる.よって,定理3.4と3.5により,
以下の定理が示される :
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定理3.13 ((1.1) に対する (3.5) の大域適切性).  $\Omega$ \subset \mathbb{R}^{n} を C^{2} 境界をもつ有界領

域, n,  $\alpha$ \in (0,1) , p> 1 は (3.6) を満たす指数であるとする.この時,初期値境界値問題
(3.5) は X=L^{p}( $\Omega$) を基礎空間とする X^{ $\alpha$} において大域的適切である.特に,(3.6) を満た

す  $\alpha$ に対して (3.5) は  X^{ $\alpha$} 上のglobal sem flow を生成する.

指数の仮定 (3.6) の下では,初期値 $\phi$_{0} \in X^{ $\alpha$} をもつ (3.5) の解  $\phi$(t) は任意の t\geq 0 に

対して  $\phi$(t) \in  C^{1}(\overline{ $\Omega$}) となり, $\rho$_{ $\epsilon$} の C^{1} 性やそれに付随する諸議論が全て意味を持つ事が

わかる.

以上により,固有値問題 (1.1) に対する最適化問題についても,我々の考察すべき
Hamilton‐Jacobi 型方程式 (1.4) の然るべき粘性近似は任意の  $\epsilon$>0 に対して時間大域的

に解く事ができる.ただし,初期値問題を考える関数空間 X^{ $\alpha$} が固有値問題 (1.3) の場合

より厳しくなっている.これは f_{ $\epsilon$} のリプシッツ性を保証するために $\rho$_{ $\epsilon$} \in  C^{1}(\overline{ $\Omega$}) である

事,よって  $\phi$\in C^{1}(\overline{ $\Omega$}) である事が必要だからである.

§ 3.4. (1.6) に対する粘性消滅法に向けて

(1.1) と (1.3) 両方の固有値問題において,任意の  $\epsilon$>0 に対してそれぞれ (3.5) および

(1.6) が空間的 C^{1} かつ有界な時間大域解を持つ事が保証された.ここで粘性消滅法 (e.g.
[6]) を適用し,  $\epsilon$\rightarrow 0 の極限としてもとのHamilton‐Jacobi 方程式 (1.4) の時間大域解の

存在を示せる事が期待される.[6] によると,粘性消滅法の適用のためには解の族 \{$\phi$_{ $\epsilon$}\}_{ $\epsilon$>0}
のプレコンパクト性および極限非線型項

(3.7) f(t, x,  $\phi$, \nabla $\phi$)=-\{v_{0}(t, x)+v( $\phi$(t, \cdot))\}|\nabla $\phi$(t, x)|

の連続性を保証する必要がある.最初の問題に関しては,Rellichの定理により埋め込み

W^{2,p}( $\Omega$)\mapsto C^{1, $\tau$}(\overline{ $\Omega$}) , 2-\displaystyle \frac{n}{p} =1+ $\sigma$ with  $\sigma$\in (0,1) ,  0\leq $\tau$< $\sigma$

がコンパクトなので,解の大域有界性より解の族 \{$\phi$_{ $\epsilon$}\}_{ $\epsilon$>0} は C^{1, $\tau$} の位相で  $\epsilon$ に対する収

束部分列を持つ.よって,解の族のプレコンパクト性は成立する.
次に (3.7) の連続性であるが,(1.1) に関しては  v_{0} を定義する固有関数の微分 \nabla u が不

連続なので, v_{0} の空間的連続性は本問題の設定ではもはや望めない.より弱い意味での粘

性消滅法を考察するか,  $\rho$ の仮定そのものを変える必要があるだろう.(1.3) については,固
有関数  u の連続性より v_{0} の連続性は保証される.Lagrange未定乗数 v の定義のためには,
3. 1節で述べたように S の定義関数  $\phi$ の有界変動性が必要である.一般にHamilton‐Jacobi

型の方程式の“解”の有界変動性を保証するには,非線型項  f(t, x, r,p) の r や p に関する

単調性を課す必要がある.ところが我々のHamilton‐Jacobi 型方程式 (1.4) は,体積保存
型拘束条件に由来する非局所的定数 v が原因で, f の r に関する単調性が成立しないため,
良く知られた比較原理の枠組みに乗らない.よって,  $\phi$ の有界変動性が一般に期待できず,
付加的な仮定無しには粘性消滅法が使えない.また,粘性解の理論を組み合わせたレベル
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セット法の数学的議論 ([1]) も,  v_{0} や v が  $\phi$ に依存するためにそのままでは適用できない.

(1.3) を定義する  $\sigma$\in \mathcal{K} が,  $\phi$ の有界変動性を常に保証するクラスに属する条件を加える

事ができれば,粘性消滅法が適用でき,Hamilton‐Jacobi 型方程式の真の解を求める事が

できるであろう.

異なるアプローチとして,de Georgiの  $\Gamma$‐極限によるエネルギー汎関数の最小解の特

徴づけが考えられる.これは  $\epsilon$ に依存するエネルギー汎関数  F_{ $\epsilon$} の  $\epsilon$\rightarrow  0 による (�極限”

をとり,もとのエネルギー汎関数 F= FÓ の最小解を求めるというものである.[19] では

Cahn‐Hilliard 方程式を定義するポテンシャルに対して,  $\Gamma$‐極限による最小解の特徴付け

が論じられており,[16] にも詳しく解説されている.本論文では粘性近似問題 (1.6) に対応

するエネルギー汎関数を定義しておらず,(1.6) をエネルギー勾配流とする汎関数の存在

も非自明であるが,粘性係数  $\epsilon$>0 に依存し, L( $\phi$)=F( $\phi$)+vG( $\phi$) に“近い”エネルギー

がひとたび定義できれば, L を極限とする変分法的議論により最小解の扱いが可能となる

と期待される.

§ 4. 終わりに

本論文では,問題1で表される拘束条件を課した固有値最適化問題をHamilton‐Jacobi
型方程式 (1.4) の漸近解析に帰着させ,適当な粘性近似問題を設定し,その初期値問題の
大域適切性を論じた.エネルギー汎関数が固有値に拘束条件を課したものである場合,3
節における主結果より,体積保存型拘束条件を考慮した我々のHamilton‐Jacobi 型方程式

の粘性近似問題は充分滑らかな初期値に対して時間大域解を一意に持つ事が保証される.

よって,粘性近似問題を数値計算により時間大域的に解く試みは,数学的に正当化される.
次のステップは,粘性消滅法などにより粘性近似問題の解をHamilton‐Jacobi 型方程

式(1.4) の真の解に収束させ,(1.4) の初期値問題の大域適切性を示す事である.しかし拡

散係数  $\rho$ の不連続性や,レベルセットを定める関数  $\phi$ の空間的正則性の損失によるラグラ

ンジュ未定乗数  v の定義など,越えるべき壁は依然として高い.

なお,本論文で扱った粘性近似問題の数値計算による固有値最適化は,[13] において

詳しく論じている.[13] では,第一固有値の最適化元は第一固有関数のレベルセッ トで特

徴づけられ,それは楕円型偏微分作用素の固有値問題に普遍的な性質である事が示唆され
ている.本論文の結果がその数学的正当性を示す一歩になる事を信じて止まない.
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