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概要

We introduce stable k‐rigid objects in a triangulated category, and study their
basic properties. As a main result, we completely determine the structures of stable
2‐rigid objects in a higher cluster tube.

1 Introduction

Buan‐Marsh‐ReinekGReiten‐Todorov ([BMRRT]), Caldero‐Chapoton‐SchiMer ([CCS])
は,クラスター圏とよばれる2‐カラビヤウ三角圏を導入し,そのクラスター傾斜対象を

研究した。また,クラスター傾斜対象とその変異 (mutation) を用いて,Fomin‐Zelevinski
([FZ1, FZ2]) が導入したクラスター多元環の圏化を与えた。以後,クラスター圏とその関
連分野の研究が盛んに行われ,多くの研究結果が得られている (例えば,[\mathrm{R} , BM, \mathrm{I} ] など
を参照)。

こうした研究の中で,Thomas ([\mathrm{T}]) はクラスター圏の (カラビヤウ次元の意味での)

高次元化である m‐クラスター圏 (または,高次元クラスター圏) を導入し,そのクラスター
傾斜対象やクラスター多元環の圏化を研究した。 m‐クラスター圏の定義は次の通りである。
m を正の整数とする。 K を代数的閉体とし,  $\Delta$ を非輪状な有限クイバーとする。  H=K $\Delta$

を  $\Delta$ の  K 上の道多元環とする。 H の有界導来圏を D^{b}(\mathrm{H}) で表す。 D^{b}(H) におけるシフ

トを [1] で表し, D^{b}(H) におけるアウスランダー ライテン移動を  $\tau$ で表す。このとき,
自己同値  $\tau$^{-1}[\mathrm{m}] : D^{b}(H)\rightarrow D^{b}(H) による軌道圏

\mathcal{A}_{m}(H) :=D^{b}(H)/$\tau$^{-1}[m]

が得られる。 \mathcal{A}_{m}(\mathrm{H}) をm‐ クラスター圏 (または,高次元クラスター圏) とよぶ。 m= 1 の
とき, \mathcal{A}_{1}(H) は[BMRRT] におけるクラスター圏に他ならない。 \mathcal{A}_{m} は (m+1)-カラビヤ
ウ三角圏であり,また,常に m‐クラスター傾斜対象をもつことが知られている ([\mathrm{B}, \mathrm{K}, \mathrm{T}]) 。

本稿では,不変 k- リジッド対象とよばれる極大ん‐リジッド対象を導入し,その基本性質

を与える。また,高次元クラスター圏と同様にして定まる高次元クラスターチューブを導
入し,その極大2‐ リジッド対象の構造を詳細に述べる。

2 高次元クラスターチューブ

K を代数的閉体とし, n\geq 2 を整数とする。ランク n のチューブ \mathcal{I}_{n} とは, n 個の頂点
をもつ巡回クイバーの有限次元ベキ零 K‐表現のなす圏を言う。 \mathcal{I}_{n} は遺伝的アーベル圏で

あり,アウスランダーライテン系列をもつことが知られている。また, T_{n} のアウスラン

ダー ライテンクイバー $\Gamma$_{T_{n}} は,ランク n の安定チューブ (stable tube) である。 \mathcal{I}_{n} の有
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界導来圏を \mathcal{D}_{n} で表す。 \mathcal{D}_{n} はクルル シュミット三角圏であり,アウスランダー ライテ

ン三角をもつ ([\mathrm{H}]) 。 \mathcal{D}_{n} におけるシフトを [1] で表し,アウスランダー ライテン移動を
 $\tau$(=$\tau$_{\mathcal{D}_{n}}) で表す。

m を正の整数とする。本稿では,関手の合成 $\tau$^{-1}[m] : \mathcal{D}_{n}\rightarrow \mathcal{D}_{n} によって定まる軌道圏

C_{n,m}:=\mathcal{D}_{n}/$\tau$^{-1}[m]

を考察する。 C_{n,m} を高次元クラスターチューブ (または, m‐クラスターチューブ) とよ

ぶことにする。 m = 1 のとき, C_{n,1} は[BMV] で導入されたクラスターチューブであり,
クラスター傾斜対象をもたない2‐カラビ . ヤウ三角圏であることが示されている。また,

[V, \mathrm{Y}] において,クラスターチューブにおける極大リジッド対象およびその自己準同型環
の構造が調べられている。

 $\pi$ : \mathcal{D}_{n}\rightarrow C_{n,m} を軌道圏についての標準的関手とする。また,簡単のためにユークリッ
ドクイバー \overline{A}_{n-1,1} (n\geq 2) に対する道多元環 K\overline{A}_{n-1,1} を で表す。このとき,軌道圏の
定義から次を得る。

Lemma 2.1. C_{n,m} は m ‐クラスター圏 \mathcal{A}_{m}() の三角充満部分圏であり,  $\pi$ は三角関手
である。

 C_{n,m} における suspension functor を[1] で表すことにする。また,ind \mathcal{I}_{n}[i] , ind C_{n,m} に
よって, T_{n}[i](0\leq i\leq m-1) と C_{n,m} の直既約対象の同型類の集合 (あるいは,その同型
類の完全代表系) をそれぞれ表す。

[BMRRT] と同様な方法,または, C_{n,m} が \mathcal{A}_{m}( のの三角充満部分圏であることから,
容易に次の性質を得る。

Lemma 2.2. (a) C_{n,m} はクルノレシュミット圏であり,  $\pi$ は集合 \displaystyle \bigcup_{i=0}^{m-1}(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}T_{n}[i]) と \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathcal{C}_{n,m}
の間の一対一対応を与える。

(b) C_{n,m} はアウスランダー ライテン三角をもち,それらは \mathcal{D}_{n} におけるアウスランダー
ライテン三角の  $\pi$ による像である。

(c)  D:=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K} K) とする。そうすると,双関手的同型 (bifunctorial isomorphism)

D\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}c_{n,m}(X, Y)\simeq \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}c_{n,m}(Y,  $\tau$ X[1]) (X, Y\in C_{n,m})

が存在する。ここで,  $\tau$(=$\tau$_{C_{n,m}}) は C_{n,m} におけるアウスランダー ライテン移動を
表す。したがって, C_{n,m} は,セール関手  $\tau$[1] をもつ

(d) C_{n,m} において,  $\tau$[1]=[m+1] である。よって, C_{n,m} は (m+1) ‐カラビヤウ三角圏
である。

(セール関手,カラビ ヤウ三角圏の定義についてはSection 3に記す。)

Remark 2.3. (a) 一般に C_{n,m} には, m=1 の場合 ([\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{V}]) と同様, m‐クラスター傾斜
対象が存在しないことが分かる。

(b) C_{n,m} のアウスランダー ライテンクイバー $\Gamma$_{C_{n,m}} は, $\Gamma$_{T_{n}} に [i](i=0, \ldots, m-1) を
施して得られる m 個の安定チューブ $\Gamma$_{T_{n}}[i](i=0, \ldots, m-1) と見なすことができる。
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3 不変 k- リジッド対象

以後, \mathcal{B} を K‐線形で \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}‐有限なクルル シュミット三角圏とする。

Definition 3.1 ([\mathrm{I}\mathrm{Y} , KR k を正の整数とし, T を \mathcal{B} の対象とする。このとき,

(a) T がk‐ リジッド対象 (k‐rigid object) であるとは, \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{B}}^{i}(\mathrm{T}, T)=0 (1\leq\forall i\leq k) であ
るときを言う。

(b) T が極大 k‐ リジッド対象 (maximal k‐rigid object) であるとは,

add T=\{X\in \mathcal{B}|\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{B}}^{i}(T\oplus X, T\oplus X)=0(1\leq\forall i\leq k)\}

であるときを言う。

(c) T が k‐クラスター傾斜対象 ( k‐cluster tilting object) であるとは,

add T=\{X\in \mathcal{B}|\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{B}}^{i}(T, X)=0(1\leq\forall i\leq k)\}
=\{X\in \mathcal{B}|\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{B}}^{i}(X, T)=0 (1\leq\forall i\leq k)\}

であるときを言う。

明らかに, k‐クラスター傾斜対象は,極大 k‐ リジッド対象である。 k=1 のとき,極大1‐ リ
ジッド対象を,単に極大リジッド対象とよび,1‐ クラスター傾斜対象を,単にクラスター
傾斜対象とよぶ。以後,k‐ リジッド対象は,すべて basic とする。

関手 \mathbb{S} : \mathcal{B}\rightarrow \mathcal{B} がセール関手であるとは, \mathbb{S} が圏の同値であり,ある双関手的同型

\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathcal{B}(X, Y)\simeq D\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathcal{B}(Y, \mathbb{S}X) ( \mathrm{X} , Y\in \mathcal{B})

が存在するときを言う。ただし, D:=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K} K ) である。 \mathcal{B} がセール関手 \mathbb{S} : \mathcal{B}\rightarrow \mathcal{B}

が存在するとき, \mathcal{B} はアウスランダーライテン三角をもち, \mathbb{S}= $\tau$[1] であることが知ら

れている ([RV])。ここで,  $\tau$(=$\tau$_{\mathcal{B}}) は \mathcal{B} におけるアウスランダー ライテン移動,[1] は
\mathcal{B} におけ suspension functor である。

d を正の整数とする。セール関手 \mathbb{S} : \mathcal{B}\rightarrow \mathcal{B} が存在するとき, \mathcal{B} が d‐カラビヤウ三角
圏であるとは, \mathbb{S}=[d] , つまり,  $\tau$=[d-1] でるときをいう。

ここでは,次のように定義される対象を考察する。

Definition 3.2. k を正の整数とする。 \mathcal{B} の対象 T が,不変 k‐ リジッド対象 (stable k‐rigid
object) であるとは,次が成り立つときを言う:

add T=\{X\in \mathcal{B}|\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{B}}^{i}(X, T\oplus X)=0(1\leq\forall i\leq k)\}
=\{X\in \mathcal{B}|\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{B}}^{i}(T\oplus X, X)=0(1\leq\forall i\leq k

次の命題では, \mathcal{B} がセール関手をもつとする。定義から次のことが分かる。

Proposition 3 \cdot 3.  k を正の整数とし, T を \mathcal{B} の対象とする。このとき,次は同値である。

(a) T は不変触リジッド対象である。
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(b) T は極大尾リジッド対象であり, $\tau$_{\mathcal{B}}^{-1}T[k] =\mathrm{T}.

(c) add T=\{X\in \mathcal{B} | \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{B}}^{i}(X, T\oplus X)=0(1\leq\forall i\leq k)\} であり, $\tau$_{\mathcal{B}}^{-1}T 圃 =\mathrm{T}.

(d) add T=\{X\in \mathcal{B} | \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{B}}^{i}(T\oplus X, X)=0 (1\leq\forall i\leq k)\} であり, $\tau$_{\mathcal{B}}^{-1}T[k]=T.

\mathcal{B} が (m+1)‐カラビ・ヤウ三角圏のとき,不変 m‐ リジッド対象は極大 m‐ リジッド対象
に他ならない。また, \mathcal{B} が m‐クラスター圏 ([\mathrm{T}]) のとき,不変 m‐ リジッド対象,極大 m‐
リジッド対象, m‐クラスター傾斜対象は,すべて一致する ([\mathrm{W}, \mathrm{Z}\mathrm{Z}]) 。

4 高次元クラスターチューブの不変2‐ リジッド対象

以後, n, m, k を 2\leq n, 1\leq m, 1\leq k\leq m となる整数とする。
本稿の目的は,高次元クラスターチューブ C_{n,m} における不変2‐ リジッド対象の構造を

述べることである。主結果の前に,いくつかの定義と記号を導入する。

まず, $\Gamma$_{T_{n}} (= ランク n の安定チューブ) に座標系を導入する。 $\Gamma$_{\mathcal{I}_{n}} における単純対象 S

を1つ取り,それを (1, 1) で表す。また, $\tau$^{-a}S(a=1, \ldots, n-1) を (a+1,1) で表す。さ
らに, \ell(M) =b , soc M= (a, 1) である直既約対象 M を (a, b) で表す。このとき, C_{n,m}
の直既約対象は (a, b)[i](1 \leq a\leq n; 1\leq b;0\leq i\leq m-1) と書くことができる。よって,

$\Gamma$_{T_{n}}[i] は次のようなクイバーとなる。

(n-1,3)[i] (n, 3)[i] (1,3)[i] (n, 3)[i] (1,3)[i]
\searrow \nearrow \searrow \nearrow . . . \nearrow \searrow \nearrow
(n, 2)[i] (1, 2) [i] . . (n, 2)[i] (1, 2) [i]
\nearrow \searrow \nearrow \nearrow \searrow \nearrow \searrow

‐ -(n, 1)[i] — (1,1)[i]- - - - - -(n, 1)[i] — (1,1)[i] — (2,1)[i]- -

明らかに \ell((a, b)[i])=b である。以降,座標 (a, b) の x 座標 a は, n を法として考えるこ
とにする。

Xを $\Gamma$_{C_{n,m}} の頂点とし, \ell(X) \leq  n-1 とする。Xをトップとするランク \ell(\mathrm{X}) の翼

(wing) を \mathcal{W}x で表す。 T を C_{n,m} の対象とし,X = (a, b)[i](1 \leq a\leq n ; 2\leq b\leq n-1 ;
0\leq i\leq m-1) とおく。このとき, T の直既約直和因子の同型類のうち, \mathcal{W}_{X}\cup \mathcal{W}_{(a+1,b-1)[i+1]}
に属する同型類全体の集合を \overline{\mathcal{W}}_{X}^{T} で表す。

Definition 4.1. X=(a, b)[i]\in C_{n,m}(1\leq a\leq n;2\leq b\leq n-1;0\leq i\leq m-1) とする。

また, Y, Z, U を C_{n,m} の直既約対象とする。

(a) (X, Y) がcolored subwing double であるとは, Y=(a, b-1)[i], Y=(a+1, b-1)[i],
Y=(a+1, b-1)[i+1] のいずれかが成り立つときを言う。

(b) (X;Y, Z) がcolored subwing triple であるとは,ある整数 c(1\leq c\leq b-2) に対して,
次のいずれかが成り立つときを言う:

(i) Y=(a, c)[i], Z=(a+c+1, b-c-1)[i].

(ii) Y=(a, c)[i], Z=(a+c+1, b-c-1)[i+1].
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(iii) Y=(a+1, c)[i+1], Z=(a+c+1, b-c-1)[i].

(c) (X;Y, Z, U) がcolored subwing quadruple であるとは,ある整数 c, d(1 \leq c\leq b-3 ;
1\leq d\leq b-c-2) に対して, Y=(a, c)[i], Z=(a+c+1, d)[i+1], U=(a+c+
d+1, b-c-d-1)[i] であるときを言う。

以上を用いて, C_{n,m} の2‐ リジッド対象を考察する。 m が偶数の場合は次の定理を得る。

Theorem 1. n\geq 2 を整数とし, q を正の整数とする。

(a) C_{n,2q+1} が不変2‐ リジッド対象をもつ必要十分条件は, n|q-1 である。

(b) n|q-1 とする。 T を C_{n,2q+1} のbasic な対象とする。 T が不変2‐ リジッド対象である
必要十分条件は, T が次の (1)-(4) の条件をみたすことである。

(1) T=\oplus_{j=0}^{2q-1}T_{j}[j] とする。ただし, T_{j} \in \mathcal{I}_{n}(0 \leq j \leq 2q-1) である。このとき,
T_{2j}=$\tau$^{-r}T_{0}, T_{2j+1}=$\tau$^{-j}T_{1}(1\leq\forall j\leq q-1) .

(2) 任意の T の直既約直和因子に対して,その長さは n-1 以下である。

(3) 次のいずれかが成り立つ :

(i) T のある直既約直和因子で,長さが n-1 のものが存在する。
(ii) T のある直既約直和因子 X, Y について, X=M[0], Y=\mathrm{N}[1] となる。こ

こで, M, N は次をみたす対象である:

M, N\in \mathcal{I}_{n}, $\tau$^{-\ell(M)-1} (soc M ) = soc N, $\tau$^{-\ell(N)} (soc N ) = soc M.

(4) X は T の直既約直和因子で,  X\in (ind \mathcal{I}_{n}[0] ) \cup(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathcal{I}_{n}[1]) をみたすとする。この
とき,次のいずれかが存在する。

(i) colored subwing double (X, Y) で, \displaystyle \bigcup_{j=0}^{q-1}(\overline{\mathcal{W}}_{X[2j]}^{T}\backslash \{X[2j]\}) \displaystyle \subseteq\bigcup_{j=0}^{q-1}\overline{\mathcal{W}}_{Y[2j]}^{T} .

(ii) colored subwing triple (X;Y, Z) で,

\displaystyle \bigcup_{j=0}^{q-1}(\overline{\mathcal{W}}_{X[2j]}^{T}\backslash \{\mathrm{X}[2j]\}) \subseteq\bigcup_{j=0}^{q-1}(\overline{\mathcal{W}}_{Y[2j]}^{T}\cup\overline{\mathcal{W}}_{Z[2j]}^{T}) .

(iii) colored subwing quadruple (\mathrm{X};Y, Z, U) で,

\displaystyle \bigcup_{j=0}^{q-1}(\overline{\mathcal{W}}_{X[2j]}^{T}\backslash \{X[2j]\}) \subseteq\bigcup_{j=0}^{q-1}(\overline{\mathcal{W}}_{Y[2j]}^{T}\cup\overline{\mathcal{W}}_{Z[2j]}^{T}\cup\overline{\mathcal{W}}_{U[2j]}^{T}) 
m が奇数の場合は次の定理を得る。

Theorem 2. n\geq 2 を整数とし, q を正の整数とする。

(a) C_{n,2q+1} が不変2‐ リジッド対象をもつ必要十分条件は, n=2q-1 である。

(b) T を C_{2q-1,2q+1} のbasic な対象とする。 T が不変2‐ リジッド対象である必要十分条件
は, T が次の (1)-(4) の条件をみたすことである。
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(1) T = \oplus_{j=0}^{2q} 乃 [j] とする。ただし, T_{j} \in \mathcal{I}_{n}(0 \leq j \leq 2q) である。このとき,
T_{2j}=$\tau$^{-J}T_{0} (1\leq\forall j\leq q) , T_{2j+1}=$\tau$^{-q-j}T_{0} (0\leq\forall j\leq q-1) .

(2) 任意の T の直既約直和因子に対して,その長さは q-1 以下である。

(3) T のある直既約直和因子で,その長さが q-1 のものが存在する。

(4) Xは T の直既約直和因子で,  X\in (ind \mathcal{I}_{n}[0] ) \cup(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}T_{n}[1]) をみたすとする。この
とき,次のいずれかが存在する。

(i) colored subwing double (X, Y) で, \displaystyle \bigcup_{j=0}^{q-1}(\overline{\mathcal{W}}_{X[2j]}^{T}\backslash \{X[2j]\}) \displaystyle \subseteq\bigcup_{j}^{q}二 0^{\overline{\mathcal{W}}_{Y[2j]}^{T}}1 .

(ii) colored subwing triple (\mathrm{X};Y, Z) で,

\displaystyle \bigcup_{j=0}^{q-1}(\overline{\mathcal{W}}_{X[2j]}^{T}\backslash \{\mathrm{X}[2j]\}) \subseteq\bigcup_{j=0}^{q-1}(\overline{\mathcal{W}}_{Y[2j]}^{T}\cup\overline{\mathcal{W}}_{Z[2j]}^{T}) .

(iii) colored subwing quadruple (\mathrm{X};Y, Z, U) で,

\displaystyle \bigcup_{j=0}^{q-1}(\overline{\mathcal{W}}_{X[2j]}^{T}\backslash \{X[2j]\}) \subseteq\bigcup_{j=0}^{q-1}(\overline{\mathcal{W}}_{Y[2j]}^{T}\cup\overline{\mathcal{W}}_{Z[2j]}^{T}\cup\overline{\mathcal{W}}_{U[2j])}^{T}
なお,Theorem 1(4) とTheorem 2(4) は同じ条件である。
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