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Introduction

可換環上の多元環に対するコホモロジー論はHochschild [5], MacLane [8], Cartan‐
Eilenberg [2] らによって体系化された.特に,体上の有限次元多元環のホッホシルトコ
ホモロジー (Hochschild cohomology) については,表現論との関わりで様々な研究が行な
われている.しかしながら,特別な多元環に対してもホッホシルトコホモロジーを決定す
ることは一般にかなり困難である.

R を可換環, を R 上有限生成で射影的な R 上の多元環, M を両側ル加群としたとき,
各次元 n\geq 0 に対するホッホシルトコホモロジー群

H^{n}(, M):=\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}^{n}(, M)

が定義される.さらに M= であるとき,

HH^{*}():=\displaystyle \bigoplus_{n\geq 0}H^{n}(,  \bigoplus_{n\geq 0}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}^{n}(, ))
にカップ積 (または米田積) によって次数付き環としての構造を導入することができ,これ
を一般に のホッホシルトコホモロジー環とよぶ.ホッホシルトコホモロジー環 HH^{*}()
はgraded‐commutative, つまり,  $\alpha$\in HH^{p}() ,  $\beta$\in HH^{q}() に対し,  $\alpha \beta$=(-1)^{pq} $\beta \alpha$ が
成立する.

 G を有限群とする.可換環 R 上の群環 RG のホッホシルトコホモロジー環は興味深い対

象の一つである. G がアーベル群の場合,Holm [6] 及び Cibils‐Solotar [3] によって環同型

HH^{*}(RG)\simeq RG\otimes_{R}H^{*}(G, R)

が示された.しかし, G がアーベル群でないときはこのような明確な記述を得ることは難
しいと思われる.また,環同型 HH^{*}(RG)\simeq H^{*}(G,  $\psi$ RG \oplus_{n\geq 0}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{RG}^{n}(R_{ $\psi$}RG)) が存

在することから (例えば[10, §3], [9] などを参照) , これを通して有限群のコホモロジーに
帰着することができる.ここで, $\psi$^{RG} は共役によって RG を G‐加群とみなしたものであ

る.一方で, G_{i} を G の共役類の代表元の中心加群とするとき,加群としての同型

HH^{*}(RG)\displaystyle \simeq\bigoplus_{i}H^{*}(G_{i}, R)
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は以前から知られていたが ([1, Theorem 2.11.2]), Siegel‐Witherspoon はこの加法群とし
ての同型が環同型になるように,右辺に特別な積が入れられることを示した ([10]). 同時
に彼らはこの特別な積を用いて, \mathbb{F}_{3}S_{3}, \mathbb{F}_{2}A_{4}, \mathbb{F}_{2}D_{2^{n}} のホッホシルトコホモロジー環の構
造を決定している.

以下では,Siegel‐Witherspoon によって示された環同型について,簡単にご紹介する.
g_{1}(=1) , g_{2}, g_{3} , . . . , g_{r} は G の共役類の代表元とし,各 G_{i} を g_{i} の中心加群とする.次の2
つの RG_{i} 準同型 $\theta$_{g_{l}} : R\rightarrow RG ;  $\lambda$\mapsto $\lambda$ g_{i}, $\pi$_{g_{i}} : RG\rightarrow R ; \displaystyle \sum_{a\in G}$\lambda$_{a}a\mapsto$\lambda$_{g_{ $\iota$}} はコホモ
ロジーの写像 $\theta$_{g_{i}}^{*} : H^{n}(G_{i}, R)\rightarrow H^{n}(G_{i, $\psi$}RG) と $\pi$_{g_{i}}^{*} : H^{n}(G_{i, $\psi$}RG)\rightarrow H^{n}(G_{i}, R) を誘
導する.

$\gamma$_{i} : H^{n}(G_{i}, R)\rightarrow H^{n}(G_{ $\psi$}RG); $\alpha$\mapsto \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{G_{i}}^{G}$\theta$_{g_{i}}^{*}( $\alpha$)
と定めると,次の加法群としての同型(Additive Decomposition) を得る :

 $\Phi$ :  H^{*}(G_{ $\psi$}RG)\displaystyle \rightarrow^{\sim}\bigoplus_{i}H^{*}(G_{i}, R); $\zeta$\mapsto ($\pi$_{g}^{*},\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{ $\iota$}}^{G}( $\zeta$))_{i} (1.1)

逆写像は $\Phi$^{-1}( $\alpha$)=$\gamma$_{i}( $\alpha$) ( $\alpha$\in H^{n}(G_{i}, R)) によって与えられる.Siegel‐Witherspoon に
より,この加法群としての同型が環同型になるように,右辺に特別な積が入れられること

が示された (詳しくは[10, §5] 参照):

Theorem 1 (Product Formula). H^{*}(G_{ $\psi$}RG)(\simeq HH^{*}(RG)) において,次が成立する:

$\gamma$_{i}( $\alpha$)\displaystyle \rightarrow$\gamma$_{j}( $\beta$)=\sum_{a\in D}$\gamma$_{k}(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{W}^{G_{k}}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{W}^{b}G_{i}b^{*} $\alpha$\cup \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{W}^{ba}G_{J}(ba)^{*} $\beta$))
ただし,  $\alpha$\in H^{*}(G_{i}, R) ,  $\beta$\in H^{*}(G_{j}, R) とし, D は両側剰余類 G_{i}\backslash G/G_{j} の代表元の集合
とする.また, k=k(a) と b=b(a) はgk = (bg_{i}b^{-1})((ba)g_{j}(ba)^{-1}) を満たすようにとり,
W=^{b}G_{i}\cap^{ba}G_{j} とする.

特に, $\gamma$_{1}:H^{*}(G, R) \rightarrow H^{*}(G_{ $\psi$}RG) ;  $\alpha$\mapsto$\theta$_{1}^{*}( $\alpha$) ($\theta$_{1}^{*} は $\theta$_{1}:R\rightarrow RG;r\mapsto r\cdot 1 から
誘導される) は単射環準同型である.

Siegel‐Witherspoon の結果が示すことは,群環のホッホシルトコホモロジーにおける
カップ積は,有限群のコホモロジーにおけるカップ積とレストリクションやコレストリク
ションを用いて記述できるということである.

これまでは,一般四元数群や準二面体群などの群環のホッホシルトコホモロジーについ

て研究してきた.今回は,あるsplit metacyclic 群の整係数の群のコホモロジー環の構造
を決定し,さらに整係数群環 \mathbb{Z}G のホッホシルトコホモロジー環の構造を決定したので,

ご報告したい ([4]).

§1. G の整係数のコホモロジー

G を次のような位数 8\ell(\ell\geq 2) のsplit metacyclic 群

 G=\langle x, y|x^{4\ell}=y^{2}=1, yxy^{-1}=x^{2f+1}\rangle
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とする.ここでは,まず  G の整係数のコホモロジー環について考察する.

一般の split metacyclic 群に対しては, \mathbb{Z} の自由分解が Wall [11] によって与えられてい
る.Wall の自由分解を用いると,米田積の計算やレストリクションなどの計算をする際
に,相当複雑な計算が必要になる.そこで,これらの計算を少しでもしやすくするため,

Wall の自由分解よりも使いやすい自由分解を構成することを考えた.結果として,今回

扱う split metacyclic 群 G の場合に,新たな自由分解を構成することができたので,それ
についてご紹介する.

q\geq 0 とし, \mathbb{Z}G の q+1 個のコピーの直和を Y_{q} とおき, c_{q}^{1}, c_{q}^{2} , . . . , c_{q}^{q+1}(\in Y_{\mathrm{q}}) を,

c_{q}^{k}=(_{\frac{0_{)}\ldots,0,\check{1},0,\ldots,0k}{q+1}})
と定める.便宜上, k<0 または k>q+1 のときは, c_{q}^{k}=0 としておく.また,

N_{k}= \{ 0\displaystyle \sum_{i=0}^{k-1}x^{i} (k\geq 1) ,

M_{k}= \{ \displaystyle \sum_{i=0}^{k-1}x^{ti} (k\geq 1) ,

(k=0) , 0 (k=0) .

とおき,特に, N=N_{4\ell} とする.左 \mathbb{Z}G 準同型 $\delta$_{n} : Y_{n}\rightarrow Y_{n-1} (n>0) を次のように定
義する:

(i) n が偶数のとき,

$\delta$_{n}(c_{n}^{k})= \left\{\begin{array}{ll}
(x^{t}-1)c_{n-1}^{k}+(N_{t}-y)c_{n-1}^{k-1}+(\ell+1)c_{n-1}^{k-2} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n-k\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4) ,\\
Nc_{n-1}^{k}+(M_{t}+y)c_{n}^{k-1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n-k\equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4) ,\\
(x-1)c_{n-1}^{k}-(y-1)c_{n-1}^{k-1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n-k\equiv 2(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4) ,\\
Nc_{n-1}^{k}+(y+1)c_{n-1}^{k-1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n-k\equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4) .
\end{array}\right.
(ii) n が奇数のとき,

$\delta$_{n}(c_{n}^{k})= \left\{\begin{array}{ll}
(x-1)d_{n-1}^{ $\varsigma$}-(M_{t}+y)c_{n-1}^{k-1}+(\ell+1)c_{n-1}^{k-2} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n-k\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4) ,\\
Nc_{n-1}^{k}-(N_{t}-y)(j_{n}^{ $\varsigma$-1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n-k\equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4) ,\\
(x^{t}-1)c_{n-1}^{k}-(y+1)c_{n-1}^{k-1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n-k\equiv 2(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4) ,\\
Nc_{n-1}^{k}+(y-1)c_{n-1}^{k-1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n-k\equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4) .
\end{array}\right.
このとき,次が成立する:

Proposition 2. 上の記号の下で,

(Y,  $\delta$):\cdots\rightarrow Y \underline{ $\delta$}_{{\$} Y_{n-1}}\rightarrow\ldots\rightarrow Y_{1^{-}}^{ $\delta$}*Y_{0}\rightarrow $\varepsilon$ \mathbb{Z}\rightarrow 0

は G に対する \mathbb{Z} の自由分解を与える.ただし,  $\varepsilon$ はaugmentation とする.
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なお,もう少し一般の split metacyclic 群に対して,このような自由分解が構成できる
かどうかは,今後継続して研究していく予定で,何か進展があれば,別の機会にでもご報
告できればと思う.

次に,  G の整係数コホモロジーや部分群の整係数コホモロジーとの間のレストリクショ
ンやコレストリクションなどについて述べ, G の整係数コホモロジー環の構造について考
察する.以下では, \ell が偶数の場合と奇数の場合に分けて述べることにする.

§1.1 \ell が偶数のとき

関手 \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Z}G} \mathbb{Z}) を自由分解 (Y,  $\delta$) に施し,同一視 \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Z}G}(Y_{q}, \mathbb{Z}) \simeq \mathbb{Z}^{q+1} を通すことに

より,次が得られる:

H^{n}(G, \mathbb{Z})= \left\{\begin{array}{ll}
\mathbb{Z} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n=0,\\
0 & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n=1, 3,\\
\mathbb{Z}/4\ell \mathbb{Z}\oplus(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}) \text{允} & \mathrm{f}\text{。}\mathrm{r} n=4k (k\neq 0) ,\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}) \text{鳶} & \mathrm{f}\text{。}\mathrm{r} n=4k+1 (k\neq 0) ,\\
\mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z}\oplus(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{k+1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n=4k+2,\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}) \text{鳶} & \mathrm{f}\text{。}\mathrm{r} n=4k+3(k\neq 0) .
\end{array}\right.
そして, H^{*}(G, \mathbb{Z}) の加群の生成元を次のようにとる:

 $\xi$:=(2,1,0) ,  $\beta$:=(0,0,1)\in H^{2}(G, \mathbb{Z}) ,

 $\zeta$:=(1,0,0,0,0)\in H^{4}(G, \mathbb{Z}) ,

 $\kappa$:=(0,2\ell, -1,0,0,0)\in H^{5}(G, \mathbb{Z}) .

次に, G の次の部分群

\langle x\rangle (\simeq \mathbb{Z}/4\ell \mathbb{Z}) , \langle x^{2}, y\rangle (\simeq \mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z}\times \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}) ,

\langle xy } (\simeq \mathbb{Z}/4\ell \mathbb{Z}) , \{x^{2}\rangle (\simeq \mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z}) , \{y\rangle (\simeq \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})

の整係数コホモロジー環

H^{*}(\langle x\rangle, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\sigma$]/(4\ell $\sigma$) , (\deg $\sigma$=2) ,

H^{*}(\{x^{2}, y\}, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\lambda$,  $\mu$,  $\nu$]/(2 $\lambda$, 2\ell $\mu$, 2 $\nu,\ \nu$^{2}) , (\deg $\lambda$=\deg $\mu$=2, \deg $\nu$=3) ,

H^{*}(\langle xy\rangle, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\tau$]/(4\ell $\tau$) , (\deg $\tau$=2) ,

H^{*}(\langle x^{2}\rangle, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\eta$]/(2\ell $\eta$) , (\deg $\eta$=2) ,

H^{*}(\langle y\rangle, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\theta$]/(2 $\theta$) , (\deg $\theta$=2)

について考える. G とこれらの部分群のコホモロジー環との間のレストリクションやコレ

ストリクションなどの計算結果を表示すると次の通りである (これらは,ホッホシルトコ
ホモロジーにおける積を計算する際にも用いる):
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Lemma 3. 次が成立する.

(i) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x\rangle}^{G} $\beta$=0, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x\rangle}^{G} $\xi$=2 $\sigma$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x\rangle}^{G} $\zeta$=t$\sigma$^{2}, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x\rangle}^{G} $\kappa$=0.
(ii) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{(x^{2},y)}^{G} $\beta$= $\lambda$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{(x^{2},y\rangle}^{G} $\xi$=2 $\mu$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\zeta$= $\lambda \mu$+$\mu$^{2}, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\kappa$= $\lambda \nu$.

(iii) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle xy\rangle}^{G} $\beta$=2\ell $\tau$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle xy\rangle}^{G} $\xi$=2 $\tau$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle xy\rangle}^{G} $\zeta$=\left\{\begin{array}{l}
$\tau$^{2} (\ell\equiv 0 (4)) ,\\
\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle xy\rangle}^{G} $\kappa$=0.\\
(2\ell+1)$\tau$^{2} (\ell\equiv 2 (4)) ,
\end{array}\right.
(iv) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x\rangle} $\sigma$=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x^{2},y\rangle} $\mu$= $\eta$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x^{2},y\rangle} $\lambda$=0, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle xy\rangle} $\tau$=(\ell+1) $\eta$.
(v) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{(y\rangle}^{G} $\beta$= $\theta$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle y\rangle}^{G} $\xi$=0, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle y\rangle}^{G} $\zeta$=0, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle y\rangle}^{G} $\kappa$=0.

Lemma 4. 次が成立する.

y^{*}( $\sigma$)=t $\sigma$, x^{*}( $\lambda$)= $\lambda$, x^{*}( $\mu$)= $\lambda$+ $\mu$, y^{*}( $\tau$)=t $\tau$.

これらは,自由分解 (Y,  $\delta$) 及び部分群に対する \mathbb{Z} の自由分解との間の chain map を直
接構成することなどにより得られる.

Lemma 5. 次が成立する.ただし, k\geq 1 とする.

(i) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x\rangle}^{G} $\sigma$=(\ell+1) $\xi$, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x\rangle}^{G}$\sigma$^{2k}=2$\zeta$^{k}.

(ii) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\lambda$=0, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\mu$= $\beta$+ $\xi$, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G}$\mu$^{2}=2 $\zeta$+$\beta$^{2}, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{(x^{2},y\rangle}^{G}( $\lambda \mu$)=$\beta$^{2},
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G}( $\lambda \nu$)=0, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G}( $\mu \nu$)= $\kappa$, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G}($\mu$^{2} $\nu$)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G}( $\lambda \mu \nu$)= $\beta \kappa$.

(iii) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle xy\rangle}^{G} $\tau$=(\ell+1) $\xi$ ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle xy\rangle}^{G,}$\tau$^{2k}=2$\zeta$^{k}.

(iv) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x\rangle}$\eta$^{k}=2$\sigma$^{k}, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x^{2},y\rangle}$\eta$^{k}=2$\mu$^{k}, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle xy\rangle}$\eta$^{k}=2(\ell+1)$\tau$^{k}.
これらは,レストリクションの計算結果に,Double coset formula, Frobenius の相互律

やその他の性質を用いて計算することにより得られる.

そして, H^{*}(G, \mathbb{Z}) の加群の生成元の間の米田積を計算したり,レストリクションの計
算結果を用いることにより,コホモロジーの環構造が得られる.

Proposition 6. \ell が偶数のとき,  G の整係数コホモロジー環の構造は次の通り:

H^{*}(G, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\beta$,  $\xi$,  $\zeta$,  $\kappa$]/(2 $\beta$, 2\ell $\xi$, 4l $\zeta$, 2 $\kappa$,  $\beta \xi,\ \xi$^{2}-4 $\zeta$,  $\xi \kappa,\ \kappa$^{2}) .

ただし, \deg $\beta$=\deg $\xi$=2, \deg $\zeta$=4, \deg $\kappa$=5.

Remark 7. \ell=2^{r} (r\geq 1) のとき, H^{*}(G, \mathbb{Z}) の環構造はすでに,[7] によって与えられて
いる.
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しかしながら, \ell が2ベキ以外の場合に,整係数コホモロジー環の構造を決定している
文献は見当たらない.

§1.2 \ell が奇数のとき

以下では, \ell が奇数の場合を考察する.  G の整係数のコホモロジーの加群の構造は次の
通り:

H^{n}(G, \mathbb{Z})= \left\{\begin{array}{ll}
\mathbb{Z} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n=0,\\
0 & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n=1,\\
\mathbb{Z}/4\ell \mathbb{Z}(\mathrm{D}(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{2} \text{鳶} & \mathrm{f}\text{。}\mathrm{r} n=4k (k\neq 0) ,\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{2} \text{ん} & \mathrm{f}\text{。}\mathrm{r} n=4k+1 (k\neq 0) ,\\
\mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z}\oplus(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{2k+1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n=4k+2,\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{2k+1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} n=4k+3.
\end{array}\right.
そして, H^{*}(G, \mathbb{Z}) の加群の生成元として,

 $\xi$:=(2,1,0) ,  $\beta$:=(0,0,1)\in H^{2}(G, \mathbb{Z}) ,

 $\rho$:=(0, \displaystyle \ell, -\frac{\ell+1}{2},0)\in H^{3}(G, \mathbb{Z}) ,  $\zeta$:=(1,0,0,0,0)\in H^{4}(G, \mathbb{Z})
をとり, G の次の部分群

\langle x\rangle (\simeq \mathbb{Z}/4\ell \mathbb{Z}) , \{x^{2}, y\} (\simeq \mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z}\times \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}) ,

\langle x^{2} , 〆y\} (\simeq \mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z}\times \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}) , \langle x^{2}\rangle (\simeq \mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z}) , \{y\rangle (\simeq \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})

の整係数コホモロジー環

H^{*}(\langle x\rangle, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\sigma$]/(4\ell $\sigma$) , (\deg $\sigma$=2) ,

H^{*}(\langle x^{2}, y\rangle, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\lambda$,  $\mu$,  $\nu$]/(2 $\lambda$, 2\ell $\mu$, 2 $\nu,\ \nu$^{2}) , (\deg $\lambda$=\deg $\mu$=2, \deg $\nu$=3) ,

H^{*}(\langle x^{2}, x^{\ell}y\rangle, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[$\lambda$', $\mu$', $\nu$']/(2$\lambda$', 2\ell$\mu$', 2$\nu$', ($\nu$')^{2}) , (\deg $\lambda$'=\deg$\mu$'=2, \deg $\nu$'=3) ,

H^{*}(\langle x^{2}\rangle, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\eta$]/(2\ell $\eta$) , (\deg $\eta$=2) ,

H^{*}(\{y\rangle, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\theta$]/(2 $\theta$) , (\deg $\theta$=2)

を考える.レストリクションやコレストリクションなどの計算結果を表示すると,次の通
りである:

Lemma 8. 次が成立する.

(i) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x\rangle}^{G} $\beta$=0, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x\rangle}^{G} $\xi$=2 $\sigma$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x\rangle}^{G} $\rho$=0, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x\rangle}^{G} $\zeta$=t$\sigma$^{2}.

(ii) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\beta$= $\lambda$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\xi$=2 $\mu$) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\rho$= $\nu$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\zeta$= $\lambda \mu$+$\mu$^{2}.
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(iii) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2},x^{\ell}y\rangle}^{G} $\beta$=$\lambda$', \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2},x^{\ell}y\rangle}^{G} $\xi$=2$\mu$'+$\lambda$', \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{(x^{2},x^{\ell}y\rangle}^{G} $\rho$=$\nu$',

\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2},x^{\ell}y\rangle}^{G} $\zeta$= \{ ($\mu$')^{2}+$\lambda$'$\mu$'+($\lambda$')^{2} (\ell\equiv 1 (mod 4

($\mu$')^{2}+$\lambda$'$\mu$' ( \ell\equiv 3 (mod 4

(iv) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{(x\rangle} $\sigma$=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x^{2},y\rangle} $\mu$=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x^{2},x^{\ell}y\rangle}$\mu$'= $\eta$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x^{2},y\rangle} $\lambda$=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x^{2},x^{\ell}y\rangle}$\lambda$'=0.
(v) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle y\rangle}^{G} $\beta$= $\theta$, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle y\rangle}^{G} $\xi$=0, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle y\rangle}^{G} $\rho$=0, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle y\rangle}^{G} $\zeta$=0.

Lemma 9. 次が成立する.

y^{*}( $\sigma$)=t $\sigma$, x^{*}( $\lambda$)= $\lambda$, x^{*}( $\mu$)= $\lambda$+ $\mu$, x^{*}($\lambda$')=$\lambda$', x^{*}($\mu$')=$\lambda$'+$\mu$'.

Lemma 10. 次が成立する.ただし, k\geq 1 とする.

(i) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x)}^{G} $\sigma$=(\ell+1) $\xi$, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x\rangle}^{G}$\sigma$^{2k}=2$\zeta$^{k}.

(ii) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\lambda$=0, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\mu$= $\beta$+ $\xi$, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G} $\nu$=0, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},y\rangle}^{G}$\mu$^{2}=2 $\zeta$+ $\beta \xi$+$\beta$^{2},
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle\prime x^{2},y\rangle}^{G}( $\lambda \mu$)= $\beta \xi$+$\beta$^{2}.

(iii) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},x^{\ell}y\rangle}^{G}$\lambda$'=0, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},x^{\ell}y\rangle}^{G}$\mu$'= $\xi$, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},x^{\ell}y\rangle}^{G}$\nu$'=0, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},x^{\ell}y)}^{G}($\mu$')^{2}=2 $\zeta$+ $\beta \xi$,
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2},x^{\ell}y\rangle}^{G}($\lambda$'$\mu$')= $\beta \xi$.

(iv) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x\rangle}$\eta$^{k}=2$\sigma$^{k}, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x^{2},y\rangle}$\eta$^{k}=2$\mu$^{k}, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x^{2},x^{\ell}y\rangle}$\eta$^{k}=2($\mu$')^{k}.
そして, p が偶数の場合と同様に,米田積やレストリクションを計算することにより,

コホモロジーの環構造が得られる.

Proposition 11. \ell が奇数のとき,  G の整係数コホモロジー環の構造は次の通り :

H^{*}(G, \displaystyle \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[ $\beta$,  $\xi$,  $\rho$,  $\zeta$]/(2 $\beta$, 2\ell $\xi$, 2 $\rho$, 4\ell $\zeta,\ \xi$^{2}- $\beta \xi$-4 $\zeta,\ \rho$^{2}- $\beta \zeta$-\frac{\ell+1}{2}$\beta$^{2} $\xi$) .

ただし, \deg $\beta$=\deg $\xi$=2, \deg $\rho$=3, \deg $\zeta$=4 とする.

§2. 整係数群環 \mathbb{Z}G のホッホシルトコホモロジー環

第2章では, G の整係数群環のホッホシルトコホモロジー環の構造についてご紹介す
る.積の計算は,第1章で得られたレストリクションやコ \mathrm{I}/ ストリクションなどの計算結
果と,Siegel‐Witherspoon によって得られた環同型 (定理1) を用いて得られる.以下では,
\ell が偶数の場合と奇数の場合に分けて述べる.
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§2.1 \ell が偶数の場合

 G の中心化群の整係数コホモロジーの加群構造と,(1. 1) の加法群としての同型 (Additive
Decomposition) を用いると, \mathbb{Z}G のホッホシルトコホモロジー加群が分かる.

HH^{n}(\mathbb{Z}G)= \left\{\begin{array}{ll}
\mathbb{Z}^{5\ell} & (n=0) ,\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{4kl}\oplus(\mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z})^{\ell}\mathrm{e}(\mathbb{Z}/4\ell \mathbb{Z})^{4\ell} & (n=4k(\neq 0\\
0 & (n=1) ,\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{4k\ell} & (n=4k+1 (k\neq 0\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{4k\ell+3\ell}\oplus(\mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z})^{3\ell}\oplus(\mathbb{Z}/4\ell \mathbb{Z})^{2\ell} & (n=4k+2) ,\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{4k\ell+\ell} & (n=4k+3) .
\end{array}\right.
次に, G の共役類の代表元を次のようにとる:

g_{i}=x^{2i-2} (1\leq i\leq 2\ell) , g_{2\ell+i}=x^{2i-1} (1\leq i\leq\ell) ,

g_{3\ell+i}=x^{2i-2}y (1\leq i\leq\ell) , g_{4\ell+i}=x^{2x-1}y (1\leq i\leq\ell) .

そして,これらの中心化群を次のようにおく:

G_{i}=G (1\leq i\leq 2\ell) , G_{2\ell+i}=\{x\rangle (1\leq i\leq\ell) ,

G_{3\ell+i}=\langle x^{2}, y\rangle (1\leq i\leq\ell) , G_{4\ell+i}=\langle xy\} (1\leq i\leq\ell) .

積の計算について, 0 次の生成元の間の積については, \mathbb{Z}G の中心における通常の積に一

致する.他の生成元の積は定理 l(Product Formula)及び,§1.1の補題3,4,5や定理6を
使って計算することにより得られる.また, HH^{*}(\mathbb{Z}G) は H^{*}(G, \mathbb{Z}) を部分環として含ん
でいることも用いる.

さらに,次のようにおく:

A_{2}=$\gamma$_{1}( $\beta$) , B_{2}=$\gamma$_{1}( $\xi$) , A_{4}=$\gamma$_{1}( $\zeta$) , A_{5}=$\gamma$_{1}( $\kappa$) ;

D_{0}=$\gamma$_{2}(1) ; C_{0}=$\gamma$_{2l+1}(1) , c_{2}=$\gamma$_{2l+1}( $\sigma$) ;

E_{0}=$\gamma$_{3\ell+1}(1) , E_{2}=$\gamma$_{3p+1}( $\mu$) , E_{3}=$\gamma$_{3\ell+1}( $\nu$) , E_{5}=$\gamma$_{3l+1}( $\mu \nu$) ;

F_{0}=$\gamma$_{4\ell+1}(1) , F_{2}=$\gamma$_{4\ell+1}( $\tau$) .

このとき, H^{*}(G_{ $\psi$}\mathbb{Z}G)(\simeq HH^{*}(\mathbb{Z}G)) は,これらの元の積によって生成されることが確
認できる.また,環構造を記述するために必要な生成元の間の関係式もすべて得ることが
できた.結果として次の定理を得る.

Theorem 12. \ell が偶数のとき,ホッホシルトコホモロジー環  H^{*}(G,  $\psi$ \mathbb{Z}G)(\simeq HH^{*}(\mathbb{Z}G))
は可換環であり, \mathbb{Z} 上次の元の積で生成される:

D_{0}, C_{0}, E_{0}, F_{0}\in H^{0}(G_{ $\psi$}\mathbb{Z}G) ; A_{2}, B_{2}, C_{2}, E_{2}, F_{2}\in H^{2}(G_{ $\psi$}\mathbb{Z}G) ;

E_{3}\in H^{3}(G_{ $\psi$}\mathbb{Z}G) ; A_{4}\in H^{4}(G_{ $\psi$}\mathbb{Z}G) ; A_{5}, E_{5}\in H^{5}(G,  $\psi$ \mathbb{Z}G) .
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以下, I_{0}=D_{0}^{\ell}+1, J_{0}=D_{0}^{\ell}-1 とおく.生成元の間の関係式は次の通り:

(i) degree-0 relations

I_{0}J_{0}=J_{0}C_{0}=J_{0}E_{0}=J_{0}F_{0}=0, C_{0}^{2}=F督 =2D_{0}I_{0} , C_{0}E_{0}=2F_{0},

C_{0}F_{0}=2D_{0}E_{0}, E_{0}F_{0}=2C_{0}, E_{0}^{2}=2I_{0} ;

(ii) degree-2 relations

2A_{2}=2\ell B_{2}=4PC_{2}=2\ell E_{2}=4\ell F_{2}=C_{0}A_{2}=0, C_{0}B_{2}=F_{0}E_{2}=2C_{2},

E_{0}B_{2}=2E_{2}, F_{0}A_{2}=2\ell F_{2}, F_{0}B_{2}=2F_{2}, C_{0}C_{2}=F_{0}F_{2}=(\ell+1)D_{0}I_{0}B_{2},

E_{0}C_{2}=C_{0}E_{2}=2(\ell+1)F_{2}, F_{0}C_{2}=C_{0}F_{2}=2D_{0}E_{2}, D_{0}^{\ell}C_{2}=tC_{2},
D_{0}^{\ell}F_{2}=tF_{2}, J_{0}E_{2}=E_{0}A_{2}, E_{0}E_{2}=I_{0}(A_{2}+B_{2}) , E_{0}F_{2}=2(\ell+1)C_{2} ;

(iii) degree-3 relations

2E_{3}=J_{0}E_{3}=C_{0}E_{3}=E_{0}E_{3}=F_{0}E_{3}=0 ;

(iv) degree-4 relations

4\ell A_{4}=2\ell A_{4}E_{0}=A_{2}B_{2}=A_{2}C_{2}=0, B_{2}C_{2}=2C_{0}A_{4}, B_{2}E_{2}=2E_{0}A_{4},

A_{2}F_{2}=2\ell F_{0}A_{4}, B_{2}F_{2}=2F_{0}A_{4}, C_{2}^{2}=F_{2}^{2}=2D_{0}I_{0}A_{4}, C_{2}E_{2}=2(\ell+1)F_{0}A_{4},
C_{2}F_{2}=2D_{0}E_{0}A_{4}, E_{2}^{2}=2I_{0}A_{4}+A_{2}^{2}, E_{2}F_{2}=2(\ell+1)C_{0}A_{4} ;

(v) degree-5 relations

2A_{5}=2E_{5}=C_{0}A_{5}=F_{0}A_{5}=C_{0}E_{5}=F_{0}E_{5}=B_{2}E_{3}=C_{2}E_{3}=F_{2}F_{3}=0,

E_{0}A_{5}=A_{2}E_{3}, E_{0}E_{5}=E_{2}E_{3}=I_{0}A_{5} ;

(vi) degree-6 relation

E_{3}^{2}=0 ;

(vii) degree-7 relations

B_{2}A_{5}=C_{2}A_{5}=F_{2}A_{5}=B_{2}E_{5}=C_{2}E_{5}=F_{2}E_{5}=0, A_{2}E_{5}=E_{2}A_{5},

E_{2}E_{5}=A_{2}A_{5} ;

(viii) degree‐8 relations

E_{3}A_{5}=E_{3}E_{5}=0 ;

(ix) degree-10 relations

A_{5}^{2}=E_{5}^{2}=A_{5}E_{5}=0.

§2.2 \ell が奇数の場合

\ell が偶数のときと同様に,(1. 1) の加法群としての同型 (Additive Decomposition) を用いる
と, \mathbb{Z}G のホッホシルトコホモロジー加群が分かる.
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HH^{n}(\mathbb{Z}G)= \left\{\begin{array}{ll}
\mathbb{Z}^{5\ell} & (n=0) ,\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{8k\ell}\oplus(\mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z})^{2\ell}\oplus(\mathbb{Z}/4\ell \mathbb{Z})^{3\ell} & (n=4k(\neq 0\\
0 & (n=1) ,\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{8k\ell} & (n=4k+1 (k\neq 0\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{8k\ell+4\ell}\oplus(\mathbb{Z}/2\ell \mathbb{Z})^{2\ell}\oplus(\mathbb{Z}/4\ell \mathbb{Z})^{\ell} & (n=4k+2) ,\\
(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{8k\ell+4\ell} & (n=4k+3) .
\end{array}\right.
次に, G の共役類の代表元を次のようにとる:

g_{i}=x^{2i-2} (1\leq i\leq 2\ell) , g_{2l+i}=x^{2i-1} (1\leq i\leq\ell) ,

g_{3\ell+i}=x^{2i-2}y (1\leq i\leq\ell) , g_{4\ell+i}=x^{2i-1}y (1\leq i\leq\ell) .

そして,これらの中心化群を次のようにおく:

G_{i}=G (1\leq i\leq 2\ell) , G_{2\ell+i}=\{x\rangle (1\leq i\leq\ell) ,

G_{3\ell+i}=\langle x^{2}, y\rangle (1\leq i\leq\ell) , G_{4\ell+i}=\langle x^{2}, x^{\ell}y\rangle (1\leq i\leq\ell) .

さらに,次のようにおく:

A_{2}=$\gamma$_{1}( $\beta$) , B_{2}=$\gamma$_{1}( $\xi$) , A_{3}=$\gamma$_{1}( $\rho$) , A_{4}=$\gamma$_{1}( $\zeta$) ; D_{0}=$\gamma$_{2}(1) ;

C_{0}=$\gamma$_{2\ell+1}(1) , C_{2}=$\gamma$_{2\ell+1}( $\sigma$) ; E_{0}=$\gamma$_{3\ell+1}(1) , E_{2}=$\gamma$_{3\ell+1}( $\mu$) ;

F_{0}=$\gamma$_{4p+1}(1) , F_{2}=$\gamma$_{4\ell+1}($\mu$') .

\ell が偶数の場合と同様にして,  H^{*}(G_{ $\psi$}\mathbb{Z}G)(\simeq HH^{*}(\mathbb{Z}G)) は,これらの元の積によって生
成されることが分かり,そして,環構造を記述するために必要な生成元の間の関係式もす
べて得ることができた.

Theorem 13. \ell が奇数のとき,ホッホシルトコホモロジー環  H^{*}(G,  $\psi$ \mathbb{Z}G)(\simeq HH^{*}(\mathbb{Z}G))
は可換環であり, \mathbb{Z} 上次の元の積で生成される:

D_{0}, C_{0}, E_{0}, F_{0}\in H^{0}(G_{ $\psi$}\mathbb{Z}G) ; A_{2}, B_{2}, C_{2}, E_{2}, F_{2}\in H^{2}(G_{ $\psi$}\mathbb{Z}G) ;

A_{3}\in H^{3}(G_{ $\psi$}\mathbb{Z}G) ; A_{4}\in H^{4}(G_{ $\psi$}\mathbb{Z}G) .
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以下では, I_{0}=D_{0}^{\ell}+1, J_{0}=D_{0}^{\ell}-1 とおく.生成元の間の関係式は次の通り:

(i) degree-0 relations

I_{0}J_{0}=J_{0}C_{0}=J_{0}E_{0}=J_{0}F_{0}=0, C_{0}^{2}=F_{0}^{2}=2D_{0}I_{0},
C_{0}E_{0}=2F_{0}, C_{0}F_{0}=2D_{0}E_{0}, E_{0}F_{0}=2C_{0}, E_{0}^{2}=2I_{0} ;

(ii) degree-2 relations

2A_{2}=2\ell B_{2}=4\ell C_{2}=2\ell E_{2}=2\ell F_{2}=C_{0}A_{2}=0, C_{0}B_{2}=E_{0}F_{2}=F_{0}E_{2}=2C_{2},

E_{0}B_{2}=2E_{2}, F_{0}B_{2}=2F_{2}+F_{0}A_{2}, C_{0}C_{2}=(\ell+1)D_{0}I_{0}B_{2},

E_{0}C_{2}=C_{0}E_{2}=2F_{2}, F_{0}C_{2}=C_{0}F_{2}=2D_{0}E_{2}, D_{0}^{\ell}C_{2}=tC_{2}, J_{0}E_{2}=E_{0}A_{2},
J_{0}F_{2}=F_{0}A_{2_{\rangle}} E_{0}E_{2}=I_{0}(A_{2}+B_{2}) , F_{0}F_{2}=D_{0}I_{0}B_{2} ;

(iii) degree-3 relations

2A_{3}=C_{0}A_{3}=0 ;

(iv) degree-4 relations

4\ell A_{4}=2\ell E_{0}A_{4}=2\ell F_{0}A_{4}=A_{2}C_{2}=0, B_{2}^{2}=A_{2}B_{2}+4A_{4},
B_{2}C_{2}=E_{2}F_{2}=2C_{0}A_{4}, B_{2}E_{2}=2E_{0}A_{4}, B_{2}F_{2}=2F_{0}A_{4}+A_{2}F_{2},

C_{2}^{2}=2D_{0}I_{0}A_{4}, C_{2}E_{2}=2F_{0}A_{4}, C_{2}F_{2}=2D_{0}E_{0}A_{4}, E_{2}^{2}=2I_{0}A_{4}+A_{2}B_{2}+A_{2}^{2},
F_{2}^{2}=2D_{0}I_{0}A_{4}+D_{0}^{\ell+1}A_{2}B_{2} ;

(v) degree-5 relations

C_{2}A_{3}=0, E_{2}A_{3}=E_{0}B_{2}A_{3}, F_{2}A_{3}=F_{0}B_{2}A_{3} ;

(vi) degree-6 relation

A_{3}^{2}=B_{2}A_{4}+\displaystyle \frac{\ell+1}{2}A_{2}^{2}B_{2}.
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