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1 はじめに

[a, b] でルベーグ積分可能な関数全体からなる Banach 空間を L[a, b]=\{u:[a, b]\rightarrow \mathbb{R}|
\Vert u\Vert<\infty\} とする.ここで \displaystyle \Vert u\Vert=\int_{a}^{b}|u(t)|dt である.次が成り立つ.

命題1.  $\nu$>0 とする. n=[ $\nu$]+1 とする. u を u\in L[0, b] および D_{0+}^{ $\nu$}u\in L[0, b] をみた

すものとする.このとき,ある C_{1}, C_{2} , . . . , C_{n}\in \mathbb{R} が存在して

I_{0+}^{ $\nu$}D_{0+}^{ $\nu$}u(t)=u(t)+C_{1}t^{ $\nu$-1}+C_{2}t^{ $\nu$-2}+\cdots+C_{n}t^{ $\nu$-n}

が成り立つ.

ここで I_{0+}^{ $\nu$} および D_{0+}^{ $\nu$} は,それぞれ,  $\nu$ 階Riemann‐Liouville 積分および  $\nu$ 階Riemann‐
Liouville 微分である.  I_{0+}^{ $\nu$} および D_{0+}^{ $\nu$} の定義は,後に記す.

命題1は,非整数階微分方程式の解の存在を示す際に重要である.実際,[2] では 0<

 $\nu$<1 とするときの  $\nu$ 階微分方程式の解の存在を示す際,命題1にあたる Proposition 2.4
を用いる.[8] では,[2] のProposition 2.4を引用して  0< $\nu$<1 とするときの  $\nu$ 階微分方
程式の解の存在を示している.[1] では  1< $\nu$\leq 2 とするときの  $\nu$ 階微分方程式の解の存
在を示す際,命題1にあたる Lemma 2.2を用いる.[4] では,[1] のLemma 2.2を引用し
て  1< $\nu$\leq 2 とするときの  $\nu$ 階微分方程式の解の存在を示している.

[2] のProposition 2.4にしても [1] のLemma 2.2にしても,詳細な計算は読者に委ねら
れている.そこで,本論文では読者の便宜を図るため,命題1の証明を記す.さらに,命題
1を使うと得られる定理の例を示す.命題1を使って,初期値問題と同値な積分方程式を
導く.解の存在の詳細な証明は,例えば [4] を参照されたい.本論文では,命題1を使う部
分(定理1) のみを記す.
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2 Riemann‐Liouville 積分と微分

本節では1瓢emann‐Liouville 積分と微分を扱う.まずは  $\nu$ > 0 とするときの  $\nu$ 階
Riemann‐Liouville 積分  I_{0+}^{ $\nu$} と  $\nu$ 階Riemann‐Liouville 微分  D_{0+}^{ $\nu$} の定義を記す.

u を [a, b] 上の関数とする.  $\nu$>0 とする. u の  $\nu$ 階Riemann‐Liouville 積分  I_{a+}^{ $\nu$} を

I_{a+}^{ $\nu$}u(t)=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{a}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}u(s)\mathrm{d}s
で定める.自然数 n=1 , 2, 3, \cdots に対して仏  u(t)=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(n)}\int_{a}^{t}(t-s)^{n-1}u(s)ds である.実際

\displaystyle \int_{a}^{i} (\displaystyle \int_{a}^{81} (\int_{a}^{s}2\ldots(\int_{a}^{s_{n-1}}u(s_{n})ds_{n})\cdots ds_{3})ds_{2})ds_{1}=\frac{1}{(n-1)!}\int_{a}^{t}(t-s)^{n-1}u(s)ds
である. u\in L[a,b] のとき I_{a+}^{ $\nu$}u は存在する.これを次の補題1で示す.

 1\leq p\leq\infty とする.  L_{\mathrm{p}}[a, b] は L_{p}[a, b]=\{\mathrm{u}:[a, b]\rightarrow \mathbb{R}| \Vert u\Vert_{\mathrm{p}}<\infty\} で定める.ここで

\displaystyle \Vert u\Vert_{p}=(\int_{a}^{b}|u(x)|^{p}dx)^{\frac{1}{\mathrm{p}}}(1\leq p<\infty) , \displaystyle \Vert u\Vert_{\infty}=\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{x\in[a,b]}|u(x)| である. L_{1}[a, b]=L[a,b]
である.次が成り立つ ([5, Lemma 2. 1(\mathrm{a})], [6 , Theorem 2.6]).

補題1.  $\nu$>0 とする. u\in L[a, b] とする.このとき

\displaystyle \Vert I_{a+}^{ $\nu$}u\Vert_{1}\leq\frac{(b-a)^{ $\nu$}}{ $\nu \Gamma$( $\nu$)}\Vert u\Vert_{1}
が成り立つ.すなわち I_{0+}^{ $\nu$}u\in L[a, b] である.

証明.Fubini の定理 (例えば [7, p.126]) より,積分順序を交換すると

\displaystyle \Vert I_{a+}^{ $\alpha$}u\Vert_{1}=\int_{a}^{b}(\frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{a}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}|u(s)|ds)dt
=\displaystyle \int_{a}^{b} ( \displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{s}^{b}(t-s) レー1|u(s)|dt) ds

=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{a}^{b}|u(s)|(\int_{s}^{b}(t-s)^{ $\nu$-1}dt)ds
を得る.ここで \displaystyle \int_{s}^{b}(t-s)^{ $\nu$-1}dt=\frac{1}{ $\nu$}(b-s)^{ $\nu$}\leq\frac{1}{ $\nu$}(b-a)^{ $\nu$} より

\displaystyle \Vert I_{a+}^{ $\nu$}u\Vert_{1}\leq\frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{a}^{b}|u(s)|(\frac{1}{ $\nu$}(b-a)^{ $\nu$})ds=\frac{(b-a)^{ $\nu$}}{ $\nu \Gamma$( $\nu$)}\int_{a}^{b}|u(s)|ds=\frac{(b-a)^{ $\nu$}}{ $\nu \Gamma$( $\nu$)}\Vert u\Vert_{1}
を得る.口

 1<p\leq\infty の場合も,補題1が成り立つ.すなわち,次が成り立つ ([5, Lemma  2.1(\mathrm{a})],
[6, Theorem 2 \cdot 6]):  1\leq p\leq\infty とする.  $\nu$>0 とする. u\in L_{p}[a, b] とする.このとき

||I_{a+}^{ $\nu$}u\displaystyle \Vert_{\mathrm{p}}\leq\frac{(b-a)^{ $\nu$}}{ $\nu \Gamma$( $\nu$)}\Vert u\Vert_{\mathrm{p}}
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が成り立つ.
関数 u の  $\nu$ 階Riemann‐Liouvile 微分  D_{a+}^{ $\nu$} を

D_{a+}^{ $\nu$}u(t)=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(n- $\nu$)}\frac{d^{n}}{dt^{n}}l^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}u(s)ds
で定める.ここで n=[ $\nu$]+1 であり [ $\nu$] は  $\nu$ を越えない最大の自然数である.すなわち,
 n は n-1\leq $\nu$<n をみたす自然数である.  $\Gamma$ はガンマ関数である.以下  a=0 を考える.

 $\nu$>0,  $\beta$>0 のとき

I_{0+}^{ $\nu$}t^{ $\beta$}=\displaystyle \frac{ $\Gamma$( $\beta$+1)}{ $\Gamma$( $\beta$+ $\nu$+1)}t^{ $\beta$+v}, D_{0+}^{ $\nu$}t^{ $\beta$}=\frac{ $\Gamma$( $\beta$+1)}{ $\Gamma$( $\beta$+1- $\nu$)}t^{ $\beta$- $\nu$}
である.これらは,補題2の証明で用いる. u\in L[0, b] のとき,ほとんどすべての点 t で
D_{0+}^{ $\nu$}I_{0+}^{ $\nu$}u(t)=u(t) である (補題3).

 $\nu$>0, m=1 , 2, . . . , [ $\nu$]+1 とする. u(t)=t^{ $\nu$-m} に対して D_{0+}^{ $\nu$}u=0 である ([6, p.37]).
実際, n=[ $\nu$]+1 とする. m=1 , 2, . . . , n に対して

D_{0+}^{ $\nu$}u(t)=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(n- $\nu$)} \frac{f^{l}}{ft^{n}}\int_{0}^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}s^{ $\nu$- $\pi \iota$}ds
=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(n- $\nu$)}\frac{d^{n}}{dt^{n}}\frac{ $\Gamma$(n- $\nu$) $\Gamma$( $\nu$-m+1)}{ $\Gamma$(n-m+1)}t^{n-m}
=\displaystyle \frac{ $\Gamma$( $\nu$-m+1)}{ $\Gamma$(n-m+1)}\frac{\parallel^{l}}{dr^{l}}t^{n-m}=0

となる.2つめの等号は, p, q>0 に対する積分の式

\displaystyle \int_{a}^{t}(t-s)^{p-1}(s-a)^{q-1}ds=\frac{ $\Gamma$(p) $\Gamma$(q)}{ $\Gamma$(p+q)}(t-a)^{p+q-1}
を用いた.この積分の式は,補題2や補題3の証明で用いる.

[a, b] から \mathbb{R} への関数 u が絶対連続であるとは,任意の  $\epsilon$>0 に対して,ある  $\delta$>0 お
よび互いに共通部分をもたないある有限個の [a, b] の部分区間 [a_{1}, b_{1}], [a_{2}, b_{2}] , ) [a_{n}, b_{n}]
が存在して

\displaystyle \sum_{k=1}^{n}(b_{k}-a_{k})< $\delta$\Rightarrow\sum_{k=1}^{n}|u(b_{k})-u(a_{\mathrm{k}})|< $\epsilon$
をみたすときをいう.  u\in L[0, b] に対して, I_{0+}^{1}u は絶対連続であり,ほとんどすべての点 t

で D_{0+}^{1}I_{0+}^{1}u(t)=u(t) である (例えば,[7, p.189, 定理4 特に,任意の自然数 n=1,2,3 , . . .
に対してほとんどすべての点 t で D_{0+}^{n}I_{0+}^{n}u(t)=u(t) である.これは,補題2や補題3の
証明で用いる.

3 命題1の証明

本節では,命題1を証明をする.
まず,次が成り立つ ([5, Corollaxy2.1]).
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補題 2.  $\nu$ > 0 とする.ほとんどいたるところ D_{0+}^{ $\nu$}u = 0 とする.このとき,ある
C_{1}, C_{2} , . . . , C_{n}\in \mathbb{R} が存在して,ほとんどすべての点 t で

u(t)=C_{1}t^{ $\nu$-1}+C_{2}t^{ $\nu$-2}+\cdots+C_{n}t^{ $\nu$-n}

である.ここで n=[ $\nu$]+1 である.

証明. D_{0+}^{ $\nu$}u(t)=0 とする.すなわち \displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(n- $\nu$)}\overline{d}ơt^{n}\displaystyle \int_{0}^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}u(s)ds=0 である.このと

き \overline{\mathrm{d}}ơt^{n}\displaystyle \int_{0}^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}u(s)d8=0 である.これより \displaystyle \frac{d^{n-1}}{dt^{n-1}}\int_{0}^{t}(t-s)^{n- $\nu$}ー1u(s)ds=C_{1} である.

また \overline{d}ơt^{n-2}-2\displaystyle \int_{0}^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}u(s)ds=C_{1}t+C_{2} である.同様に \displaystyle \frac{d^{n- $\vartheta$}}{\& n-S}\int_{0}^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}u(s)ds=
C_{1}t^{2}+C_{2}t+C_{3} である.ただし -c_{2}」 をあらためて C_{1} とした.以下,適宜,定数を置き換え
る.繰り返すと

\displaystyle \int_{0}^{t}(t-s)^{n-\mathrm{v}-1}u(s)ds=C_{1}t^{n-1}+C_{2}t^{n-2}+\cdots+C_{n}
である.ところで

娠 \displaystyle \int_{a}^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}u(s)ds=\frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}(\int_{a}^{ $\varepsilon$}(s- $\tau$)^{n- $\nu$-1}u( $\tau$)d $\tau$)ds
=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{t}u( $\tau$)(l^{t}(t-)^{ $\nu$-1}(s- $\tau$)^{n- $\nu$-1}ds)d $\tau$
=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{t}u( $\tau$)(\frac{ $\Gamma$( $\nu$) $\Gamma$(n- $\nu$)}{ $\Gamma$(n)}(t- $\tau$)^{n-1})d $\tau$
=\displaystyle \frac{ $\Gamma$(n- $\nu$)}{ $\Gamma$(n)}\int_{0}^{t}(t- $\tau$)^{n-1}u( $\tau$)d $\tau$
= $\Gamma$(n- $\nu$)I_{0+}^{n}u(t)

である.また

I_{0+}^{ $\nu$}(C_{1}t^{n-1}+C_{2}t^{n-2}+\cdots+C_{n})=C_{1}t^{ $\nu$+n-1}+C_{2}t^{ $\nu$+n-2}+\cdots+C_{n}t^{ $\nu$}

である.よって

 $\Gamma$(n- $\nu$)$\Gamma$_{0+}u(t)=C_{1}t^{ $\nu$+n-1}+C_{2}t^{ $\nu$+n-2}+\cdots+C_{n}t^{ $\nu$}

すなわち,定数を置き換えて

I_{0+}^{n}u(t)=C_{1}t^{ $\nu$+n-1}+C_{2}t^{ $\nu$+n-2}+\cdots+C_{n}t^{ $\nu$}

を得る.また,ほとんどすべての点 t で D_{0+}^{n}I_{0+}^{n}u(t)=u(t) である.よって

D_{0+}^{n} (C_{\mathrm{i}}t^{ $\nu$+n-1}+C_{2}t^{ $\nu$+n-2}+\cdots+ C為 t^{ $\nu$} ) =C_{1}t^{ $\nu$-1}+C_{2}t^{ $\nu$-2}+\cdots+C_{n}t^{ $\nu$-n}

であるから,ほとんどすべての点 t で

u(t)=C_{1}t^{ $\nu$-1}+C_{2}t^{ $\nu$-2}+\cdots+C_{n}t^{ $\nu$-n}

が成り立つ. 口
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また,次が成り立つ ([5, Lemma 2.4], [6, Theorem2.4]).
補題3.  $\nu$>0, u\in L[0, b] とする. n=[ $\nu$]+1 とする.このときほとんどいたるところで

D_{0+}^{ $\nu$}I_{0+}^{ $\nu$}u=u

である.

証明.補題1より I_{0+}u は存在する. D㌫, I_{0+}^{ $\nu$} の定義および積分順序の交換から

D_{0+}^{ $\nu$}I_{0+}^{ $\nu$}u(t)=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(n- $\nu$)}\frac{d^{n}}{dt^{n}}\int_{0}^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}(\frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{ $\varepsilon$}(s- $\tau$)^{ $\nu$-1}u( $\tau$)d $\tau$)ds
=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$) $\Gamma$(n- $\nu$)}\overline{d}

ư

 t^{n}l\displaystyle \int_{0}^{t}(\int_{ $\tau$}^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}(s- $\tau$)^{ $\nu$-1}u( $\tau$)ds)d $\tau$
=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$) $\Gamma$(n- $\nu$)} \frac{fl}{ft^{n}}\int_{0}^{t}u( $\tau$)(l^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}(s- $\tau$)^{ $\nu$-1}ds)d $\tau$

を得る.また \displaystyle \int_{ $\tau$}^{t}(t-s)^{n- $\nu$-1}(s- $\tau$)^{ $\nu$-1}ds=\frac{ $\Gamma$( $\nu$) $\Gamma$(n- $\nu$)}{ $\Gamma$(n)}(t- $\tau$)^{n-1} であるから

 D_{0+}^{ $\nu$}I_{0+}^{ $\nu$}u(t)=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(n)} \frac{f^{ $\iota$}}{ft^{n}}\int_{0}^{t}(t- $\tau$)^{n-1}u( $\tau$)d $\tau$
=\displaystyle \frac{d^{n}}{dt^{n}}I_{0+}^{n}u(t)
=u(t)

がほとんどすべての点 t で成り立つ.口

以上より,命題1を証明できる.
命題1の証明.補題1より, I_{0+}^{ $\nu$}u\in L[0, b] である.よって I_{0+}^{ $\nu$}D_{0+}^{ $\nu$}u-u\in L[0, b] である.
このとき,補題3より,ほとんどいたるところで

D_{0+}^{ $\nu$}(I_{0+}^{ $\nu$}D_{0+}^{ $\nu$}u-u)=D_{0+}^{ $\nu$}I_{0+}^{ $\nu$}D_{0+}^{ $\nu$}u-D_{0+}^{ $\nu$}u
=D_{0+}^{ $\nu$}u-D_{0+}^{ $\nu$}u
=0

である.補題2より,ある C_{1}, C_{2} , . . . , C塩 \in \mathbb{R} が存在して,ほとんどすべての点 t で

I_{0+}^{ $\nu$}D_{0+}^{ $\nu$}u(t)-u(t)=C\mathrm{i}t^{ $\nu$-1}+C_{2}t^{ $\nu$-2}+\cdots+ (ろ t^{ $\nu$-n}

が成り立つ.これより与式を得る.口

4 命題1の適用例

命題1を使うと得られる定理の例を示そう. f を [0 , 1 ] \mathrm{x}(0, \infty) から \mathbb{R} への関数とす
る.  $\lambda$>0 とする. 1< $\nu$\leq 2 とする.  $\nu$ 階微分方程式に関する初期値問題

\left\{\begin{array}{l}
D_{0+}^{ $\nu$}u(t)=f(t, u(t)) (\mathrm{a}.\mathrm{a}.t),\\
\lim_{t\rightarrow 0+}u(t)=0, \lim_{t\rightarrow 0+}u'(t)t^{2-\mathrm{v}}=( $\nu$-1) $\lambda$
\end{array}\right. (1)

を考える.このとき,次が成り立つ.
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定理 1. 1 <  $\nu$ \leq  2 とする.  $\lambda$ > 0 とする. [0 , 1] \mathrm{x} (0, \infty) から \mathbb{R} への関数 f が
Carathe’odory 条件をみたし,さらに次をみたすとする.

(a) ほとんどすべての点 t\in[0 , 1] および u_{1} \leq u_{2} をみたす任意の u\mathrm{i}, u_{2}\in(0, \infty) に
対して

|f(t, u_{1})|\geq|f(t, u_{2})|

をみたす.

(b)  0< $\alpha$< $\lambda$ をみたすある  $\alpha$\in \mathbb{R} が存在して

\displaystyle \lim_{t\rightarrow 0+}t\int_{0}^{1}(1-s)^{ $\nu$-2}|f(st,  $\alpha$(st)^{ $\nu$-1})|ds=0
をみたす.

このとき, u が初期値問題 (1) の解であるための必要十分条件は u が積分方程式

u(t)= $\lambda$ t^{v-1}+\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}f(s, u(s))ds (2)

をみたすことである.ただし, u は,任意の t\in(0,1] に対して  $\alpha$ t^{ $\nu$-1}\leq u(t) をみたすもの
とする.

ここで, u が初期値問題 (1) の解であるとは,ある  0<h\leq  1 が存在して u\in C[0, h] が
(1) をみたすときをいう. f がCarathéodory 条件をみたすとは,任意の u\in(0, \infty) に対
して t\mapsto f(t, u) がルベーグ可測であり,また,ほとんどいたるところの t\in[0, 1 ] に対し
て, u\mapsto f(t,u) が連続であるときをいう.

[0 , 1 ] 上の関数 a は (0,1] で連続で \displaystyle \int_{0}^{1}|a(t)|t^{ $\sigma$}dt < \infty をみたすとする.また  $\sigma$ < 0,
 $\lambda$>0 とする.このとき,[3] で扱った初期値問題

\left\{\begin{array}{l}
u''(t)=a(t)u(t)^{ $\sigma$},\\
\lim_{\mathrm{t}\rightarrow 0+}u(t)=0, t\rightarrow 0+\mathrm{h}\mathrm{m}u'(t)= $\lambda$
\end{array}\right. (3)

は(1) の例である.実際, f(t, u)=a(t)u^{ $\sigma$}((t, u)\in[0,1]\times(0, \infty)) とする.このとき f は
(a) をみたす. t\in[0 , 1] および u\mathrm{i}, u_{2}>0, u_{2}\leq u\mathrm{i} とする. u_{1}^{ $\sigma$}\geq u_{2}^{ $\sigma$} であるから

|a(t)u_{1}^{ $\sigma$}|\geq|a(t)u_{2}^{ $\sigma$}|

を得る.すなわち (a) をみたす.また f は(b) をみたす.実際, \displaystyle \int_{0}^{1}|a(t)|t^{ $\sigma$}dt<\infty より

\displaystyle \lim_{t\rightarrow 0+}\int_{0}
オ

|a(s)|s^{ $\sigma$}ds=0

である.したがって

\displaystyle \int_{0}^{t}|a(s)|s^{ $\sigma$}ds=\int_{0}^{1}|a(ts)|(ls)^{ $\sigma$}tds=t^{ $\sigma$+1}\int_{0}^{1}|a(ts)|s^{ $\sigma$}ds\rightarrow 0
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が t\rightarrow 0+ のとき成り立つ.これより

t\displaystyle \int_{0}^{1}|a(st)( $\alpha$ st)^{ $\sigma$}|ds=$\alpha$^{ $\sigma$}t^{ $\sigma$+1}\int_{0}^{1}|a(st)|s^{ $\sigma$}ds\rightarrow 0
が t\rightarrow 0+ のとき成り立つ.

定理1を証明する.

定理1の証明. u を初期値問題 (1) の解とする.また,任意の t\in(0,1 ] に対して  $\alpha$ t^{ $\nu$} ー 1\leq u(t)
をみたすものとする.このとき,ある 0<h\leq 1 が存在して u\in C[0, h] である.したがっ
て u\in L[0, h] である.また,(b) より,ある妬 \leq h が存在して

 h_{0}\displaystyle \int_{0}^{1}(1-s)^{ $\nu$-2}|f(sh_{0},  $\alpha$(sh_{ $\eta$})^{ $\nu$-1})|ds<\infty
である.したがって

\displaystyle \int_{0}^{h_{0}}|f(s,u(s))|ds\leq\int_{0}^{h_{0}}(1-\frac{s}{h_{0}})^{ $\nu$-2}|f(s, u(s))|ds
\displaystyle \leq\int_{0}^{h_{0}}(1-\frac{s}{h_{0}})^{ $\nu$-2}|f(s,  $\alpha$ s^{ $\nu$-1})|ds
=h_{0}\displaystyle \int_{0}^{1}(1-s)^{ $\nu$-2}|f(sh_{0}\rangle $\alpha$(sh_{0})^{ $\nu$-1})|ds<\infty

である したがって  D_{0+}^{ $\nu$}u(t) = f(t, u(t)) より D_{0+}^{n}u \in  L[0, h_{0}] である. D_{0+}^{ $\nu$}u(t) =

f(t, u(t)) より, I_{0+}^{ $\nu$}D_{0+}^{ $\nu$}u(t)=I_{0+}^{ $\nu$}f(t, u(t)) である.命題1より,ある C_{1}, C_{2} が存在して

u(t)=I_{0+}^{ $\nu$}f(t, u(t))+C_{1}t^{ $\nu$-1}+C_{2}t^{ $\nu$-2}

である.Riemann‐Liouville 積分 I_{0+}^{ $\nu$} の定義より

u(t)=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}f(s, u(s))ds+C_{1}t^{ $\nu$-1}+C_{2}t^{v-2}
である.条件 1\mathrm{j}\mathrm{m}_{t\rightarrow 0+}u(t)=0 より C_{2}=0 である.実際,条件 (a) と (b) より

|\displaystyle \int_{0}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}f(s, u(s))ds|\leq\int_{0}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}|f(s, u(s))|ds
\displaystyle \leq\int_{0}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}|f(s,  $\alpha$ s^{ $\nu$-1})|ds
=t^{ $\nu$}\displaystyle \int_{0}^{1}(1-s) レー 1|f(st,  $\alpha$(st)^{ $\nu$-1})|ds

\displaystyle \leq t\int_{0}^{1}(1-s)^{ $\nu$-2}|f(st,  $\alpha$(st)^{ $\nu$-1})|ds\rightarrow 0
が t\rightarrow 0+ のとき成り立つ.よって

u(t)=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}f(s, u(s))ds+C_{1}t^{ $\nu$-1}
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である.このとき

u'(t)=( $\nu$-1)C_{\mathrm{i}}t^{ $\nu$-2}+\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$-1)}\int_{0}
オ

(t-s)^{ $\nu$-2}f(s,u(s))ds

である.条件 (a) より

|u'(t)l^{2- $\nu$}-( $\nu$-1)C_{1}| \displaystyle \leq\frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$-1)}\int_{0}^{t}(1-\frac{s}{t})^{ $\nu$-2}|f(s,u(s))|ds
\displaystyle \leq\frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$-1)}\int_{0}^{t}(1-\frac{s}{t})^{ $\nu$-2}|f(s,  $\alpha$ s^{ $\nu$-1})|ds
=\displaystyle \frac{t}{ $\Gamma$( $\nu$-1)}\int_{0}^{1}(1-s)^{ $\nu$-2}|f (st,  $\alpha$(st)^{ $\nu$-1})|ds

が成り立つ.また,条件 (b) より

\displaystyle \lim_{t\rightarrow 0+}u'(t)t^{2- $\nu$}=( $\nu$-1)C_{1}
である.このとき o_{\mathrm{i}= $\lambda$} である.ゆえに u は積分方程式 (2) をみたす.

u は積分方程式 (2) をみたすとする.任意の  t\in (0,1] に対して  $\alpha$ t^{v-1} \leq u(t) とする.
D_{0+}^{ $\nu$}u(t)=f(t, u(t)) である.条件 (a) より

|u(t)|\displaystyle \leq $\lambda$ t^{ $\nu$-1}+\frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}|f(s, u(s))|\mathrm{d}s
\displaystyle \leq $\lambda$ t^{ $\nu$-1}+\frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{t}(t-s)^{ $\nu$-1}|f(s,  $\alpha$ s^{ $\nu$-1})|ds
= $\lambda$ t^{ $\nu$-1}+\displaystyle \frac{t^{ $\nu$}}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{1}(1-s)^{ $\nu$-1}|f(st,  $\alpha$(st)^{ $\nu$-1})|ds
\displaystyle \leq $\lambda$ t^{v-1}+\frac{t}{ $\Gamma$( $\nu$)}\int_{0}^{1}(1-s)^{ $\nu$-2}|f(sl,  $\alpha$(st)^{ $\nu$-1})|ds

が成り立つ.また,条件 (b) より \mathrm{h}\mathrm{m}_{t\rightarrow 0+}u(t)=0 である.このとき

u'(t)=( $\nu$-1) $\lambda$ t^{ $\nu$-2}+\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$-1)}\int_{0}^{t}(t-s)^{ $\nu$-2}f(s, u(s))ds
である.条件 (a) より

|u'(t)t^{2- $\nu$}-( $\nu$-1) $\lambda$| \displaystyle \leq\frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$-1)}\int_{0}^{t}(1-\frac{s}{t})^{ $\nu$-2}|f(s, u(s))|ds
\displaystyle \leq\frac{1}{ $\Gamma$( $\nu$-1)}\int_{0}^{t}(1-\frac{s}{t})^{ $\nu$-2}|f(s,  $\alpha$ s^{ $\nu$-1})|ds
=\displaystyle \frac{t}{ $\Gamma$( $\nu$-1)}\int_{0}^{1}(1-\mathcal{S})^{ $\nu$-2}|f (st,  $\alpha$(st)^{ $\nu$-1})|ds

である.条件 (b) より \displaystyle \lim_{\mathrm{t}\rightarrow 0+}u^{r}(t)t^{2- $\nu$}=( $\nu$-1) $\lambda$ である.  u は初期値問題 (1) の解であ
る 口
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