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Perfectoid 空間論の整数論への応用

(Number theoretic applications of the theory of
perfectoid spaces)

By

伊藤哲史 (Tetsushi ITO)’

Abstract

We ive a brief survey on number theoretic applications of the theory of perfectoid spaces
recently obtained by Peter Scholze and his collaborators. We explain basic strategies and some
ideas of the proofs of the weight‐monodromy conjecture for complete intersections, comparison
theorems for torsion coefficients for rigid analytic varieties, and the construction of Galois
representations associated with regular algebraic cuspidal automorphic representations of  GL_{n}

over totally real or CM fields as well as torsion cohomology classes of locally symmetric varieties.
In this paper, no new results are given, and most of the arguments explained are only briefly
sketched.

§1. はじめに

perfectoid空間論はPeter Scholze 氏 (1987‐) により創始・発展された非Archimedes
局所体上の解析幾何学の理論である.perfectoid 空間論が国際的に初めて公表されたの
は,2011年3月に Princeton 高等研究所 (Institute for Advanced Study) で行われた
Galois 表現に関する研究集会においてであると思う.perfectoid 空間論は,混標数の非
Archimedes局所体上の問題を,正標数の場合に帰着させる解析幾何の枠組みとして導入
された.

perfectoid空間論には,その導入直後から今日に至るまで,整数論への驚くべき応用
が次々と発見されている.例えば,Scholze氏自身 (と共同研究者) による結果として,

1. 完全交叉多様体に対する重さ ・モノドロミー予想の解決 ([65, §9])
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2. adic空間の族に対する  p 進Hodge理論の比較同型 ([67], [66, §3]).

n3. GL の保型表現や局所対称空間の  mod p^{m} 係数コホモロジー類に伴う Galois表現の

構成 ([68])

などがある.また,本稿ではほとんど紹介することができなかったが,perfectoid空間論
の重要な応用の一つとして,Scholze と Weinstein による  p 可除群の変形のモジュライ空

間への応用 (無限レベルの Rapoport‐Zink 空間に対する Faltings‐Fargues 同型) がある
([71]).

これらの応用例はほんの一部に過ぎない.最近では Scholze 氏以外の研究者も per‐
fectoid空間論を応用するようになってきた.分岐理論への応用 ([39]),  p 進Langlands対
応の幾何的実現への応用 ([18]), モチヴィックなノルム体の理論への応用 ([83]) などもあ
る.今後は,岩澤理論,  p 進保型形式,  p 進  L 関数,  p 進代数群の表現論など,様々な分
野への応用が研究されるようになるかもしれない.

本稿の目的は,理想としては,perfectoid 空間論の整数論への応用を解説すること
であった.しかし,もちろんそんなことは不可能であった (そんなことは初めから分かり
きっていたのだが). 著者の能力不足により,表題に反して,perfectoid空間論の応用に
ついてまともな解説をすることはほとんどできていないことをお詫びする.perfectoid空
間論には本稿で説明できていない重要事項も沢山ある.また,説明と著者の能力の都合

上,必要以上に簡略化して説明した結果,正しくないあるいは誤解を招く記述が含まれて

しまった箇所も多いと思う.せめて perfectoid空間論が応用されている雰囲気が少しで
も伝われば幸いと思ってはいたのだが,それがどこまで実現されたかは分からない.

本稿では perfectoid空間の定義や基本性質は復習しない.[82], [65] などを参照して
いただきたい.次節以降,人名の敬称は省略する.

注.説明の都合上,紹介する定理の主張を (意図的に) 大雑把なものにした箇所が
多い.(“証明” と書かれていても,そのほとんどが雑な説明にすぎない.) 定理を紹介す
る際にはできるだけ文献を引用するように心がけたので,正確な設定・主張については適

宜文献にあたっていただきたい.perfectoid空間論やその応用を本格的に勉強する際は,
もっと信頼度の高い文献にあたられることを勧める.perfectoid空間の定義や基本性質に
ついては,津嶋氏の解説 [82] が日本語で分かりやすく書かれているので参照するとよい
だろう.Scholze氏の論文はどれも専門家以外への配慮があり,とても明快に書かれてい

る.この分野に興味のある人には一読を勧める.perfectoid空間論に関する Scholze氏自
身による解説が [66], [69], [70] にある.また,[33], [57], [63] もあわせて参照していただ
く と理解が深まるのではないかと思う.

§2. Perfectoid 空間論の “使い方”

perfectoid空間論には様々な応用があるが,その “使い方” には一定のパターンがあ
るように思う.どうやら,perfectoid空間論は,整数論に現れる様々な不変量の “極限”
の考察を正当化する仕組みとして機能しているようである.
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perfectoid空間論の技術的特徴としては,

 \bullet Huber による adic空間の理論を基礎に置いていること,

 \bullet 本質的に有限生成性をみたさない,非Noether 的な対象であること,

 \bullet 標数の異なる perfectoid空間のエタール・サイ トを比較する仕組み —tilt と呼ばれ
る — を理論の内部に標準装備していること

が挙げられる.幸い,adic空間論はとても一般的な位相環の理論を基礎にしているから,

perfectoid空間論を展開する基礎理論としては適している (他の非Archimedes 的解析幾
何学の枠組み (例えば [34]) を基礎理論として perfectoid空間論を展開することもできる
かもしれないが). また,adic空間の幾何学やエタール・コホモロジーについては,Huber
自身によりすでに確立された理論があるから,それらを活用して perfectoid空間論を応
用できるというメリッ トもある.しかし,これらはあく までも技術的側面であって,これ
だけを眺めていても整数論への応用は見えてこない.

perfectoid空間は,adic空間のうち特殊な (やや技術的な) 条件をみたすものであった:

(perfectoid 空間) (adic 空間).

adic 空間論は極めて汎用度の高い理論であり,代数幾何や整数論に通常現れるような空

間 (スキームや形式スキームなど) は,ほぼすべて含まれてしまう:

(スキーム ) (形式スキーム ) (adic 空間):

しかし,著者のような理解の浅い人間からは,adic 空間の一般論で扱おうとしてい

る対象は広すぎて,幾何学がまともに展開できない対象も含んでいるようにも見える (例
えば位相環 (の組) から自然に定めた構造前層が層にならないことがある). 実際にはある
程度調べやすいクラスに制限して研究することも多い.基礎となる可換環  -p 進体  \mathbb{Q}_{p}
の代数拡大の完備化やその整数環など— を一つ固定して,その環上の有限型スキームの

形式的完備化に伴う解析空間のみを考えるといった具合である.こういったクラスの空

間には確かに非Noether 的なものも含まれてはいるが,ある種の有限性を持つことが多
い.技術的細部に注意を払うことさえできれば — これは時として非自明なことではある

が—通常のスキーム論とほぼ同様の理論が展開できる場合もある.adic空間論を始めと

する種々の非Archimedes 的解析幾何の古典的応用— 曲線・アーベル多様体・志村多様

体の  p 進一意化理論,  p 進保型形式の理論,  p 進微分方程式論,  p 進積分論など— におい

ては,これらのクラスで十分なことも多いようである.

ところで,perfectoid空間は adic空間ではあるが,大抵の場合は上述のような有限
性を持つクラスには属さない.整数論に通常現れるような空間は,大抵の場合,perfectoid
空間にはならない.つまり,

(整数論的に興味のある空間) (adic空間) (perfectoid空間)
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だが,その共通部分はほとんどない:

(整数論的に興味のある空間)  \cap (perfectoid空間)  \approx (ほとんどない):

adic空間や  p 進Hodge理論そのものを研究している専門家を除く と,perfectoid空間自
体は興味のある空間とは言えないかもしれない.

それでは,なぜ,perfectoid空間論が整数論の問題に対してこれほどまでに強力な応
用を持つのだろうか.整数論における種々の不変量の “極限“ の考察が一つの鍵のように

思う.すなわち,

 \bullet 整数論において考察される種々の不変量 (例えばイデアル類群,保型形式,代数的サ
イクル,Galois表現,Hasse‐Weil ゼータ関数など) は,ある種の空間のコホモロジー
(例えばGalois コホモロジー,層係数コホモロジー,エタール・ コホモロジーなど)
を通して記述されることが多い.

 \bullet 実際には,個々の不変量そのものよりも,その “極限” に深い構造・意味が隠されて

いることが多い.そういった不変量の “極限” を自然に扱うことは容易ではなく,問
題に応じた ad hoc な方法で乗り切ることも多い.

 \bullet perfectoid空間論は本質的に非Noether的な解析幾何学であり,整数論に現れる種々
の不変量の “極限” を統一的かつ自然に理解する枠組みを与える.整数論では不変量

の “極限“ を扱う場面は多岐に渡るから,それだけ,perfectoid空間論の活躍の場が
広がることになる.

不変量の “極限” について,いくつかの例を挙げて説明する.

1. 岩澤理論においては,代数体の  \mathbb{Z} 拡大  K_{\infty}/K の中間体のイデアル類群の  p‐部分の
ノルムに関する射影極限を,完備群環  \Lambda:=\mathbb{Z}_{p}[[Ga1(K_{\infty}/K)]] 上の加群として考察す

る.個々の中間体のイデアル類群よりも,その極限である  \Lambda 加群にこそ本質的な情
報が含まれていると考える.しかし,  \backslash K_{\infty} のイデアル類群” を文字通り考えてもあ
まり意味は無い.類体論を使って  K_{\infty} の無限次副  p アーベル拡大に翻訳して研究す

るのが常套手段であり,それは強力かつ重要な手法ではあるのだが,やや ad hoc に
も見える.

2. 有限体  \mathbb{F}_{q} 上有限型のスキームの重要な不変量として Hasse‐Weil ゼータ関数がある.
iHasse‐Weil ゼータ関数は  \ell 進エタール・ コホモロジー  H  (X\otimes_{\mathbb{F}_{q}}F_{q}, \overline{\mathbb{Q}}_{\ell}) への幾何的

Frobenius作用を用いて計算できる.しかし,多くの場合,  H^{i}(X\otimes_{\mathbb{F}_{q}}F_{q}, \overline{\mathbb{Q}}_{\ell}) は見せ
かけのコホモロジー理論であって,

 H^{i}(X \otimes_{\mathbb{F}_{q}}F_{q}, \overline{\mathbb{Q}}_{\ell}) = (\lim H^
{i}(X\otimes_{\mathbb{F}_{q}}F_{q}, \mathbb{Z}/\ell^{n}\mathbb{Z}))
\otimes_{Z_{\ell}}\overline{\mathbb{Q}}_{\ell}
 n

の右辺が正しい.整数論において興味のある  \ell 進コホモロジーは,コホモロジーの一

般論で自然に扱えるものではない.理論的正当化は可能であるが ([28], [46]), やや ad
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hoc に見える.(Scholze と Bhatt は,スキームに対して “副エタール・サイ ト” を導
入し,それを用いた  \ell 進コホモロジーの基礎付けの研究も行っている ([8]). Scholze
自身による  p 進Hodge理論の研究 ([67]) に触発されたようである.perfectoid空間
論で培われた極限操作に関する技術が,スキーム論の発展にも寄与している.)

3.  p 進体  K/\mathbb{Q} 上のアーベル多様体  A に対して,  p^{m} 等分点  A[p^{m}] は整数論における基本
的な研究対象である.実際には,個々の  A[p^{m}] よりもその系列  \{A[p^{m}]\}_{m}-p 可除群と

mいう —に興味深い情報が隠されていることが多い.Tate加群  T_{p}A= \lim_{arrow m}A[p ](K)
やその有理版  VA=T_{p}A\otimes_{Z_{p}}\mathbb{Q} から定まる  p 進Galois表現などであ6.  p 可除群に

m関する重要な定理の中には,有限レベル  A[p ] では成り立たないものも多い (例えば
m[75, Theorem 4]) ところが,各  A[p^{m}] は群スキームだが,その極限  1m_{m}A[p ] ”

は (普通の意味では) 群スキームではないので,その扱いは ad hoc にならざるを得
ない.(Scholze と Weinstein は,  p 可除群の Tate加群やその有理版を adic空間と
して扱うことで,Dieudonne 関手についての一般的な結果を得ている ([71, §3]). 有
限性を持つ空間に留まっていては,こうした結果に到達することは難しい.)

nn4.  p 進保型形式の理論では,保型形式の列  \{f \}  \geq 1 に対して,Fourier係数やHecke 固

有値の  p 進解析族を考察する.個々の保型形式  f_{n} は複素正則関数 (あるいは保型表
現  ) として確固たる意味を持つが,その極限  \backslash \backslash 1^{\wedge}  f_{n} ” には意味がない.この正当化

  narrow\infty

のために,Fourier係数の極限を形式的ベキ級数として考察したり,Hecke 環の (一
見人工的な) 射影極限を取ったり,モジュラー曲線 (より一般には志村多様体) の整モ
デルの極限 (標準塔・井草塔) の形式的完備化上の連接層の切断を使ったり,巨大な
係数を持つ群コホモロジーを使うことがある.これらは技術的には大切なものだが,

ad hoc な手法にも見える.

5. 保型形式の空間に作用する Hecke作用素を理解する一つの方法として,保型形式の
空間のレベルを上げていった帰納極限へのアデール群の作用を通して  p 進代数群の

既約許容表現を構成して佐武パラメータの理論として理解するというものがある (例
えば [51]). 適当な条件下において,保型形式はモジュラー曲線 (より一般には志村
多様体) 上のベクトル束の切断やコホモロジー類と解釈できるから,私たちは,

 \backslash \backslash 

モ
ジュラー曲線上のベクトル束の切断やコホモロジー類の帰納極限” に興味があると言

える.しかし,  \backslash \backslash モジュラー曲線上のベクトル束の切断やコホモロジー類の帰納極限”
を  \backslash \backslash モジュラー曲線の射影極限上のベクトル束の切断やコホモロジー類’ と考えるの

は困難である.その都度有限レベルに降りてくるといった ad hoc な方法に頼ること

も多い.同様の困難には,志村多様体の局所版である Rapoport‐Zink 空間を研究す
る際にも直面する.しかし,ad hoc な方法ばかりに頼っていては,Faltings‐Fargues

同型のような無限レベル特有の現象を理解することは難しい ([31], [71]).

perfectoid空間論は,従来の理論では ad hoc にしか扱えなかった “極限” を,直接
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かつ□然に扱うことを可能にする枠組みを与えているように思う.模式的に書けば,

(整数論的に興味のある空間の “極限”) (perfectoid空間) (adic空間)

と考えられる.

perfectoid空間においては,通常の代数幾何や整数論に現れる有限性の条件は,大抵
の場合みたさない.しかし,強力な adic空間論のおかげで,ある程度まともな幾何学が

展開できる空間にはなっている (例えばperfectoid空間では構造前層は層になる.エター
ル・コホモロジーの理論も展開できる). もちろん,tilt という道具が,perfectoid空間上
で自由自在に使えることは大きな利点である.

従来の方法

ad hoc な

整数論的な不変量  \underline{\limarrow} 不変量の “極限”  \underline{jE^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}}\acute{}Ĩb 興味深い現・定理
(種々のコホモロジー)

adic 空間論・ tilt
空間の ‘perfectoid 化”

perfectoid空間論の整数論への応用 (模式図)

Perfectoid 空間論の “使い方” (まとめ)

ステップ 1 (極限への移行) まず,考えている問題を整理して,どのような空間のどのよ
うなコホモロジーの極限に関する問題として理解できるかを考察する.このステップ

は問題ごとに異なるから,一般的なアプローチがあるわけではない.

ステップ 2 (perfectoid 化) 次に,考えたい不変量の “極限” を,“空間の極限” のコホ
モロジーと解釈する.“空間の極限” は通常の代数幾何学の範疇では意味を持たない

こともあるが,それにあたるものがperfectoid空間になることを証明する.いわば
“空間のperfectoid化“ を証明するステップである.技術的にはここが一番のポイン
トとなる.

ステップ 3 (正標数への帰着) 晴れて不変量の “極限” が “perfectoid 空間のコホモロ
ジー” と解釈できたら,いよいよ問題を解決するステップである.perfectoid空間に
標準装備されている tilt を使って,正標数の場合に問題を帰着して解決することが
多い.
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もちろんこれはかなり大雑把な説明であって,実際の応用はこんなに単純ではない.
各ステップの意味付け・正当化のために追加の議論が必要になることも多い.いくつかの

応用例について,次節以降で見ていく.

注.現時点でperfectoid 空間論の応用として解決されている問題の多くは,これ
らのアプローチが適用可能なものに限られているようである.したがって,考えている問
題が,

 \bullet エタール・ コホモロジーの問題として解釈可能であり,

 \bullet 正標数においては解決済 (または解決可能) である

必要がある.整数論には,もちろん,エタール・ コホモロジー以外のコホモロジー理論

(例えばクリスタル・コホモロジーやモチヴィック・コホモロジーなど) に関する問題もあ
るが,そのような問題を perfectoid 空間論を使って直ちに解決することは難しいかもし
れない.また,正標数で未解決の問題については,perfectoid空間論を使って解決するこ
とは難しいと思われる.

注.整数論に現れる “極限” はもちろんこれだけではない.Taylor‐Wiles 系やEuler
1系に現れる射影極限は,補助的な素数列  p , p2, に関する人工的なものである.現在の

ところ,このような極限は可換環が完全交叉であることを示すために補助的に用いられる

ものであって,それ自身には幾何的な意味は無いと考えられているようである.

§3. tilt の応用例 —Perfectoid 空間論以前

perfectoid空間論の応用において鍵となるのは,何と言っても,理論に標準装備され
ている標数変更の仕組み —tilt — であろう.ここでは tilt の応用の  \backslash \backslash おもちゃのモデ

ル“ (toy model) として,次の定理を紹介する.

定理3.1.  p を素数,  \mathbb{Q}_{p} を  p 進体とする.  \mathbb{Q}_{p} に1の  p ベキ乗根をすべて添加した
体  \mathbb{Q}_{p}(\mu_{p^{1}}) の絶対Galois群

Gal  (\overline{\mathbb{Q}_{p}(\mu_{p^{\infty}})}/\mathbb{Q}_{p}(\mu_{p^{1}}))

の副  p Sylow 部分群は,自由副  p 群である.

定理3.1自体にはそれほどの面白みはないかもしれないが,自明な主張ではないだ

ろう.ここでは,この定理を,perfectoid空間論の考え方を用いて証明しよう.鍵となる
のは,

“ とても分岐した無限次拡大体においては,絶対 Galois群の  p 部分が
単純な法則に支配される”
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という現象である.このような現象は,perfectoid空間論を応用する場面において頻繁に
現れる.

定理3.1の証明のポイントは,  \mathbb{Q}_{p}(\mu_{p^{1}}) の  p 進完備化

 K:=\mathbb{Q}_{p}(\mu_{p^{1}})^{\wedge}

がperfectoid体になることである.  \mathbb{Q}_{p}(\mu_{p^{1}})/\mathbb{Q}_{p} は岩澤理論でおなじみの無限次 Galois
拡大であるから説明は不要であろう.

注.実は,この定理において  \mathbb{Q}  (\mu_{p^{1}}) という体そのものには,それほど大きな意

味はない.例えば  \mathbb{Q} に  p の  p ベキ乗根をすべて添加した体  \mathbb{Q}  (p^{1/p^{1}}) — これは Kisin

加群の理論 ([50]) で活躍する  \mathbb{Q} の非Galois拡大である — を考えても定理3.1は同様
に成立する.  (\mathbb{Q}_{p}(p^{1/p^{1}}) の  p 進完備化がperfectoid体になることを使えば証明は同様で
ある.)

1証明.  \mathbb{Q}_{p}  (\mu_{p} ) の  p 進完備化を  K  :=  \mathbb{Q}_{p}(\mu_{p^{1}})^{\wedge} とおく.  K は perfectoid 体であ

る.その tilt  K^{\flat} は標数  p の perfectoid体であり,それらの絶対Galois群の間に標準的
な同型が存在する.具体的には,

 K^{\flat}  .:= Frac  (  \lim_{arrow,x\mapsto x^{p}}\mathcal{O}_{K}/p\mathcal{O}_{K})  \cong  (\mathbb{F}_{p}((t))(t^{1/p^{1}}))^{\wedge}

である ([82]).  p 進完備化が絶対Galois群を変えないこととあわせて,

Gal  (\overline{\mathbb{Q}_{p}(\mu_{p}\infty)}/\mathbb{Q}_{p}(\mu_{p^{1}}))  \cong Gal (で  /K)  \cong Gal  (\overline{K^{\flat}}/K^{\flat})

を得る  (K^{\flat} は正標数のperfectoid体なので完全体であるから,  \overline{K^{\flat}} は  K^{\flat} の分離閉包と等
しい). この同型において Gal  (\overline{\mathbb{Q}_{p}(\underline{\mu_{p}\infty})}/\mathbb{Q}_{p}(\mu_{p^{1}
})) の副  p Sylow 部分群に無限次Galois
理論で対応する  \overline{K^{\flat}}/K^{\flat} の中間体を  K^{\flat}/L/K^{\flat} とおく.Artin‐Schreier 系列

 0 arrow \mathbb{Z}/p\mathbb{Z} arrow \overline{L} arrow^{x\mapsto x^{p}-x} 
\overline{L} arrow 0

を用いて Galois コホモロジーを計算することで,

 H^{2} (Gal  (\overline{L}/L),  \mathbb{Z}/p\mathbb{Z} )  =0

が分かる.副  p 群の一般論より,  Ga1(\overline{L}/L) は自由副  p 群である ([72, I, §4.2, Proposition
24, Corollaire 2]).  \square 

単純すぎる例かもしれないが,ここで紹介した定理3.1には,§2で説明したperfectoid
空間論を使うための3つのステップ—極限への移行,perfectoid化,正標数への帰着 —
が一通り現れている.

定理3.1の証明を振り返っておこう.証明のポイントは,
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 \bullet tilt を使って正標数の perfectoid体  K^{\flat} に帰着させることと,

 \bullet 正標数の体においては,Galois コホモロジーがArtin‐Schreier 系列を用いて “簡単
に” 計算できること

であった.  K と  K^{\flat} の間には直接の体論的関係は無い (char  K=0 , char  K^{\flat}  =p>0 だ
から,一方が他方の部分体になることはない). それにも関わらず両者の絶対Galois群が
比較できてしまう ところに,tilt という操作の不思議さ ・面白さがある.Artin‐Schreier
系列は Galois コホモロジーを計算する強力な道具だが,正標数の世界にしか存在しない.

tilt により,それを標数  0 の世界に “移送“ できる.このような操作を系統的に行うこと

を可能にする非Archimedes 的解析幾何学の枠組みが,perfectoid空間論である.

注.もちろん定理3.1を tilt を使わずに証明することもできる.簡単な演習問題

なので,興味のある読者は定理3.1の直接の証明を試みていただきたい.Kummer理論

を用いて定理3.1を証明しようとすると,結局のところ,  K がperfectoid体であること
を証明するのと同様の議論を行うことになるだろう.

注.tilt の考え方自体は新しいものではない.標数の異なる非Archimedes局所体

を近似する理論は,“近い局所体” (close local field) の理論や“ノルム体” (field of norms)
の理論として古典的に知られている.分岐理論,局所相互法則,  p 進Galois表現,  p 進代

数群の表現論などへの応用が知られている ([26], [48], [32], [87]).

§4. 完全交叉多様体に対する重さ・モノドロミー予想

perfectoid空間論の最初の非自明な応用例として,完全交叉多様体に対する重さ・モ
ノ ドロミー予想の解決が挙げられる.Scholze 自身,重さ ・モノ ドロミー予想の解決が

perfectoid空間論を導入する当初の動機であったと述べている ([66, §1]).
重さ ・モノ ドロミー予想は非 Archimedes 局所体上の有限型の代数多様体のエター

ル・コホモロジーに対する予想である.一見すると perfectoid空間論の範疇ではない.そ
れにも関わらずperfectoid空間論が応用できてしまうことは,perfectoid空間論の適用
範囲の広さを表している.

§ 4.1. 重さ・モノドロミー予想

まずは,重さ・モノドロミー予想の主張を復習する.  p を素数,  K を剰余標数が  p の

非Archimedes局所体とする (  K は  \mathbb{Q}_{p} または  \mathbb{F}_{p}((t)) の有限次拡大である).  \ell を  p と異
なる素数とし,体同型

 \iota:\overline{\mathbb{Q}}_{\ell} \cong \mathbb{C}

を固定する (  \mathbb{C} は複素数体).  K の剰余体を  \mathbb{F}_{q} とおけば,  q は  p のベキである.自然な連
続全射  Ga1(K^{sep}/K)  arrow Gal  (F_{q}/\mathbb{F}_{q}) の核を  I_{K} とおく (  I_{K} を  K の惰性群という). 次
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のような完全系列がある:

1  arrow  I_{K}  arrow Gal  (K^{sep}/K)  arrow Gal  (F_{q}/\mathbb{F}_{q})  arrow  1

Frobq  \in Gal  (F_{q}/\mathbb{F}) を幾何的Frobenius元とする.これは,  x\in F_{q} に対し,Frobq  (x)=
 x^{1/q} で定義される元であり,Gal  (F_{q}/\mathbb{F}_{q}) の位相的生成元である.

Xを  K 上の固有かつ滑らかなスキームとする.このとき,  \ell 進エタール・コホモロジー

 H^{i}(X\otimes_{K}K^{sep}, \overline{\mathbb{Q}}_{\ell})

は有限次元  \overline{\mathbb{Q}}_{\ell} 線形空間であり,  K の絶対Galois群Gal  (K^{sep}/K) が連続に作用する.惰

K性群  I_{K} の作用による固定部分  H^{i}  (X\otimes K^{sep}, \overline{\mathbb{Q}}_{\ell})^{I_{K}} には Gal  (F_{q}/\mathbb{F}_{q}) が自然に作用す

るから,この作用に関する Frobqの固有値が考えられる.
1970年頃に,Deligne は,エタール・ コホモロジーと Hodge理論との類似や,代数

幾何・整数論における種々の予想 (特に Grothendieckのモチーフ理論や  L 関数の解析的
性質 (収束半径・極の位置) の考察) を踏まえて,次の予想を提出した.

K予想4.1 (重さ ・モノ ドロミー予想 ([22])).  \alpha  \in  \overline{\mathbb{Q}}_{\ell} を  I ‐固定部分  H^{i}  \otimes_{K}

 K^{sep},  \overline{\mathbb{Q}}_{\ell})^{I_{K}} へのFrobq の作用の固有値とする.このとき,不等式

 |\iota(\alpha)| \leq q^{i/2}

が成立する (ここで  | .  | は複素絶対値を表す).

注.Xの Hasse‐Weil ゼータ関数は

1

 1-\alpha q-s

という形の関数の交代積で書けるから,予想4. 1は Hasse‐Weil ゼータ関数の局所因子の

極や零点の位置の評価を与える.予想4.1は代数多様体やモチーフから定まるゼータ関

数・  L 関数の性質を研究する上でも大切な予想である.

注.予想4.1のより精密なバージョンとして,  \ell 進エタール・ コホモロジーに “重
さフィルトレーション” と  \backslash \backslash モノ ドロミー・ フィルトレーション” と呼ばれる減少フィル

トレーションを定義して,それらが “次数のずれ” を除いて一致するという形の予想もあ

る ([44], [65, §9]) もし予想4. 1が一般的に成り立てば,Poincaré双対性やKuunneth公
式を組み合わせることでフィルトレーションを用いた精密版の予想も導かれるから ([25,
Theoreme 1.8.4] の証明を参照), 予想4.1の主張が問題の本質的な困難さを表している
と思う.

注.現在のところ,予想4.1はXの次元が3以上の場合は一般には未解決である.

予想4. 1の難しいところは,  K の絶対Galois群Gal  (K^{sep}/K) を構成する2つの構成要
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素—幾何的Frobenius元と惰性群 —の不思議な関係を主張しているところにあるよう

に思う.このような関係はエタール・コホモロジーの一般論からは,なかなか見えてこな

い.予想4.1はエタール・ コホモロジーに隠された整数論的情報一時としてそれは,  L

関数の極や零点として私たちの  \backslash \backslash 目に見える” ようになるのだが — を表した予想である.

注.Xが整数環  \mathcal{O}_{K} 上の固有かつ滑らかなモデル Xを持つ場合は,エタール・ コ

ホモロジーの (固有射および滑らかな射に対する) 底変換定理から導かれる同型

 H^{i}(X\otimes_{K}K^{sep}, \overline{\mathbb{Q}}_{\ell}) \cong H^{i}(X\otimes_{
\mathcal{O}_{K}}F_{q}, \overline{\mathbb{Q}}_{\ell})

がある.惰性群  I_{K} の作用は自明になり,予想4.1は  \mathbb{F} 上の固有かつ滑らかなスキーム

のエタール・ コホモロジーへのFrobqの作用の問題に帰着される.これは,Xが射影的
な場合は Deligne が “Weil  I” において解決している ([23]). 射影的でない固有スキーム
の場合は “Weil  II” による ([25]). オルタレーションを用いて “Weil  I” に帰着すること
もできる ([21]). なお,この場合は,予想4.1の不等式は等式となる.

注.  K=\mathbb{F}_{q}((t)) であって Xが  \mathbb{F} 上超越次数1の体上定義されている場合は,予

想4.1は Deligne により “Weil II” の中で解決されている ([25], [49]). Deligne による証
明には関数体上の大域的手法 (関数体の類体論・  L 関数の解析的性質など) が用いられた.
この結果は “Weil  II” において確立されたコホモロジー論の諸定理 (純な重さを持つ  \ell 進
層の圏の半単純性や強Lefschetz 定理など) の基礎ともなった.より一般に  K が正標数
の場合も,“Weil  II” に帰着することで予想4.1を証明することができる ([80], [45]).

注.  i\leq 2 の場合や  i\geq 2\dim X-2 の場合は,オルタレーションと超平面切断を用

いて2次元の場合に帰着して Rapoport‐Zink の重さスペクトル系列を用いることで予想
4.1を証明することができる ([21], [59], [62]) また,  i  =  1 の場合は,Picard‐Lefschetz
定理や,アーベル多様体の Neronモデルの性質を用いて証明することもできる ([89]).

i注.Xが総実代数体または CM 体上定義され,  \ell 進エタール・コホモロジー  H  (X\otimes_{K}
 K^{sep},  \overline{\mathbb{Q}}_{\ell}) から定まる Galois表現が保型表現に伴う Galois表現の直和 (の局所成分) で
書ける場合,局所・大域Langlands対応の整合性を用いることで予想4. 1が証明可能な
場合がある ([78], [12]). (なお,[78] の証明は,ユニタリ型の志村多様体の半安定モデル
の特殊ファイバーのエタール・コホモロジーを,井草多様体のエタール・コホモロジーを

用いて計算することにより行われる.上述の重さスペクトル系列 (を  p の外の Hecke環
の作用で分解したもの) の  E_{2} 退化が証明され,予想4.1が導かれる.) また,  \ell 進Galois
表現の潜保型性 (例えば [5]) を用いることで,証明可能な代数多様体のクラスを広げる
こともできる.例えばあるクラスの Calabi‐Yau 多様体 (例えば [4]) に対して証明するこ
とができる.しかし,このような方法で扱える Galois表現は Hodge‐Tate の重さが異な
る (§6で述べる “正則代数的” な保型表現に対応する) 必要があるから,扱えるクラスは
かなり制限される.最近は,このような方向への潜保型性の応用としては,Patrikis と

Taylor による決定的な結果 [58, Corollary  B ] がある.
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§4.2. Perfectoid 空間論の重さ・モノドロミー予想への応用

Scholze は,perfectoid空間論の応用として,重さ ・モノ ドロミー予想 (予想4. 1) が
完全交叉多様体の場合に成り立つことを示した.

定理4.2 ([65, Theorem 9.6]).  K/\mathbb{Q}_{p} を有限次拡大とする.

 X\subset \mathbb{P}_{K}

を滑らかな完全交叉多様体とする.このとき,X に対する予想4.1が成立する.

ほぼ同様の方法で,Xが射影的で滑らかなトーリック多様体における集合論的な完

全交叉 (set theoretic complete intersection) の場合も証明できる.“完全交叉” は,それ
ほど広くはないが興味深い代数多様体を多数含むクラスである.混標数の場合の予想4.1

が,このようなある程度広いクラスの代数多様体で証明されたのは初めてのことである.
その証明方法の斬新さも相まって,定理4.2は驚きを持って迎えられた.

証明.予想4.1の主張は惰性群  I の作用による固定部分へのFrob の作用に関す

るものであるから,  K を剰余次数が有限であるような代数拡大の  p 進完備化  K' に置き換

えて示せば十分である.実際,

 H^{i}(X\otimes_{K}\overline{K}, \overline{\mathbb{Q}}_{\ell})^{I_{K}} \subset 
H^{i}(X\otimes_{K}\overline{K'}, \overline{\mathbb{Q}}_{\ell})^{I_{K'}}

であるから,もし右辺について予想4.1が成立すれば,左辺についても成立する.
定理3.1を参考に,tilt を用いて正標数の場合に帰着して証明することを考えよう.

 K に1の  p ベキ乗根をすべて添加した体の  p 進完備化を  K'  =K(\mu_{p^{1}})^{\wedge} とおく  (K'  =

 K(p^{1/p^{1}})^{\wedge} とおいてもよい).  K'/K の剰余次数は有限であり,  Ga1(\overline{K'}/K')  \subset Ga1(\overline{K}/K)
である.さらに,tilt により,  K' と  (K')^{\flat} の絶対Galois群は同型である.

しかし,問題はそれほど単純ではない.X は  K 上の有限型スキームであるから,

X  \otimes_{K}K'  \mathbb{P}_{K}^{N} , に伴う adic空間は perfectoid空間ではない.したがって,X  \otimes_{K}K' の
tilt  \backslash ((X\otimes_{K}K')^{\flat} ” を考えることはできない.

そこで,次のような (やや人工的な) 極限への移行操作を行う.X  \otimes_{K}K'  \mathbb{P}_{K}^{N} , に
伴う adic空間を

 (X \otimes_{K}K')^{ad} \subset (\mathbb{P}_{K}^{N},)^{ad}

とおく.このとき,射影座標を  p 乗する射

 \varphi :  [x_{0} :x_{1} : :x_{N}]  \mapsto  [x_{0}^{p} :x_{1}^{p} : :x_{N}^{p}]

に関する射影極限   \backslash \backslash \lim_{arrow\varphi}(\mathbb{P}_{K}^{N},)^{ad} ” は,次の意味でperfectoid空間とみなすことができる:

perfectoid空間  Y と,adic空間の射   Yarrow  (\mathbb{P}_{K}^{N},)^{ad} の射影系であって,底空間
の間の写像  |Y|   arrow\lim_{arrow\varphi}|(\mathbb{P}_{K}^{N},)^{ad}| が同相写像であり,任意の  y\in Y に対して,  y

の像の剰余体の帰納極限から  y の剰余体への写像が稠密な像を持つ.
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これを

 Y  \sim \lim(\mathbb{P}_{K}^{N},)^{ad}
 \varphi

と書く ([65, Definition 7.14]). このとき,  Y のエタール・ トポスは,  (\mathbb{P}_{K}^{N},)^{ad} のエタール・
トポスの射影極限と同型になる ([65, Theorem 7.17]).

さて,  Y は perfectoid空間であるから,そのtilt  Y^{\flat} を考えることができる.このと
き  (K')^{\flat} 側でも

 Y^{\flat}  \sim \lim(\mathbb{P}_{(K')^{\flat}})^{ad}
 \varphi

となることが証明できる.(証明のポイントは,  \mathbb{P}^{N} や  \varphi が基礎体によらない組み合わせ
的データによるチャートの貼り合わせで構成されることである.同様の構成はトーリック

多様体でも可能である.)
次に,  X\subset \mathbb{P}_{K}^{N} が完全交叉であることを用いる.Xの定義方程式の係数を  p 進的に

十分近似することで,tilt 側の射影的代数多様体  Z\subset \mathbb{P}^{N} であって以下をみたすもの (K')^{\flat}
の存在が示せる ([65, §9]):

 Z は  \mathbb{F}_{q} 上の超越次数が1の体上定義され,エタール コホモロジーの単射

 \psi :  H^{i}  (X\otimes_{K}K^{sep}, \mathbb{Q}_{\ell})  \mapsto  H^{i}(Z\otimes_{(K)^{\flat}}\overline{(K')^{\flat}}, \mathbb{Q}_{\ell})

であって,tilt による絶対Galois群の同型

Gal  (\overline{K'}/K')  \cong Gal  (\overline{(K')^{\flat}}/(K')^{\flat})

と両立するものが存在する.

この部分の証明には,Huber による adic空間のエタール・ コホモロジー論 ([42]) が用い
られる.特に,Rigid解析空間の族に対するコホモロジーの連続性定理 ([43, Theorem 3.6
 (a)]) が重要である.一見突拍子もない主張にも見えるが,コホモロジー論的枠組みさえ

整えば,  \psi の構成そのものは標準的な議論の組み合わせであり,難しくない.こうして,
混標数の体  K 上の代数多様体 Xのエタール・ コホモロジーが,正標数の体  (K')^{\flat} 上の代
数多様体  Z のエタール・ コホモロジーの中に埋め込まれる.

さて,“Weil  II” により,予想4.1は  Z に対して成立する ([25]). tilt による絶対
Galois群の同型が幾何的Frobenius元や惰性群と両立することがtilt の構成法から分か

るから,予想4.1はX に対しても成立することがしたがう.  \square 

注.重さ・モノ ドロミー予想には (対数的) クリスタル・コホモロジーを用いて定式
化するバージョンも存在する ([56]). しかし,クリスタル・ コホモロジーについては tilt
で直接比較することが難しいと思われることから,perfectoid空間論を用いて解決するこ
とは難しそうである.
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§5.  p 進 Hodge 理論への応用

 p 進Hodge理論は,  p 進体上の空間に対して定まる性質の異なるコホモロジーを繋
ぐ理論である.特にエタール・ コホモロジーのような “位相的” なコホモロジーと,de
Rham コホモロジーやクリスタル・ コホモロジーのような “連接層的・微分形式的” なコ

ホモロジーを結ぶ理論を  \backslash \backslash p 進Hodge理論” と呼ぶことが多い.今日では  p 進Hodge理
論については様々なアプローチが知られている.スキームの場合の伝統的な方法 (例えば
[81], [30], [6]) では,程度の差はあるものの,オルタレーションを用いて扱いやすい整モ
デル (例えば半安定モデルや対数的に滑らかなモデル) を構成して,対数幾何学の具体的
な計算を行うことが多い.

Scholze は,perfectoid空間論の応用として,adic空間に対して  p 進Hodge理論の
比較同型 (de Rham 比較同型) を証明した ([67], [66, §3]). Scholze の方法は整モデルを
用いない  p 進解析幾何的なものである.オルタレーションや対数幾何学は使わない.ス

キームのみならず,より一般に,Rigid解析空間の固有かつ滑らかな族についても適用可
能であるという利点もある.技術的にはもちろん大きく異なるが,証明の発想は  C^{\infty} 多

様体の de Rham 比較同型の古典的証明に近いかもしれない ([85], [11]).

§5.1. Scholze の比較同型 (構成可能  \mathbb{F}_{p} 層の場合)

説明を簡単にするため,de Rham 比較同型の一歩前の段階である  \backslash \backslash \mathbb{F}_{p} 層の比較同
型” を紹介する.

基礎体として  \mathbb{Q}_{p} の代数閉包の  p 進完備化  C:=(\overline{\mathbb{Q}}_{p})^{\wedge} をとる.  C はperfectoid体で
ある.XをSpa  (C, \mathcal{O}_{C}) 上固有な adic空間とする.Xét をXのエタール・サイ トとする
([42]). Xét 上の層 Ox,  \mathcal{O}_{X}^{+} を,エタール射

 U=Spa(A, A^{+}) arrow X

に対して

 \mathcal{O}_{X}(U) =A, \mathcal{O}_{X}^{+}(U) =A^{+}

と定める.  \mathcal{O}_{X} をX上の正則関数の層と見たとき,“値が1以下” であるような関数のな

tす部分層が  \mathcal{O}_{X}^{+}  \subset \mathcal{O}_{X} である.  L をXé 上の  \mathbb{F} 加群に値を取る構成可能層 (constructible
sheaf) とする.そのような  L を構成可能  \mathbb{F}_{p} 層 (constructible  \mathbb{F}_{p} ‐sheaf) という.

Scholze は adic空間 X上の構成可能  \mathbb{F}_{p} 層  L に対し,エタール・ コホモロジーの有

限性を示した.そして,エタール・ コホモロジーを連接層のコホモロジーと “almost に“
結びつける定理を証明した.

定理5.1 ([67, Theorem 5.1], [66, Theorem 3.13]).

1.  H^{i} (Xét, L) は有限次元  \mathbb{F}_{p} 線形空間である.  i  >  2\dim X なら,  H^{i} (Xét, L)  =  0 で
ある.
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2. almost 同型

C H^{i} (Xét,  L )  \otimes_{\mathbb{F}_{p}}\mathcal{O}  /p  \cong_{a}  H^{i} (Xét,  L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\mathcal{O}_{X}^{+}/p )

が存在する.(  \cong_{a} は almost 同型を表す ([82]). )

注.定理5.1は,Xが固有かつ滑らかで,  L が局所定数の場合は [67] で証明され
た.また,Rigid解析空間に対する特異点解消定理 ([9], [79]) を用いることで,“滑らか”
の仮定を外すことができる ([66, §3]). しかし,一般には “ 固有” の仮定を外すことはで
きない (反例がある).

定理5.1 (2) の両辺は異なる種類のコホモロジーであることに注目されたい.簡単な
mコホモロジー論的議論により,定理5.1の主張を  \mathbb{Z}/p  \mathbb{Z} 局所系に対して示すこともでき

mる.定数層  \mathbb{Z}/p  \mathbb{Z} に対して定理5.1を適用し,  m に関する射影極限をとり,  p を可逆に

することで,左辺からは  p 進エタール コホモロジー

(   \lim_{m}H^{i} (Xét,  \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})\otimes_{Z/p^{m}Z}\mathcal{O}_{C}/p^{m} )  \otimes_{\mathcal{O}_{C}}C  =  H^{i} (Xét,  \mathbb{Q}_{p} )  \otimes_{\mathbb{Q}_{p}}C

が得られる.また,詳細は省略するが,副エタール・サイ ト  X_{pro}‐ét を用いた計算により,
右辺からは

(   \lim_{m}H^{i} (Xét,  \mathcal{O}_{X}^{+}/p^{m} ))  \otimes_{\mathcal{O}_{C}}  C=H^{i} (  X_{pro}‐ét;  \hat{\mathcal{O}}_{X}^{+} )  \otimes_{\mathcal{O}_{C}}C

 =H^{i}(X_{pro-\'{e} t}, \hat{\mathcal{O}}_{X})

  \cong\bigoplus_{s+t=i}H^{s}(X, \Omega_{X}^{t})(-t)

が得られる.こうして,いわゆる  \backslash \backslash Hodge‐Tate 分解” が証明される (古典的な  p 可除群
の場合は [75] を参照). ここで,  \hat{\mathcal{O}}_{X}^{+} は副エタール・サイ ト上の層であって,

  \hat{\mathcal{O}}_{X}^{+} :=\lim \mathcal{O}_{X}^{+}/p^{m}, \hat{\mathcal{O}}_
{X} :=\hat{\mathcal{O}}_{X}\otimes_{\mathcal{O}_{C}}C
 m

で定義される ([67, Definition 4.1]). さらにもう少し議論することで,de Rham 比較同
型を証明することもできる:

有限次拡大体  K/\mathbb{Q} 上定義された固有かつ滑らかなadic空間  X_{0} に対し,Gal  (\overline{K}/K)
の作用と両立する同型

 H^{i} ((  X_{0}\otimes_{K}  K )é  t ,  \mathbb{Q}_{p} )  \otimes_{\mathbb{Q}_{p}}B_{dR}  \cong  H_{dR}^{i}(X_{0})\otimes_{K}B_{dR}

が存在する ([67, Corollary 1.8], [69, Theorem 11.8]).
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より一般に,adic空間の固有族  f :  Xarrow Y に対する de Rham 比較同型も証明できる.

(詳細は [67], [66, §3] を参照.)

注.Hodge‐de Rham スペクトル系列の退化も証明できる ([67, Corollary 1.8], [69,
Theorem 11.9]). Scholzeの手法は純  p 進解析幾何的なものなので,代数化できない adic
空間に対しても適用可能である.複素数体  \mathbb{C} 上の場合と異なり,Hodge‐de Rhamスペク
トル系列の退化の証明において “Kähler” といった条件は不要である.  \mathbb{C} 上ではHodge‐de

Rham スペクトル系列の退化しない (Kähler でない) 複素多様体が知られている (岩澤多
様体と呼ばれる ([37, p. 444])). Scholze の定理の帰結として,そのような多様体は adic
空間の世界には存在しないことが分かる.

§5.2. Adic 空間の副エタール・サイト

定理5.1の証明には副エタール・サイ ト (pro‐etale site) が用いられる.副エター
ル・サイ トの正確な定義は省略するが,およそ次のようなものである (正確な定義は [67,
Definition 3  \cdot 9] を参照).

“被覆“ の構成要素としての開集合を一般化して  \backslash ( エタール射” も含めたものがエター

ル・サイ トであったことを思い出そう.エタール・サイトをさらに拡張して,adic空間の
射の系列

 V_{\lambda} arrow Uarrow X

であって,  Uarrow X がエタール射で,  V_{\lambda}  arrow U が有限エタール全射の射影系となってい

るようなものも含めたものが,副エタール・サイ ト Xpr。‐ét である.系列  V_{\lambda}  arrow Uarrow X

に対し,底空間の射影極限  1m_{\lambda}|V_{\lambda}| を考えることができる.底空間のレベルで被覆となっ
ているものを “副エタール被覆” と定めることで,サイ トの構造を入れる.

注.底空間を用いたこのような素朴な定義が機能するところに,基礎理論として

adic 空間論を採用したことの利点がある.古典的な Rigid 幾何学のような “許容被覆
(admissible covering)” を考慮しながら副エタール・サイ トを導入するのは,かなり困難
であろう.

副エタール・サイ ト  X_{pro}‐ét の対象  V_{\lambda}  arrow Uarrow X であって,  V_{\lambda}  =Spa(A_{\lambda}, A_{\lambda}^{+})
と書けるものを考える.

 R^{+} := (_{\frac{1i}{\lambda}}A_{\lambda}^{+})^{\wedge}, R:=R^{+}
\otimes_{\mathcal{O}_{C}}C
とおく (  ()^{\wedge} は  p 進完備化). 組  (R, R^{+}) がperfectoid代数となるとき,やや非公式な言
い方かもしれないが,

 \backslash \backslash V_{\lambda}  arrow Uarrow X は perfectoid空間である”
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と言うことにする  ( [67, Definition 4.  3  (i)]) このとき,

Spa  (R, R^{+})  \in X_{pro-\'{e} t}

とも書く.

次の命題は perfectoid空間論を adic空間に応用する際の鍵である.なお,この命題
はXが滑らかとは限らない場合も成立する (Colmez による).

C命題5.2 ([67, Proposition 4.8], [20]). X を局所 Noether 的な Spa  (C, \mathcal{O} ) 上の
adic空間とする.このとき,Xは副エタール位相について局所的に perfectoid空間であ

−る.すなわち,Xpr。ét の対象  V_{\lambda}  arrow  Uarrow X であって perfectoid空間であるものが,
Xの副エタール位相の基底をなす.

命題5.2の証明は技術的であり,著者には説明できない.ここではその代わり,命題
5.2が成り立ちそうだという雰囲気を説明する.副エタール位相で局所的に考える際は,

“座標の  p^{m} 乗根を付け加える”

という操作が許される.命題5.2の主張は,この操作をどんどん繰り返して帰納極限をと

り,  p 進完備化をとることでperfectoid代数が得られる,ということである.perfectoid
代数の例  -C\langle T_{1}^{1/p^{1}} , . . . ,   T_{n}^{1/p^{\infty}}\rangle など— を念頭に置けば,命題5.2は自然な主張に見
えるかもしれない.

古典的な  p 進Hodge理論では,  p 進周期環に由来する種々の極限計算のために,“層
の形式的な射影系” を用いて ad hoc な計算を行うことがあった.そのため,種々の “ 自
然な計算” の正当化が困難なものになることも多かった.adic空間 Xに対して副エター

tル・サイ ト  X_{pro-\'{e}} を導入する利点は,そうした  p 進周期環の計算を,形式的な射影系を

用いることなく,層のレベルで直接実現できてしまうことである.例えば,§5.1で説明
した

  \hat{\mathcal{O}}_{X}^{+} .:= \lim \mathcal{O}_{X}^{+}/p^{m}

tは  X_{pro}‐ét 上の層である (  X_{pro-\'{e}} 上の “層の形式的な射影系” ではない  ! ).
エタール・サイ ト Xét 上の層  \mathcal{F} を副エタール・サイ ト  X_{pro}‐ét に引き戻してもコホ

モロジーは変化しない ([67, Corollary 3.17]). すなわち,

t H^{i} (Xé ,  \mathcal{F})  \cong  H^{i}(X_{pro-\'{e} t}, \mathcal{F})

が成り立つ (  \mathcal{F} の引き戻しを同じ記号で書いた). Xpr。‐ét は,  p 進周期環の計算が可能と
− tなるように,Xét をうま く拡張したものである.  X_{pro} é を用いることにより,種々の議

論の見通しがよくなるばかりでなく , 自然な一般化も可能になる.

§ 5.3. 定理5.1の証明の方針

定理5.1の証明の方針を説明する.構成可能層に関する標準的なコホモロジー論の

議論により,  L が  \mathbb{F}_{p} 局所系の場合 (エタール局所的に定数層と同型な場合) に示せば十分
である ([66, §3.2]).
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とても大雑把に言う と,定理5.1の証明は次のステップに分けられる.

ステップ 1 ([67, Lemma 4.12])
任意のアフィノイ ドperfectoid空8  U=Spa(R, R^{+})  \in X_{pro}‐ét に対し,almost 同型

 H^{i}(U, L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\mathcal{O}_{X}^{+}/p)  \cong_{a}  \{\begin{array}{ll}
almost 有限生成 \mathcal{O}c/p 加群   i=0
0   i>0.
\end{array}
を示す.

この主張は,有限エタール被覆  U'arrow U を取ることで  L が定数層の場合に帰着され

る.定数層の場合は,アフィノイ ド perfectoid空間の構造層のエタール・ コホモロジー
の almost な計算 (almost 消滅定理) を用いて示される ([65, Proposition 7.13]).

ステップ 2 ([67, Lemma 5.6])
詳しくは説明しないが,適当な条件をみたすアフィノイ ド開集合  V\subset X に対し,

 H^{i}(V_{e't}, L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\mathcal{O}_{V}^{+}/p) \cong_{a} 0 
(i>\dim V)

であって,さらに,  V に真に含まれる (strictly contained) 有理的部分集合  V'  \subset V に対
して制限写像

 H^{i}(V_{e't}, L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\mathcal{O}_{V}^{+}/p) arrow H^{i}
(V_{e't}', L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\mathcal{O}_{V}^{+},/p)

の像がalmost有限生成  \mathcal{O}_{C} 加群であることを示す.

この主張の証明は次のように行われる.まず,  V に課した条件 (ここでは説明してい
ないが) を用いることで,Galois群が  \mathbb{Z}_{p}^{\dim X} である副エタール被覆

 \overline{V} arrow V

であって,  \overline{V} がperfectoid空間になるものがとれる (命題5.2も参照),Cartan‐Leray ス
ペクトル系列を用いて  V のコホモロジーを位相群

 Ga1(\overline{V}/V) \cong \mathbb{Z}_{p}^{\dim X}

のコホモロジーで計算する.  \mathbb{Z}^{\dim X} のコホモロジー次元が  \dim X となることがポイント

である.(このような議論は  p 進Hodge 理論において典型的なものである.[75] におい
て,すでに同様の計算が現れている.[30] も参照.)

後半の像の (almost な) 有限性の証明には,アフィノイ ド代数の関数解析的性質 (完
全連続作用素の性質) を用いる (説明は省略する).

ステップ 3 (  [67 , Lemma 5.9])
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アフィノイド開集合による開被覆  X= \bigcup_{i}V_{i} であって,各V がステップ2の条件を
みたすものをとる.これを用いて,

 H^{i}(X_{\'{e} t}, L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\mathcal{O}_{X}^{+}/p)  \cong_{a}  \{\begin{array}{ll}
almost 有限生成 \mathcal{O}c/p 加群   0\leq i\leq 2\dim X
0   i>2\dim X
\end{array}
を示す.このステップにおいては,Xが固有であることが本質的である.

ステップ 4 (  [67 , Theorem 5.1])
 C の tilt を  C^{\flat} とおく.素元  \pi  \in  \mathcal{O}_{C^{\flat}} であって  \mathcal{O}_{C^{\flat}}/\pi=  \mathcal{O}_{C}/p となるものをとる.

Xpro‐ét 上の層  \mathcal{O}_{X}^{+} に  bする tilt を

  \hat{\mathcal{O}}_{x\flat}^{+} := \lim_{arrow,x\mapsto x^{p}}\mathcal{O}_{X}^{
+}/p, \hat{o}_{x\flat} :=\hat{\mathcal{O}}_{x\flat}^{+} \otimes_{\mathcal{O}
_{c\flat}} C^{\flat}
で定めれば,  \hat{\mathcal{O}}_{x\flat}^{+}/\pi  =  \mathcal{O}_{X}^{+}/p となる.これより,  X_{pro}‐éb上の層の系列 (Artin‐Schreier
系列)

(5.1)  0 arrow \mathbb{Z}/p\mathbb{Z} arrow \hat{o}_{x\flat} arrow^{\varphi-id} 
\hat{\mathcal{O}}_{X^{\flat}} arrow 0
が構成される  (\varphi は Frobenius写像.エタール・サイ トのtilt 同値を用いることで,この

系列の完全性が証明できる).  L とのテンソル積をとることで

 0 arrow L arrow L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\hat{\mathcal{O}}_{x\flat} arrow 
L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\hat{\mathcal{O}}_{x\flat} arrow 0
が得られる.

ステップ3で示した

− t X
 H^{i} (Xét,  L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}  \mathcal{O}_{X}^{+}/p )  \cong  H^{i}(X_{pro} \'{e} , L\otimes_{\mathbb{F}_{p}} \mathcal{O}^{+}/p)

のalmost有限生成性より,  H^{i}  (X_{pro-\'{e} t}, L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\hat{\mathcal{O}}_{x\flat}) は有限次元  C^{\flat} 線形空間であり,Frobe‐
nius 写像と両立する同型

 H^{i}(X_{pro-\'{e} t}, L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\hat{\mathcal{O}}_{X^{\flat}}) 
\cong (C^{\flat})^{r}
が存在する ([67, Lemma 2.12]. これは

 \backslash 

(almost世界の単因子論” とでもいうべき結果で
ある).

以上をまとめると,

 H^{i}(X_{\'{e} t}, L) \cong H^{i}(X_{pro-\'{e} t}, L)

 \cong H^{i}(X_{pro-\'{e} t}, L\otimes_{\mathbb{F}_{p}}\hat{\mathcal{O}}
_{X^{\flat}})^{\varphi=1}
 \cong ((C^{\flat})^{r})^{\varphi=1}
 \cong \mathbb{F}^{r}

となって所望の有限性が得られる.定理5.1 (2) の almost 同型も同様に証明できる.
定理5.1の証明を振り返っておこう.ポイントは,
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 \bullet  X_{pro}‐ét において,Xが局所的に perfectoid空間とみなせることと,

 \bullet Xpro‐ét 上に Artin‐Schreier 型の完全系列 (5.1) が構成でき,それを用いてコホモロ
ジーの計算を行うこと

であった.(本当は,これ以外にも説明できていないポイントは沢山あるのだが.)
複雑さの度合いは大きく異なるが,証明の方針は,定理3.1 と似たアイデアに基づ

いていると言える.  X_{pro}‐ét において,perfectoid空間がadic空間の “good cover” ([11,
 I , §5], [85]) を与えていると考えることもできるかもしれない.

§6. Galois 表現の構成

§6.1. 保型表現に伴う Galois 表現

前節までに述べたperfectoid空間論の応用例は,局所的あるいはコホモロジー論的
なものであって,技術的色彩の強いものであった.より大域的な整数論への応用として,
Scholze は保型表現に伴う Galois表現を構成した.

以下では  \ell を素数とし,体同型  \iota:\overline{\mathbb{Q}}_{\ell}\cong \mathbb{C} を固定する.

定理6.1 ([68, Theorem 1.0.4, Corollary 5.4.2]).  n  \geq  2 とする.  F を総実代数体
nまたは CM 体とし,  \pi をGL  (A_{F}) の正則代数的な尖点的保型表現とする.このとき,  \pi

に伴う  \ell 進Galois表現が存在する.

ここでは保型表現に伴う  \ell 進Galois表現の正確な定義は省略する (正確な主張は [68,
Corollary 5.4.2] を参照). 大雑把に言うと,半単純連続表現

 \rho : Gal(F/F)  arrow GL_{n}(\overline{\mathbb{Q}}_{\ell})

であって,  L 関数の等式

 L(s, \pi) =L(s+(n-1)/2, \rho)

をみたすもの (もう少し正確に言うと,ほとんどすべての素点  v に対して,  v における局
所因子の等式が成り立つもの) が存在するということである.

定理6.1は,(進版の類体論 ([73, II, 2.3])

(代数的連続1次元表現  \rho :  Ga1(\overline{F}/F)  arrow\overline{\mathbb{Q}}_{\ell}^{\cross} )

F1:1 (代数的Hecke指標  \pi:A^{\cross}\sqrt{}F^{\cross}  arrow \mathbb{C}^{\cross} )

の非可換版である.  GL_{n}/F の大域 Langlands 対応 ([68, Conjecture 1.0.1], [19], [77],
[14])

(代数的な半単純連続表現  \rho :  Ga1(\overline{F}/F)  arrow GL_{n}(\overline{\mathbb{Q}}_{\ell}) )
 1:1

(  GL_{n}(A_{F}) の代数的保型表現)
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に対し,現在知られている最も一般的な結果の一つである.

保型表現に伴う  \ell 進Galois表現は,  L 関数の一致以外にも様々な技術的条件をみた

すことが期待されている.しかし,[68] で構成された  \rho に対しては,それらの条件がすべ
て証明されているわけではない.例えば,  \rho は  \ell を割り切る素点で  \backslash \backslash de Rham” である —
このとき  \rho は “代数的” であるという — ことが期待されているが,この条件は  \pi が自己

双対的でない場合はまだ証明されていない.[68] で構成された  \rho に対して,これらの技術
的条件を確かめていく ことは,今後の重要な研究課題である.

実は,定理6.1が Scholze により証明される少し前に,同様の定理が Harris‐Lan‐

Taylor‐Thorne によって証明されていた ([38]).
Scholze による証明も Harris‐Lan‐Taylor‐Thorne による証明も,志村多様体の境界の

コホモロジーへの Hecke作用の固有値と,尖点形式の空間への Hecke作用の固有値の間
mの  mod p での合同を各   m\geq  1 について構成して,擬表現により Galois表現を構成する

という方針は似ている.しかし技術的細部は大きく異なる.Harris‐Lan‐Taylor‐Thorne が

比較的伝統的な代数幾何・数論幾何の手法 —志村多様体の通常部分(ordinary locus) のコ
ンパクト化やそのコホモロジー (Rigid コホモロジーなど) —を用いるのに対し,Scholze
の方法は perfectoid空間論を本質的に用いる超越的・  p 進解析幾何的なものである.興味
深いことに,Scholzeの方法においては,志村多様体のコンパクト化の境界の詳細な幾何
的性質はさほど重要ではない.有限レベルの志村多様体の  mod p^{m} 係数コホモロジーに

関する困難を,“極限“ に一気に移行して perfectoid空間論を用いることで解消するので
ある.技術的には,Scholze 自身による比較同型 (の  mod p^{m} 係数の場合) と,後述する
Hodge‐Tate 周期写像が本質的な役割を果たす.

注.  GL_{n}(A_{F}) の保型表現が “正則代数的” とは  \backslash \backslash regular algebraic” の和訳であ
る (正確には

 \backslash \backslash 

regular  C‐algebraic” である ([14])). これは,複素関数論における “正則
(holomorphic)” とは異なる概念なので,注意されたい.重さが2以上の正則 (holomorphic)
な楕円保型形式には,  GL_{2}(A_{\mathbb{Q}}) の正則代数的 (regular algebraic) な保型表現を対応させ
ることができる.しかし,重さ 1の場合は,代数的だが正則代数的ではない保型表現が

対応する.

注.  GL_{n}(A_{F}) の尖点的保型表現は,代数的であっても正則代数的とは限らないか

ら,定理6.1で扱えないケースも多数存在する.代数的な保型表現のクラスはずっと広大

であり,代数多様体 (より一般に純モチーフ) のエタール・ コホモロジーに実現される既
約Galois表現に対応する尖点的保型表現をすべて含むと期待されている.例えば,重さ

1の正則 (holomorphic) な楕円保型形式に対応する保型表現や,Laplace作用素の固有値
が1/4の Maass波動形式に対応する保型表現は代数的だが正則代数的ではない.  \mathbb{Q} 上の
次元  g\geq 2 のアーベル多様体から定まる Galois表現は,  GL_{2g}(A_{\mathbb{Q}}) の代数的だが正則代数

的ではない保型表現に対応すると予想されている (いわゆる “楕円曲線の保型性予想” の
高次元アーベル多様体版). この予想の  \mathbb{Q} 上のアーベル曲面の場合の正則 (holomorphic)
な Siegel保型形式を用いた定式化は,[88, §8, Example 2] で与えられた.また,代数的
だが正則代数的ではない保型表現に伴う Galois表現の構成に関する最近の結果は,[35]
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を参照 (古典的には [27] である).

§6.2. 自己双対的な場合・擬表現

さて,これからいくつかのステップに分けて定理6.1の証明の方針を説明する.証
明の細部は複雑であり,これまでにも増して大雑把で不正確な説明になってしまうことを

お詫びする.(各ステップごとに文献を挙げるようにしたので,以下の説明を決して鵜呑
みにせず,適宜文献にあたっていただきたい.)

まず,定理6.1の背景について簡単に復習する ([19], [77], [14] も参照). 定理6.1の
特別な場合は以前より知られていた.  F  =  \mathbb{Q},  n  =  2 の場合の定理6.1が,モジュラー

曲線や久賀 ‐ 佐藤多様体のエタール・ コホモロジーを用いて証明されることは,よく知ら

れている (Eichler, 志村五郎,Deligne). 比較的最近の結果としては,次のようなものが
ある.

定理6.2 ([4, Theorem 1.1, Theorem 1.2], [17]). 保型表現  \pi が “自己双対的” な
ら,  \pi に対する定理6.1が成立する.

この定理は,保型表現論の最新の結果 (基本補題・安定跡公式など) に,志村多様体
(特に  U(1, n-1)\cross U(0, n)\cross  \cross U(0, n) 型の志村多様体) のエタール・コホモロジーの
計算結果を組み合わせることで証明される.自己双対的な保型表現の定義は技術的なので

省略する.ポイントは,要するに,保型表現論の種々の結果 (いわゆる Langlands 関手
性  ) を用いることで志村多様体のエタール・ コホモロジーに実現できる場合は定理6.1は

知られていた,ということである.

実は,自己双対的な保型表現の中には,志村多様体のエタール・コホモロジーに実現

できないものが存在するのだが,擬表現 (pseudo‐representation) の手法 ([86], [76], [16])
により Galois 表現の存在が証明されている場合に帰着できるので,大きな問題はない

([17]). ここで,擬表現とは,次のような主張を正当化して証明するために用いられる技
法である.

 \bullet  GL_{n}(A_{F}) の保型表現の列  \{\pi_{i}\}_{i\geq 1} が存在して,以下の2つの条件をみたせば,定理
6.1は  \pi に対して成り立つ.

‐ 定理6.1が各  \pi に対して成立する.

‐  \pi_{i} の Hecke 固有値の  iarrow 1 における極限が,  \pi の Hecke 固有値に  \ell 進収束す

る.(  \iota:\overline{\mathbb{Q}}_{\ell}\cong \mathbb{C} により Hecke作用素の固有値を  \overline{\mathbb{Q}}_{\ell} の元とみなす.)

アイデアは単純である.

もし,保型表現の列  \{\pi_{i}\}_{i\geq 1} であって,それらのHecke固有値の列が  \pi のHecke

1i固有値に  \ell 進収束するものが存在すれば,  \ell 進Galois表現の列  \{\rho_{i}\}\geq も  \backslash \backslash しか
るべき意味“ で  \ell 進収束して,その収束先は  \pi に伴う  \ell 進 Galois表現になるだ
ろう
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ということである.この “ しかるべき意味” を正当化するのが擬表現である.

このように,保型形式の Hecke 固有値の合同を用いて Galois表現を構成するとい

う手法は,今日では標準的なものである.楕円保型形式の場合は古くから行われていた.

(少なく とも [74], [27], [40] の研究に遡る.)

§6.3. 局所対称空間のコホモロジー

§6.2で説明したように,定理6.1では  \pi が自己双対的でない場合が問題となる.も
し,自己双対的でないような (正則代数的かつ尖点的な) 保型表現  \pi に対し,  \backslash \backslash \pi に  \ell 進
位相で近い” ような自己双対的な保型表現の列  \{\pi_{i}\}_{i\geq 1} が存在すれば問題は解決するだろ

う.しかし,一般にはそのような列の存在は期待できない.自己双対的でない保型表現を
自己双対的な保型表現の列で近似するのは無理がある.

ここで諦めてはいけない.  \pi が自己双対的でなくても,

“直和  \pi\oplus\pi^{\vee} にあたるもの”

は自己双対的であろう.(もう少し正確に言う と,  \pi^{\vee} は  \pi の反傾表現を指標でひねった
ものである.  F がCM 体の場合は,さらに  F の複素共役でもひねる必要がある.詳細は

[68, 5.2] を参照.) “直和  \pi\oplus\pi^{\vee} にあたるもの” の構成法が,保型表現論において知られ
2nている.一つの候補としては  GL_{n}\cross GL_{n} から GL への放物誘導 (Eisenstein 級数) が

ある ([53]). ここでは,Scholze にならって,もう少し違う代数群

 G:=  \{\begin{array}{ll}
{\rm Res}_{F/\mathbb{Q}}Sp_{2n}   F が総実代数体の場合
{\rm Res}_{F+/\mathbb{Q}}U(n, n)   F がCM 体の場合 (F^{+} は F の最大総実部分体)
\end{array}
への放物誘導を考えよう  (Sp  n の行列の大きさは  2n\cross 2n,  {\rm Res} は Weil 制限である. こ

のような代数群  G を選ぶ理由は,後述するように,  G から志村多様体が構成できるから

である.)  {\rm Res}_{F/\mathbb{Q}}GL_{n} は  G の極大Levi部分群となり,

 ({\rm Res}_{F/\mathbb{Q}}GL_{n})(A_{\mathbb{Q}}) =GL_{n}(A_{F})

の保型表現  \pi から,  G(A_{\mathbb{Q}}) の保型表現への放物誘導を考えることができる.これが,“直
和  \pi\oplus\pi^{\vee} にあたるもの” の正体である.

nさて,  \pi はGL  (A_{F}) の正則代数的な尖点的保型表現なので,その指標ひねりの無限

成分はコホモロジー的 (cohomological) である ([19], [84], [14]). したがって,  \pi (の指標
ひねり) は,Weil 制限  {\rm Res}_{F/\mathbb{Q}}GL_{n} の局所対称空間

 X^{GL_{n}} = GL_{n}(F)\backslash GL_{n}(A_{F})/(U_{\infty} \cross U)

の係数付き特異コホモロジーに寄与する.(ここで,  U_{\infty}  \subset  GL_{n}(F\otimes_{\mathbb{Q}}\mathbb{R}) は極大コンパ
クト部分群と  \mathbb{R}_{>0} で生成された群,  U\subset GL_{n}(A_{F,f}) は十分小さな開コンパクト部分群で

ある.)  \pi のHecke 固有値の系 (system of Hecke eigenvalues) は,  X_{U}^{GL_{n}} の特異コホモ
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nロジーへの Hecke作用の固有値の系として実現できる.したがって,  X^{GL} のコホモロ
nジーを研究したい.しかし,(  F が総実で  n=2 の場合を除き)  X^{G} は代数多様体には

ならないから,代数幾何・数論幾何の手法が適用できないという困難がある.

一方,  G の局所対称空間

 X \frac{G}{U} = G(\mathbb{Q})\backslash G(A_{\mathbb{Q}})/(\overline{U}
_{\infty} \cross \overline{U})
は複素構造を持つこと  e知られている.  (\overline{U}_{\infty} はmodulo中心でコンパクトな  G(R) の閉部

分群であって,  G(\mathbb{R})/\overline{U}_{\infty} がHermite対称領域の有限個の直和となるもの.  \overline{U}\subset G(A_{\mathbb{Q},f})
は十分小さな開コンパクト部分群であって,  U としかるべき意味で両立するものをとる.)
また,  \mathbb{Q} 上の斜交群への埋め込み

 G \mapsto Sp_{2g}

であって Hermite対称領域の構造と両立するものが存在するので ([24, §1.3], [64]),  X \frac{G}{U}
は Hodge型の志村多様体になる.志村多様体の一般論より,  X \frac{G}{U} は代数体上定義された
準射影的な代数多様体になることも分かる ([24]).

G GL_{n} の局所対称空間  X_{U}^{GL_{n}} と  G の志村多様体  X_{\overline{U}} の関係は,次のようなものであ

る.   X\frac{G}{U} には Borel‐Serre コンパクト化と呼ばれる自然なコンパクト化が存在する ([10]):.

  \underline{G},BS_{:} X\frac{G}{U} \mapsto X^{\underline{G},BS}.

包含写像  j^{\underline{G}} ’BS はホモトピー同値なので両者のコホモロジーは同一視できる.ただし,一

般には  X^{\underline{G},BS} は代数多様体ではなく “角を持つ実多様体” (real manifold with corners)
になる.その境界は  G の真放物部分群の共役類に応じた分割を持つ :

 X^{\underline{G},BS} \backslash X\frac{G}{U} = \coprod_{P\subset G,P\neq G}
X_{\overline{U}}.
 P として  {\rm Res}_{F/\mathbb{Q}}GL_{n} に対応する放物部分群をとれば,実トーラス束

X‐  arrow  X^{GL_{n}}

が得られる.これを用いてコホモロジーを計算することで,“直和  \pi\oplus\pi^{\vee} にあたるもの”

(放物誘導) がBorel‐Serre コンパクト化の境界のコホモロジー

 H^{i}(X^{\underline{G},BS}\backslash X^{\underline{G}}, \mathcal{F})

に寄与することが証明できる.(  \mathcal{F} は  \pi の無限成分から定まる局所系である.)
このようにして,問題は,志村多様体  X \frac{G}{U} の Borel‐Serre コンパクト化  X^{\underline{G},BS} に対

Gし,その境界  X^{\underline{G},BS}\backslash X- . のコホモロジーへの Hecke作用の問題に帰着される.しかし,

志村多様体  X \frac{G}{U} は代数多様体であるが,その Borel‐Serre コンパクト化  X^{\underline{G},BS} は代数多
様体ではないので,境界のコホモロジーの整数論的研究は困難なことが多い.
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§6.4. 境界の  mod p^{m} 係数コホモロジー

Scholze は,志村多様体の境界の  mod p^{m} 係数コホモロジーについて,次のような
驚くべき定理を証明した.

定理6.3 ([68, Corollary 5.2.6]).  p を素数,   m\geq  1 とする.Borel‐Serre コンパク
ト化の境界の  \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z} 係数コホモロジー

 H^{i}(X^{\underline{G}} \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})

への ( p の外の) Hecke 作用の固有値の系は,  G(A_{\mathbb{Q}}) の尖点形式の空間への Hecke作用の
固有値の系の  mod p^{m} として実現できる.

注.定理6.1に応用する場合は,定数係数の場合だけでなく,  \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}‐局所系 (保
m型表現  \pi の無限成分から定まる局所系  \mathcal{F} を適当な  \mathbb{Z}_{p}‐格子をとってから  mod p したも

の  ) を係数とするコホモロジーも考える必要がある.  p における開コンパクト部分群を十

分小さくすることで係数が定数層の場合に帰着できるので,定理6.3の主張は定数係数

の場合に証明しておけば応用上も十分である ([68, 5.4]).

ここで,Borel‐Serre コンパクト化の境界のコホモロジーには,ある種の Eisenstein

級数 (“直和  \pi\oplus\pi^{\vee} にあたるもの” など) も寄与する.したがって,定理6.3は

“境界のコホモロジーに寄与する Eisenstein級数の Hecke 固有値は,
尖点形式の Hecke 固有値と  mod p^{m} で合同である”

という主張を含む.このような結果は,少なく とも楕円保型形式に対しては古くより研究

されており,岩澤理論などに応用を持つことがよく知られている ([61], [54]).
定理6.3の適用範囲はそれにとどまらない.一般に,  H^{i}  (X^{\underline{G},BS} \backslash X\frac{G}{U}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}) のよ

mうな  mod p 係数コホモロジーには,古典的な保型形式からは来ないようなコホモロジー

類が大量に含まれているからである.専門家の間では,

 \backslash \backslash ほとんどの  mod p^{m} 係数コホモロジー類は保型形式から来ないだろう”

という予想さえあるようである (例えば [7], [15] を参照).
今日まで,局所対称空間の  mod p^{m} 係数コホモロジーを系統的に研究する手法は,

ほとんど知られていなかった.定理6.3のような一般的な結果が専門家の間でどの程度予

想されていたか著者は知らないが,いずれにせよ,定理6.3が今後の保型形式・保型表現

の整数論的研究に大きな影響を与える結果であることは間違いないだろう.([68] の表題
が,  \backslash \backslash On Galois representations ではなく  \backslash \backslash On torsion となっていることに注目さ
れたい.)

§6.5. 定理   6.3\Rightarrow 定理6.1

ここでは定理6.3から定理6.1がどのように導かれるかを説明する.実際に証明を書

く とかなりややこしくなるが,基本的には,この部分は標準的な議論の積み重ねである.
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  p=\ell とおく.定理6.3より,各   m\geq  1 に対し,“直和  \pi\oplus\pi^{\vee} にあたるもの” (放物
誘導) と mod  \ell^{m} で合同なHecke固有値の系を持つ  G(A_{\mathbb{Q}}) の尖点的保型表現  \Pi_{m} の存在
が示される.

現在では,  G(A_{\mathbb{Q}}) の尖点的保型表現  \Pi に対して,  \Pi に伴う  \ell 進Galois表現が構成

されている.というのも,準分裂古典群の保型表現の分類定理 ([1], [55]) により,次のよ
うな主張が証明できるからである (正確な主張は [68, Theorem 5.1.2] を参照):

 \bullet 正整数  n_{1} , . . . ,  n_{r}\geq 1 と  GL_{2n_{i}}(A_{F}) の保型表現  \pi_{i} であって,次をみたすものが存在
する.

1 r‐  F が総実の場合は  n  +\cdots+n  =2n+1 (  F がCM 体の場合は  n_{1}+\cdots+n_{r}=2n )
‐  \pi_{i} は  GL_{2n_{i}}(A_{F}) の自己双対的な尖点的保型表現である.

‐  \Pi に伴う  \ell 進Galois表現は,  \pi_{1} , . . . ,  \pi_{r} に伴う  \ell 進Galois表現の直和である.

各  m\geq 1 に対して  \Pi_{m} に伴う  \ell 進Galois表現が存在するから,擬表現を用いること

で,“直和  \pi\oplus\pi^{\vee} にあたるもの” に伴う  2n+1 次元 (  F がCM 体の場合は  2n 次元) の
 \ell 進Galois表現が構成できる.さらにもう少し議論をすると — “分割統治” (divide and
conquer) により —その中から  \pi に伴う  n 次元の  \ell 進Galois表現を切り出すことができ
る ([68, 5.3]).

§6.6. コンパクト台付き  mod p^{m} 係数コホモロジーへの帰着

定理6.3は局所対称空間の Borel‐Serre コンパクト化という代数多様体でない位相空
m間 (角を持つ実多様体) の  mod p 係数コホモロジーに関するものなので,そのままでは

扱いにくい.次のような簡単な議論により,志村多様体のコンパクト台付き  mod p^{m} 係
数コホモロジーに関する主張に帰着させることができる.

補題6.4. すべての  i について,志村多様体  X \frac{G}{U} のコンパクト台付き  mod p^{m} 係
数コホモロジー

 H_{c}^{i}(X \frac{G}{U}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})
への Hecke作用の固有値の系が  G(A_{\mathbb{Q}}) の尖点形式の空間への Hecke作用の固有値の系

の  mod p^{m} として実現できるなら,定理6.3が成り立つ.

証明.  \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z} 係数コホモロジーに関する長完全列

  arrow H_{c}^{i} (X\frac{G}{U}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}) arrow H^{i}
(X^{\underline{G},BS}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})
  arrow H^{i} (X^{\underline{G},BS}\backslash X\frac{G}{U}, \mathbb{Z}/p^{m}
\mathbb{Z}) arrow H_{c}^{i+1}(X\frac{G}{U}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}) arrow

を使う.包含写像  \underline{G} ,BS はホモ ト ピー同値なので  x^{\underline{G}} ’BS のコホモロジーは  X \frac{G}{U} のコホモ
ロジーと同一視できる:

 H^{i} (X^{\underline{G},BS},  \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}) \cong H^{i}(X\frac{G}
{U}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}) .
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これらの写像はHecke作用と両立するから,志村多様体のコホモロジー  H^{i}(X \frac{G}{U}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})
と,コンパクト台付きコホモロジー  H_{c}^{i}  (X \frac{G}{U}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}) への Hecke作用について定理6.3

mの主張が示されれば,境界のコホモロジー  H^{i}  (X^{\underline{G},BS} \backslash X\frac{G}{U}, \mathbb{Z}/p \mathbb{Z}) に対しても示され

る.Poincaré双対定理より,コンパクト台付きコホモロジーに対する主張が (すべての  i

について) 分かれば十分である.  \square 

mi
cコンパクト台付きコホモロジー  H  (X \frac{G}{U}, \mathbb{Z}/p \mathbb{Z}) は数論幾何の世界の不変量である

(その定義には Borel‐Serre コンパクト化のような代数多様体でない位相空間を持ち出す
m必要はない). 代数多様体の  mod p 係数コホモロジーの研究は困難なことが多く,これ

で問題が簡単になったとはとても言えないのだが,定理6.3を数論幾何の世界の問題に帰
着することはできた.

§6.7. 無限レベルの志村多様体・Hodge‐Tate 周期写像

§6.6までの議論により,定理6.3の  =-\wedge ef 明のためには,志村多様体  X \frac{G}{U} のコンパクト
台付き  mod p^{m} 係数コホモロジー  H_{c}^{i}  (X \frac{G}{U}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}) への Hecke作用を,  G(A_{\mathbb{Q}}) の尖点

形式の空間への Hecke作用と結びつければよいことが分かる.これは,すなわち,

 mod p^{m} 係数コホモロジー類と尖点形式の間の  mod p^{m} での合同”

の構成問題である.このような問題は難しすぎて手が付けられないことも多いのだが,

Scholze は,perfectoid 空間論を鮮やかに応用することで,これを解決した.実際に Scholze
が証明したのは,次のような主張である:

i G
c

 H  (X_{\overline{U}}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}) への Hecke作用の固有値の系は,  p における開コンパクト部

分群を十分小さ くすることにより ( p におけるレベルを十分上げることにより),
 G(A_{\mathbb{Q}}) の尖点形式の空間への Hecke作用の固有値の系の  mod p^{m} として実現で

きる.

(こうした  \backslash \backslash p におけるレベルの不定性” は保型形式の合同の研究によく現れる自然な現象
であり,それ自体は珍しいものではない.)

Scholze による証明のポイントは

 \bullet 無限レベルの志村多様体が,perfectoid空間とみなせることと

 \bullet 無限レベルの志村多様体上に定義される Hodge‐Tate 周期写像を用いることで,コ
ホモロジーの具体的な計算 (Cech コホモロジーによる almost な計算) が可能になる
こ と

である.有限レベルの志村多様体の  mod p^{m} 係数コホモロジーは難しくて手が付けら

れない.しかし,  p におけるレベルをどんどん上げた “極限” をとると,志村多様体が

perfectoid空間という “単純な構造” を持つことが分かり,そのコホモロジーが制御可能
となるのである.計算の鍵である Hodge‐Tate 周期写像は,無限レベルの志村多様体上で
定義される写像であり,有限レベルには落ちてこない  p 進解析的写像である.
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記号をいくつか導入する.まず,  G(A_{\mathbb{Q},f}) の開コンパクト部分群  \overline{U} として,  p 部分
とそれ以外の直積に分かれているものをとる:

 \overline{U}=\overline{U}_{p} \cross \overline{U}^{p} \subset G(A_{\mathbb{Q},
f}) =G(\mathbb{Q}_{p}) \cross G(A_{\mathbb{Q},f}^{p}) .

 p の外の開コンパクト部分群  \overline{U}^{p} として,十分小さいものを一つ選んで固定する.  p にお
ける開コンパクト部分群  \overline{U} をどんどん小さく していったときのコンパクト台付き mod

 p^{m} 係数コホモロジーの帰納極限を

  \overline{H}_{c}^{i}(\mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}) := \lim_{\overline{U}_{p}}
arrow H_{c}^{i}(X\frac{G}{U}p\cross\overline{U}^{p}, \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})
とおく.志村多様体  X \frac{G}{U} には,Borel‐Serre コンパクト化とは別に,“極小コンパクト化”

(あるいは ‘Baily‐Borel‐佐武コンパク ト化”) と呼ばれるコンパク ト化が存在する ([29],
[52]):

  \underline{G},\min_{:} X^{\underline{G}} \mapsto X^{\underline{G},\min}.

極小コンパクト化  X^{\underline{G}} は射影的代数多様体になる.  X^{\underline{G},\min} は保型形式の代数幾何的

研究において自然に現れる代数多様体だが,一般には,包含写像   \underline{G},\min はホモトピー同

値でなく  X^{\underline{G},\min} は特異点を持つため,  X^{\underline{G},\min} のコホモロジーの直接の研究は困難であ

る.通常は,他のコンパクト化の理論も併用して研究することが多いようである.(志村
多様体の種々のコンパクト化とそのコホモロジーの比較 (特に Zucker 予想) については
[36] を参照.)

 \mathbb{Q}_{p} の代数閉包の  p 進完備化を  C とおく.極小コンパクト化  X^{\underline{G},\min} を  C 上の代数多

様体とみなし,それに伴う adic 空間を  (X^{\underline{G},\min})^{ad} とおく.斜交群への  \mathbb{Q} 上の埋め込み

 G \mapsto Sp_{2}

2であって,Hermite対称領域の構造と両立するものを一つ固定する ([24, §1.3], [64]).  \mathscr{F}\ell
2gを  Sp_{2} の旗多様体とする.すなわち,  2g 次元線形空間  \mathbb{Q} に非退化交代形式を1つ固定

2し,  \mathbb{Q}  g に含まれる全等方的な  g 次元部分空間のなす代数多様体を  \mathscr{F}\ell_{2g} とする.PlUcker
埋め込み

 \mathscr{F}\ell_{2g}\mapsto \mathbb{P}_{\mathbb{Q}_{p}}^{N}, N= (^{2} ) -1
により  \mathscr{F}\ell_{2g} は  \mathbb{Q}_{p} 上の射影的代数多様体となる.  \{s_{J}\}_{J\subset\{1,\ldots,2g\},|J|=g} を射影座標とす

る.  \mathscr{F}\ell_{2g} に伴う adic空間を  \mathscr{F}\ell_{2}^{ad} とおき,

 \mathscr{F}\ell_{2,J}^{ad} := \{(s_{J}) \in \mathscr{F}\ell_{2}^{ad} | |s_{J}| 
\leq |s_{J'}| (\forall J' \subset \{1, \ldots, 2 \}, |J'| = )\}

とおく.  \mathscr{F}\ell_{2g}^{ad},  \subset \mathscr{F}\ell_{2}^{ad} はアフィノイ ド開集∪である.次のような開被覆が得られる:

  F\ell_{2g}^{ad} := \bigcup_{J\subset\{1,\ldots,2g\}}, |J|=gF\ell_{2g}^{ad},
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例6.5.  F=  \mathbb{Q} の場合は,斜交群への埋め込みとして恒等写像をとることができ

る.さらに  g=  1 の場合 (モジュラー曲線の場合) は,  \mathscr{F}\ell_{2}  =\mathbb{P}_{\mathbb{Q}_{p}}^{1} (射影直線) であり,

 \mathscr{F}\ell_{2,\{1\}}^{ad} = \{z\in (\mathbb{P}_{\mathbb{Q}_{p}}^{1})^{ad} 
| |z| \leq 1\},
 \mathscr{F}\ell_{2,\{2\}}^{ad} = \{z\in (\mathbb{P}_{\mathbb{Q}_{p}}^{1})^{ad} 
| |z| \geq 1\}\cup\{1\}

Qとなる.  (\mathbb{P}_{\mathbb{Q}_{p}})^{ad}=\mathscr{F}\ell_{2,\{1\}}^{ad}\cup 
\mathscr{F}\ell_{2,\{2\}}^{ad} は,射影直線を単位円板の “ 内側” と “外側” で覆
うという開被覆である.

Scholze は,adic空間  (X^{\underline{G},\min})^{ad} の射影極限がperfectoid空間とみなせることを証
明した.また,射影極限において,Hodge‐Tate 周期写像と呼ばれる  p 進解析的写像 (adic
空間の射) を構成した.正確に言うと,Scholzeが証明したのは,Siegel モジュラー多様
体の場合 (  G=  Sp の場合) である.  G が

 \backslash 

(Hodge 型” の志村多様体を定める場合は,
Siegelモジュラー多様体の極小コンパクト化の中で  X^{\underline{G},\min} の像を考えることで,類似の
主張を証明することができる (詳しくは [70, Corollary 5.1] を参照).

定理6.6 ([68, Theorem 4.1.1], [70, Theorem 4.1]).  G=Sp_{2g} とする.

1. perfectoid空間  X_{p^{\infty}}^{G,\min} であって,

 X_{p^{\infty}}^{G,\min}  \sim

  \lim_{\overline{U}_{p}}(x_{\frac{G}{U}}^{\min})^{ad}arrow
’

pをみたすもの  e存在する.右辺は  p における開コンパクト部分群  (\overline{U}  =  \overline{U}_{p}  \cross  \overline{U} と

書いたときの  \overline{U} ) を小さく していったときの射影極限を表す.(“  \sim, , については定理
4.2の証明を参照.)

2. Hodge‐Tate 周期写像と呼ばれる adic空間の射

 \pi_{HT} :  X_{p^{\infty}}^{G,\min}  arrow  F\ell_{2g}^{ad}
n;が存在する.  G(\mathbb{Q}_{p}) は  X^{C} にも  \mathscr{F}\ell_{2g}^{ad} にも作用し,  \pi_{HT} は  G(\mathbb{Q} ) の作用につい

て同変である.さらに,任意の   J\subset  \{1, . . . , 2g\}  (|J| =g) に対し,逆像

 \pi_{HT}^{-1}(\mathscr{F}\ell_{2g,J}^{ad})

はアフィノイドperfectoid空間になる.

定理6.6は Scholze の論文 ([68]) の核心であり,その証明を解説することは著者の
能力を遥かに超える.アイデアは明瞭で幾何的描像は単純なのだが,証明の技術的細部は
込み入っている.重要と思われるポイントのうちのいくつかを大雑把に紹介することで,

ご容赦いただきたい.(興味のある読者は [68] に挑戦していただきたい.)
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 \bullet ([68, Theorem 3.2.36]) まず,  p 可除群の標準部分群 (canonical subgroup) の理論
([68, Theorem 3.2.15]) により,Siegelモジュラー多様体の逆極限のうち “反標準塔”
(anti‐canonical tower) と呼ばれる領域がperfectoid空間になることを示す.(正確に
は,後述の “貼り合わせ” のための “糊代” として,反標準塔の十分小さな真の近傍

(strict neighborhood) がperfectoid空間になることを示す.) この結果を,Riemann
の特異点除去定理 (Riemann’s Hebbarkeitssatz) の perfectoid空間版 (Scholze 自身
による) を用いて,反標準塔のコンパクト化の境界に延長する.(標準部分群の理論の  p

進保型形式への応用はよく知られている ([41]). 伝統的な  p 進保型形式の理論において
は志村多様体の “標準塔” (井草塔とも呼ばれる) を用いるのに対し,Scholzeの方法は,
反標準塔 (標準塔の反対側) を用いる点に特徴がある.雰囲気を説明すると,  p における
レベル構造をどんどん付けることで得られる志村多様体の塔は,“Frobenius写像に近

0い“ 部分と,それ以外の部分に分かれる (例えばモジュラー曲線の被覆  X_{0}(p)arrow X (1)
を考えよ). このうち,“Frobenius写像に近い” 部分が反標準塔である.反標準塔で
逆極限をとることは,志村多様体に対して “座標の  p^{m} 乗根をどんどん付け加える”

ことに相当するから,perfectoid空間が得られるという仕組みである.)

 \bullet ([68, Lemma 3.3.4]) 次に,Siegel モジュラー多様体の内部 (コンパクト化の境界を
除いた部分) において,Hodge‐Tate 周期写像が底空間に誘導すべき写像  |\pi_{HT}| を構
成する.点のレベルでは,アーベル多様体の Hodge‐Tate フィルトレーションを対応
させる写像であり,構成は難しくない.なお,この時点では連続写像  |\pi_{HT}| が構成さ

れているだけで,射  \pi_{HT} はまだ構成されていないことに注意.

 \bullet ([68, Corollary 3.3.12]) 写像  |\pi_{HT}| による行き先を見ながら反標準塔 (の真の近傍)
に  GSp_{2}  (\mathbb{Q}_{p}) を作用させていく ことで,無限レベルの Siegelモジュラー多様体の全
体が,コンパクト化の境界も含めて perfectoid空間になることを示す.ポイントは,
あるアフィノイ ド開集合が ‘perfectoid空間である” という性質が,  GSp_{2g}(\mathbb{Q}_{p}) の作
用で保たれることである.別の見方をすれば,反標準塔のコピーを  p における Hecke

作用素で “貼り合わせていく” ことで,Siegelモジュラ‐ ー多様体の全体を再構成する.
この部分の議論は,  p 進保型形式を  U_{p}‐作用素で貼り合わせていく というおなじみの

議論 (例えば [13], [47]) を彷彿とさせるものであり,Scholze による構成の要である.

 \bullet ([68, Corollary 3.3.13]) 最後に,  |\pi_{HT}| の構成と同じ議論をもう一度行い,Hodge‐Tate
周期写像  \pi_{HT} を,今度は adic空間の射として構成する.

注.Hodge‐Tate 周期写像  \pi_{HT} が鍵である.定理6.6はモジュラー曲線の場合でさ
え新結果である.無限レベルの志村多様体上に,このような簡明な  p 進解析的写像が存

在することは驚きであり,今後も様々な応用が期待される.(無限レベルに移行すること
で簡明な  p 進解析的構造が現れるという意味では,岩澤理論や明示的相互法則 (explicit
reciprocity law) にも近いかもしれない.) ここでは説明することはできないが,  \pi_{HT} は
無限レベルの Rapoport‐Zink 空間のFaltings‐Fargues 同型 ([31], [71]) とも深い関係があ
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る.ただし,Faltings‐Fargues 同型と異なり,  \pi_{HT} は志村多様体の全体 (コンパクト化の
境界も含む) で定義されている.Rapoport‐Zink 空間による  p 進一意化理論 ([60]) では
扱えていない領域もカバーしているという意味で,  \pi_{HT} は興味深い写像である.

§ 6.8. 定理6.3の証明の方針

定理6.3の証明の方針を説明する.一言で言えば,  mod p^{m} 係数コホモロジーを,

種々のコホモロジーの (almost) 同型定理を使って他の空間とつなげていって,最終的に
尖点形式の空間とつなげることである.

ステップ 1 —比較同型の応用

極小コンパクト化の境界   X\frac{G}{U} ,   \min\backslash X\frac{G}{U} の射影極限として,perfectoid空間のレベルで

も境界  Z\subset X_{p^{\infty}}^{G,\min} を定めることができる.境界  Z のイデアル層を  \mathcal{I}\subset \mathcal{O}_{X_{p}^{G};^{m}}n とおき,

その整部分を

 \mathcal{I}^{+} .:=\mathcal{I}\cap \mathcal{O}_{X_{p^{\infty}}^{G,\min}}^{+}
とおく.大雑把に言えば,  \mathcal{I} の切断は無限レベルの志村多様体上の尖点形式に対応し,  \mathcal{I}^{+}

の切断はそのうち  \backslash p を分母を持たない” ものに対応する.

志村多様体  X \frac{G}{U} 上の自明な局所系  \mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z} の極小コンパクト化  X^{\underline{G},\min} への零延長

 (. \underline{G},\min)_{!}(\mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})

に対して比較同型 (定理5.1) を適用する.境界について少し議論をすることで,  p の外の
Hecke作用と両立する  \mathcal{O}_{C} 加群の almost 同型

 \overline{H}_{c}^{i}(\mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})\otimes_{Z/p^{m}Z}\mathcal{O}
_{C}/p^{m} \cong_{a} H^{i}((X_{p}^{G};^{\min})_{\'{e} t}, \mathcal{I}^{+}/p^{m})

が証明できる ([68, Theorem 4.2.1]).
こうして問題は,無限レベルの志村多様体  X_{p^{\infty}}^{G,\min} の  \mathcal{I}^{+}/p^{m} を係数とするエタール・

コホモロジーへの Hecke作用の問題に帰着される.

ステップ 2— Hodge‐Tate 周期写像の応用
次は Hodge‐Tate 周期写像  \pi_{HT} の応用である.定理6.6より,有限個のアフィノイ

ド perfectoid空間による開被覆

 X_{p^{\infty}}^{G,\min} =  \bigcup_{J\subset\{1,\ldots,2g\}}, |J|=g^{\pi_{HT}^{
-1}(F\ell_{2g,J}^{ad})}
が得られる.この開被覆は  p の外のHecke作用で保たれることが,  \pi_{HT} の構成から分かる.

Cech コホモロジーを用いてエタール・ コホモロジー

 H^{i} (  (X_{p^{\infty}}^{G,\min}) ét,  \mathcal{I}^{+}/p^{m} )
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を almost に計算する.アフィノイ ド perfectoid空間の高次コホモロジーが (almost に)
消えることを用いることで,問題は,各アフィノイドperfectoid空間上の大域切断の空間

 H^{0}(\pi_{HT}^{-1}(\mathscr{F}\ell_{2g,J}^{ad}), \mathcal{I}^{+}/p^{m})
Jへの  p の外の Hecke作用の問題に帰着される.(本当は個々の  \pi_{HT}^{-1}(\mathscr{F}\ell_{g}^{ad} , だけでなく,

それらの共通部分も考察する必要があるが,以下の議論は同様なので省略する.)

注.この部分の議論は,アフィノイ ド perfectoid空間  \pi_{HT}^{-1}(\mathscr{F}\ell_{2g,J}^{ad}) が,無限レベ
ルの志村多様体  X_{p^{\infty}}^{G,\min} の “finite good cover”  ( [11,  I , §5], [85]  ) を与えていると考えるこ
ともできるかもしれない.  X_{p}^{G_{\'{o}}m\dot{i}n} がこのような “単純な構造” を持つことが,そのコホ
モロジーが制御可能であることの根拠である.  p 進保型形式の理論が存在する理由とも関

係していると思われる.

ステップ 3—擬 Hasse 不変量の応用

このステップでは,アフィノイド perfectoid空間  \pi_{HT}^{-1}(\mathscr{F}\ell_{2g,J}^{ad}) 上の大域切断の話を,
有限レベルの志村多様体の形式モデルの話に落とす.

以下の事実を用いる:

 \bullet  ( [68, Theorem 4.1.1  (i)]) アフィノイ ド perfectoid空間  \pi_{HT}^{-1}(F\ell_{2g,J}^{ad}) は,有限レベ
ルの志村多様体のアフィノイ ド開集合の逆像として書ける.

 \bullet  ( [68, Theorem 4.1.1  (v)]) 旗多様体上の直線束  \mathcal{O}_{\mathscr{F}\ell_{2g}^{ad}}(1) の Hodge‐Tate 周期写像
 \pi_{HT} による引き戻しは,志村多様体上の Hodge束  \omega (切断が重さ1の正則保型形式
となる直線束) と同型である.

 p における開コンパクト部分群  \overline{U}_{p} を十分小さく とる.志村多様体  X^{\underline{G}} の形式モ

デル X と,X上のHodge束  \omega の切断  S をうまく とることで,考えるべき空間は  S が可逆
な領域上の大域切断の空間

 H^{0}(X\backslash (S=0), \mathcal{I}^{+}/p^{m})
となる.  (s は旗多様体上の豊富な直線束  \mathcal{O} の切断を,  \pi_{HT} で引き戻すことによ

り構成される.  s は  p の外の Hecke作用で不変な切断である.  S を擬Hasse不変量 (fake
Hasse invariant) という.)

この空間は  s のベキをどんどん掛けていった帰納極限

 k,   \eta\otimes\frac{1i}{\mapsto\overline{s}\prime} て  H^{0}(X, \omega^{k}\otimes \mathcal{I}^{+}/p^{m})

に等しいから,十分大きな  k について,形式スキーム X上の連接層の大域切断の空間

 (  ) H^{0}(X, \omega^{k}\otimes \mathcal{I}^{+}/p^{m})
への  p の外のHecke作用の問題に帰着される.空間  H^{0}(X, \omega^{k}\otimes \mathcal{I}^{+}/p^{m}) は有限レベル

mの志村多様体上の  mod p 尖点形式の空間とみなせる.こうして問題は,古典的な保型
形式論の範疇の問題に帰着される.
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注.この部分の議論は,  mod p で1に合同な Eisenstein 級数を掛けることで楕

円保型形式の合同を構成するという古典的な議論に似ている (例えば [27, §6.9]. 志村多
様体上の古典的な Hasse 不変量については [68, Lemma 3.2.5], [41], [35] などを参照).
Eisenstein級数の代わりに擬Hasse不変量 —その構成にはHodge‐Tate 周期写像が用い
られる — を用いるという意味で,Scholze の方法は超越的・  p 進解析的である.

mステップ 4—  mod p 保型形式の標数  0 への持ち上げ

最後のステップは古典的な代数幾何である.Hodge束  \omega が豊富な直線束であること
を用いる ([29,  V , Theorem 2.5]). このステップの議論は保型形式の代数幾何的研究では
よく知られたものである.

 \omega は豊富なので,十分大きな  k に対して

 H^{1}(X, \omega^{k}\otimes \mathcal{I}^{+}) =0

となる.形式スキーム X上の連接層の完全列

 0 arrow \omega^{k}\otimes \mathcal{I}^{+} arrow^{p^{m}} \omega^{k}\otimes 
\mathcal{I}^{+} arrow \omega^{k}\otimes \mathcal{I}^{+}/p^{m} arrow 0
に伴う長完全列より,

(6.1)  H^{0}(X, \omega^{k}\otimes \mathcal{I}^{+}) \otimes_{Z_{p}}\mathbb{Z}/p^{m} 
\cong H^{0}(X, \omega^{k}\otimes \mathcal{I}^{+}/p^{m})

を得る.同型 (6.1) は,有限レベルの志村多様体上の  mod p^{m} 尖点形式が,標数  0 の尖
点形式に持ち上がることを意味する.同型 (6.1) を用いることで,これまでの議論で考察
した様々な空間への  p の外の Hecke作用の固有値の系が,尖点形式の空間への Hecke作

用の固有値の系の  mod p^{m} として実現できることが分かり,定理6.3が証明される.

長い道のりであったが,こうして定理6.1の証明が完結する.

注.以上の議論からも分かる  e うに,定理6.3における  G(A_{\mathbb{Q}}) の尖点形式のレベ
 )\triangleright ( p における開コンパクト部分群  \overline{U} ) は十分小さく,また,その重さ  k は十分大きい.
 \overline{U}_{p} や  k を具体的に求める (あるいは具体的に評価する) ことは非常に興味深い問題であ
ろう

 >

.しかし,そのためには,議論の途中に現れる種々の  p 進解析的対象 —Hodge‐Tate

周期写像やそれを用いて構成される擬Hasse不変量・整モデル (形式スキーム) など—
についての定量的な情報 (収束半径など) を得る必要があり,一筋縄ではいかないように
思われる.局所対称空間の  mod p^{m} 係数コホモロジーの研究は,通常 (ordinary) 保型形
式の肥田理論 ([40], [41]) のようにはいかないだろう.

§6.9. 局所対称空間の  mod p 係数コホモロジー

Scholze は,定理6.3の証明と同様の方法で,  mod p^{m} 係数コホモロジーの射影極限
における消滅定理も証明している.
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定理6.7 ([68, Corollary 4.2.2]). 志村多様体  X \frac{G}{U} の代数多様体としての次元を  d

とおく.  i>d なら,

 \overline{H}_{c}^{i}(\mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})=0

が成り立つ.

定理6.7の主張や証明を,実対称空間 (特に Hermite対称領域) の算術商における消
滅定 e (例えば [84, Theorem 8.1]) と比較すると面白いだろう.

 \overline{H}_{c}^{i}(\mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z}) の射影極限

  \overline{H}_{c}^{i}(\mathbb{Z}_{p}) :=\lim\overline{H}_{c}^{i}(\mathbb{Z}
/p^{m}\mathbb{Z})
 m

は完備化コホモロジー (completed cohomology) と呼ばれる,保型形式の  p 進解析族の理
論における基本的な研究対象である ([15]). 定理6.7から完備化コホモロジーの消滅定理
が導かれ,[15] の予想のうちのいくつかが解決される.

また,定理6.1の証明の過程で,次の定理が証明されていることは注目に値する.

定理6.8 ([68, Corollary 5  \cdot 4.3]).  p を素数,  n\geq 2 とする.  F を総実代数体または
CM 体とし,

 X^{G} =GL_{n}(F)\backslash GL_{n}(A_{F})/(U_{\infty} \cross U)

を  {\rm Res}_{F/\mathbb{Q}}GL_{n} の局所対称空間とする.  X_{U}^{GL_{n}} の  mod p 係数コホモロジー

 H^{i}(x^{GL_{n}}, F_{p})

への Hecke作用の固有値の系に対し,それに伴う  mod p Galois表現

 \rho : Gal(F/F)  arrow GL_{n}(F_{p})

が存在する.

定理6.8の特筆すべきところは,

n
 \bullet ( n=  2 で  F が総実の場合を除き) 局所対称空間  X^{GL} は代数多様体ではないので,

そのコホモロジーを代数幾何・数論幾何の手法で直接研究することはできず,

 \bullet  mod p 係数コホモロジー類の中には,  GL_{n}(A_{F}) の保型表現から来ないものが大量に
存在する

Fnにも関わらず,  {\rm Res}_{F/\mathbb{Q}}Sp (や  {\rm Res}  \mathfrak{l}+/\mathbb{Q}U(n, n) ) の志村多様体の境界のコホモロジーを
援用することで,Galois表現  \rho が構成できることである.

局所対称空間の  mod p 係数コホモロジー類と Galois表現の関係については,数値

実験に基づく Grunewald や Ash による予想があったが ([2], [3]), 理論的根拠には乏し



Perfectoid 空間論の整数論への応用 289

かったようである.今後,Scholze による定理6.8は,今はまだ一般には定式化すらされ

ていない  \backslash \backslash mod p 大域Langlands対応“ への重要な一歩となるだろう.
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