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 Z_{p}‐拡大の非アーベル岩澤理論 —概説と展望 *
(Non‐abelian Iwasawa theory of  Z_{p}‐extensions

overview and outlook)

By

尾崎学 (Manabu OZAKI)

Abstract

We will survey non‐abelian Iwasawa theory of  Z_{p}‐extensions, that is, theory of non‐abelian
restricted ramified extensions over  Z_{p}‐extension fields of number fields.

§ 1. 序

表題中の 「非アーベル岩澤理論」 は,代数体の  Z ‐拡大体上の分岐を制限した非アー
ベル拡大を岩澤理論的な手法で考察するものである.謂わば,  Z_{p}‐拡大の岩澤理論におい
て,「作用される群の非可換化」 を目指している.一方,近年著しい発展を見せているJohn
Coates氏,加藤和也氏によって創始された 「非可換岩澤理論 (non‐commutative Iwasawa

theory)」 は,  p‐進Lie 拡大体上の制限分岐アーベル拡大の岩澤理論であり,「作用する群
の非可換化」 である.

まず始めに非アーベル岩澤理論研究の動機について説明する.岩澤による  Z_{p}‐拡大の
岩澤理論創始の動機は,良く知られているように,有限次代数体のイデアル類群をより深
く理解したいという,代数的整数論成立当初からの欲求にある.

有限次代数体  k のイデアル類群  C1_{k} の構造は,一見すると有限アーベル群であると
いう事実以外には,無秩序に振舞う捉えどころのない対象であるように見える.一方,有
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限次代数体との類似が著しい有限体  F 上の1変数代数函数体  F の場合,  F の次数  0 の因
子類群  C1_{F}^{0} (イデアル類群の函数体における類似物) については有限次代数体の場合と状

況は同じであるが,係数体  F を代  \oplus閉包  \overline{F} まで拡大すると,その次数  0 の因子類群は

  C1\frac{0}{F} \simeq\bigoplus_{l\neq q}(Q_{l}/Z_{l})^{\oplus 2g}\oplus(Q_{q}
/Z_{q})^{h}
(  q は  F の標数,  g  =  g(F) は  F の種数,  0  \leq  h  \leq  g ) と,極めて簡明な表示を持つ.
また,因子類群と双対関係にある,最大不分岐アーベル拡大  (FF)^{ab}/\overline{F}F の Galois群

 G_{F,\emptyset}^{b} \frac{a}{F}  :=Ga1((FF)_{\emptyset}^{ab}/FF) に関しては,

 G_{F,\emptyset}^{b} \frac{a}{F}\simeq\bigoplus_{l\neq q}Z^{\bigoplus_{l}2g}
\oplus Z_{q}^{\oplus h}
が成立する.

この現象から鑑みて,有限次代数体  k のイデアル類群が無秩序に見えるのは,  k が十
分に元を含んでいない (小さい) ためであり,適当に十分な元を添加して  k を拡大してや
れば,函数体の場合と同様の現象が期待できるのではないか,と考えることができる.  \overline{F}

は  F にすべての1の羃根 (位数が  q と素) を添加した拡大であることに注意すれば,  k に
すべての1の羃根の群  \mu_{\infty} を添加した拡大体  Q(\mu_{\infty}) (全円分拡大体) を  FF の一つの類
似物と考えることができる.

岩澤は素数  p を一つ固定して,イデアル類群の  p‐部分に目標を絞って,  k にすべての
1の  p 羃乗根を添加した拡大体  k(\mu_{p^{1}}) を考察した.その当初の動機は函数体との類似を

狙うというよりも,  p 羃次のKummer理論を自由に使えるようすることであると,岩澤

自身は述べている ([18] ) .

注.本来ならば,1のすべての羃根を添加した拡大体  k(\mu_{\infty}) を考えたいところで
あるが,現時点ではこれは大きすぎて十分にコントロールすることが出来ないでいる (岩
澤加群の有限生成性が成立しない) .将来的には,このような巨大な拡大を扱う岩澤理論
が開発されることを希望する.

実際に岩澤は,目論見通りに

 C1_{k(\mu_{p}\infty)}\otimes Z_{p}, G_{k(\mu_{p}\infty),\emptyset}^{ab}(p) :=G_
{k(\mu_{p}\infty),\emptyset}^{ab}\otimes Z_{p}
がアーベル群として簡明な表示を持つことを示した.特に 「岩澤  \mu=0 予想」 が成立する

ならば,函数体と類似の

 C1_{k(\mu_{p}\infty)}\otimes Z_{p}\simeq(Q_{p}/Z_{p})^{\oplus\lambda} , Gakb( \mupl),  \emptyset (p)  \simeq Zp \oplus\lambda\oplus (有限アーベル  p‐群)
1という表示を持つ ([4] 参照) .実際には,  k に  \mu_{p} を添加せずとも,  Z_{p}‐拡大  K/k をと

K p )(れば 「  \mu=0 」 の下で Cl  \otimes Z_{p} と  G_{K,\emptyset_{\backslash }}^{ab} に関して上で述べたことがそのまま成立してい

る.すなわち,  Z_{p}‐拡大は,イデアル類群の構造を簡明化する力を持った無限次拡大であ
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ると言うことができる.従って,簡明な  K のイデアル類群,乃至は最大不分岐アーベル

 p‐拡大のGalois群と,それらへの  Ga1(K/k)\simeq Z_{p} の作用の仕方から,困難である有限次
代数体  k のそれらに関する情報を引き出すこと―降下 (descent) ―の可能性が開ける.

非アーベル岩澤理論の動機は,この古典的岩澤理論の着想の非アーベル化にある :類

体論により  k のイデアル類群の  p‐部分が,  k 上の最大不分岐アーベル  p‐拡大のGalois群

 Ga1(k^{ab}(p)/k) と同型であることに注意すれば,当然,  k 上の最大不分岐  p‐拡大  k  (p)/k
のGalois群  G_{k.\emptyset}(p)  :=Ga1(k_{\emptyset}(p)/k) の構造が目標に挙がるであろう.

有限次代数体  k のイデアル類群の構造もさることながら,  G_{k.\emptyset}(p) はそれに輪をかけ
て難しい対象である.  G_{k,\emptyset}(p) に関して一般的に知られている事実を列挙してみると,

1.  G_{k,\emptyset}(p) は有限表示 pro‐p‐群である.つまり,pro‐p‐群の完全系列

 1arrow Rarrow F_{d}arrow G_{k,\emptyset}(p) arrow 1,

dが存在する.ここに,  F は有限階数  d の自由pro‐p‐群,  R は有限個の元  ti , . . . ,  t_{r} で,  F_{d}

の閉正規部分群として生成される ;

 R= (t_{1}, : : :, t_{r})_{F_{d}} :=\langle gr_{i}g^{-1}|g\in F_{d}, 1\leq i\leq
r\rangle.

あるいは,

 \dim_{F_{p}}H_{1}(G_{k,\emptyset}(p), F_{p})=d<1, \dim_{F_{p}}H_{2}(G_{k,
\emptyset}(p), F_{p})=r<1

と言い換えることもできる (  d を  G_{k,\emptyset}(p) の生成階数(generator rank),  r を関係階数
(relation rank) と言う) .

2.  G_{k,\emptyset}(p) はFAB 群 (Finite ABelianization group) .すなわち,  G_{k,\emptyset}(p) の任意
の開部分群  H のアーベル化  H^{ab} は有限.

3.  G_{k,\emptyset}(p) は無限になり得る (Golod‐Šafarevic[1](1964) ).もちろん,有限にもなり得る
(さらに言えば,任意の有限  p 群は,ある有限次代数体  k に対する  G_{k,\emptyset}(p) として実際に

現れる [14] ) .

 G_{k,\emptyset}(p) の知られている一般的な性質1,2は,イデアル類群の有限性と類体論という
代数的整数論の基礎的事実から導かれる.3はそれに加えて,有限  p 群の関係階数が,生
成階数のある2次関数で常に下から抑えられるという群論的事実―Golod‐Šafarevič 不
等式―を用いる.また,有限でない  G_{k,\emptyset}(p) で,その構造が完全に判っている (乃至は原
理的に任意の精度で構造を決定可能である) ような実例は現在一つも知られていない.さ

らに言えば,Fontaine‐Mazur 予想を仮定すれば,  G_{k,\emptyset}(p) は無限  p 進解析的商をもた
ないので,それは行列群とは掛け離れた構造を持つことが帰結される.従って  G_{k,\emptyset}(p) が



316 尾崎学

無限の場合には,代数幾何から来る線型Galois表現では捉えきれない対象である可能性
が濃厚である.

ともかく,  G_{k,\emptyset}(p) はFAB 群であることからも,その構造は相当に複雑であること

が予想される.その原因を  k が 「小さい」 ことに求めることはできないだろうか?

実際,標数  q の有限体  F 上の1変数代数函数体  F の場合には幾何を用いて,  p\neq q
のとき

 G_{\overline{F}F,\emptyset}(p)\simeq\pi_{1}(S_{g(F)})
pro‐p

 \simeq\langle x_{1},  y_{1} , . . . ,  x_{g(F)},  y_{g(F)}|(x_{1}, y_{1}) . . .  (x_{g(F)}, y_{g(F)})=1\rangle^{pro-p}

pが知られている.ここで,  \pi_{1}(S_{g})^{pro-} は種数  g の閉曲面  S の位相的基本群の pro‐p 完
1 1備化,交換子は  (x, y)  :=xyx^{-}  y^{-} で定義している.

また,代数体の場合には次が知られている :

定理1.1 (内田 [17]). 有限次代数体  k と素数  p について,  G_{k(\mu_{1}),\emptyset}(p) は可算無限
階数の自由pro‐p 群である.

この内田の定理に基づいて,非アーベル岩澤理論を建設することも興味ある問題で
あるが,アーベル的の場合と同様に,  k(\mu_{\infty}) は,そこから降下して  G_{k,\emptyset}(p) の情報を引き

出すにはあまりにも大きすぎるため,現時点では困難と言わざるを得ない.すると,  Z_{p^{-}}
拡大  K/k が,  G_{K,\emptyset}(p) を十分に簡明にして,かつ降下に適切ではないかと期待できる.

以下本稿では,上に述べた着想に基づいてこれまでに得られている結果について概
説する.

§2. 設定と記号

この節では,今後用いる設定と記号について準備しておく.以下素数  p を一つ固定す

る.  K/k を有限次代数体  k 上の  Z_{p}‐拡大,  \Gamma:=Ga1(K/k)\simeq Z_{p} として,  k_{n} で  K/k の第
n

n n 中間体 (  [k :k]=p ) を表す (  n\geq 0 ) .

序では不分岐拡大の場合のみにしか言及しなかったが,ここでは少し一般的に  k の

素点の集合  S を一つ固定して,  S の素点の分岐のみを許した拡大のGalois群を扱うこと

Sにする.以下,一般の代数体  F と  F の素点の集合  S に対して,  F (p) を  F の最大  S‐分
岐  p‐拡大体 (「  S‐分岐」  = 「  S に含まれる  F の素点以外はすべて不分岐」) ,  G_{F,S}(p)  :=

S Ga1(F_{S}(p)/F) とおく.そして,  L_{S}  :=K_{S}(p) ,  L_{n},  :=(k_{n})s(p) と記し,  G:=G_{K,S}(p)=
nS Ga1  (L /K) ,  G  :=G_{k_{n},S}(p)=Ga1(L_{n,S}/k_{n}) と書く ことにする.

古典的岩澤理論では最大  S‐分岐ア  - ベル  p‐拡大  L_{n,S}^{ab}/k_{n},  L_{S}^{ab}/K のGalois群  G^{ab},

 G_{n}^{ab} を扱ったが,非アーベル岩澤理論の目標物は  G と  G_{n} そのものである.しかし,  G や
 G_{n} をそのまま扱うのは難しいので,それらに適当なフィルトレーションを入れて考える

のが適切である.ここでは降中心列を入れて考える :
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群  H に対し,  H の降中心列

 H=C_{1}(H) \supseteq C_{2}(H) \supseteq \supseteq C_{i}(H)\supseteq 

を,再帰的に

1 ii C_{1}(H)=H, c_{+} (H)=(C(H), H) (i\geq 1)

で定める (  H が位相群のときは交換子群は位相的閉包をとる) .そして,

 L_{S}^{(i)} :=L_{S}^{C_{i+1}(G)}, L_{n,S}^{(i)} :=L_{n,S}^{C_{i+1}(G_{n})} 
(i\geq 0)

 G^{(i)} :=G/C_{i+1}(G)=Ga1(L_{S}^{(i)}/K) ,

 G_{n}^{(i)}  .:=G_{n}/C_{i+1}(G_{n})= Gal  (L_{n,S}^{(i)}/k_{n}) ,

 X^{(i)} :=C_{i}(G)/C_{i+1}(G)=Ga1(L_{S}^{(i)}/L_{S}^{(i-1)}) ,

 X_{n}^{(i)} :=C_{i}(G_{n})/C_{i+1}(G_{n})=Ga1(L_{n,S}^{(i)}/L_{n,S}^{(i-1)}) (i
\geq 1) ,

ii )()とおく.ここで,  L_{S}^{(i)}/k は Galois拡大で,X  ( は  G  =  Ga1(L_{S}^{(i)}/K) の中心に含ま

れるので,  \Gamma は  X^{(i)} に  \mathcal{G}^{(i)}  := Gal  (L_{S}^{(i)}/k) の内部自己同型を通じて自然に作用する :
i(

 \gamma  \in  \Gamma,  x  \in  X について,  \gamma x  :=\overline{\gamma}x\overline{\gamma}^{-1} . ここに,  \overline{\gamma}\in  \mathcal{G}^{(i)} は  \overline{\gamma}|_{K}  =\gamma なる任意の元

(  \gamma x は,  \overline{\gamma} の選び方に依らない) .
従って,  X^{(i)} は自然に完備群環  \Lambda:=Z  [[\Gamma]] 上の加群の構造を持つ.これを第  i 次

岩澤加群と呼ぶことにする.X(1) は古典的岩澤理論における通常の岩澤加群であること
に注意しよう.

上と同様に  L_{S}/k はGalois拡大で,  \mathcal{G}:=Ga1(L_{S}/k) とおく と,自明な完全系列

 1arrow Garrow \mathcal{G}arrow\Gammaarrow 1

が存在する.我々は  G が  G_{n} に比べて十分に簡明な構造を持つことを期待している.さ

らに,  \Gamma の  G への 「作用」,正確には上の完全系列が引き起こす  \Gamma の  G の外部自己同型
群への表現について知ることができれば,  \mathcal{G} の構造,延いては  G_{0}=Ga1(L_{0,S}/k) につい
ての何らかの知見が得られるであろう.

§3. 非アーベル岩澤公式

歴史的に岩澤理論に於ける最初の著しい成果は,岩澤類数公式と言える.つまり,  Z ‐
拡大  K/k の各中間体  k_{n} のイデアル類群の  p‐部分  A_{n}  :=C1_{k_{n}}\otimes Z , 或いは  k_{n} 上の最大

Kn
,不分岐アーベル  p‐拡大のGalois群の位数の を動かしたときの振る舞いを

不分岐アーベル  p‐拡大のGalois群―不分岐岩澤加群―の構造不変量である岩澤不変量を

用いて表す公式である.
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筆者は非アーベル岩澤理論を展開するに当たって,この公式の一般化に相当する事実

の証明を最初の目標に掲げて研究を行った.通常の岩澤類数公式の証明とは異なり,非
アーベル群を正面から扱う必要があるために証明には難渋したが,現時点ではそれなりに
満足できる結果が得られている.

この節では以下,前節の記号で   S=\emptyset としたもの (つまり不分岐) を用いる.そし

nて,  L_{\emptyset} と  L_{n,\emptyset} はそれぞれ  L と  L と略記する.

まずオリジナルの岩澤公式の復習から始める.前節の記号で,

 A_{n}\simeq X_{n}:=X^{(1)}

であり,X:  =X^{(1)} が不分岐岩澤加群であることに注意しよう.

岩澤類数公式 (岩澤 [3]).  \exists v\in Z,  \exists n_{0}  \geq 0 :

 \# A_{n}=\# X_{n}=p^{\lambda n+\mu p^{n}+v} for 8  n\geq n_{0}.

:
p

ここで,  \lambda  = rankZ  X,  \mu は  Tor_{Z_{p}}X  \sim  \oplus_{i=1}^{r}\Lambda/p^{m_{i}}  (\sim は  ker, coker が共に有限な  \Lambda-

準同型―擬同型―を表す) とするとき,   \mu:=\sum_{i=1}^{r}m_{i} で定義される.

注.上の  \lambda,  \mu,  v は  K/k の岩澤不変量と呼ばれる.  v‐不変量は一般には岩澤加群

Xの  \Lambda‐加群構造のみからは定まらない.

各  n\geq 0 と  i\geq 0 に対して,  G がFAB 群であることから  X_{n}^{(i)} はすべて有限アーベ

ル群である.イデアル類群の言葉で言えば,

 X_{n}^{(i)} \simeq A(L_{n}^{(i-1)})_{Ga1(L_{n}^{(i-1)}/k_{n})} (i\geq 1)

が成立する.ここに,  A(L_{n}^{(i-1)})  :=C1_{L_{n}^{(i-1)}}\otimes Z_{p} である.従って,  G_{n}^{(i)} も有限  p‐群であ
ることが判る.

非アーベル岩澤公式は,固定された   i\geq  1 について,  \# X_{n}^{(i)} と  \# G_{n}^{(i)} の  n を大きく
i )(したときの振舞いを,X(i) と  G の構造不変量を用いて記述するものである.

公式を述べるために,第  i 次岩澤加群  X^{(i)} の基本性質を述べておく :

命題3.1 ([13]).  \mu を  K/k の岩澤  \mu‐不変量とする.
(1)  \mu=0 ならばすべての   i\geq  1 に対して X(i) は有限生成捩れ  \Lambda‐加群,さらに  Z_{p} 上でも
有限生成 .

(2)  \mu  >  0 ならば,  i  \geq  2 のときは X(i) は捩れ  \Lambda‐加群であるが  \Lambda 上有限生成ではない
(  i=1 のときは常に  \Lambda‐上有限生成である (岩澤)) .

(3)  \mu の値に拘わらず,  \lambda^{(i)}  :=rank_{Z_{p}}X (i) は有限.
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i(命題3.1中の  \lambda  )  (i\geq 1) を第  i 次岩澤  \lambda‐不変量と呼ぶことにする.  \lambda^{(1)} は  K/k の

通常の岩澤  \lambda‐不変量に等しいことに注意しよう.この命題より  \mu=0 のときは古典的な

場合  (i=1) と  i\geq 2 でX(i) の  \Lambda‐加群構造に大差はないが,  \mu>0 の場合には著しい違い
があることが判る.

この状況で,「非アーベル岩澤公式」 は以下のように述べられる :

定理3.2 ([13]).  Z_{p}‐拡大  K/k の岩澤  \mu‐不変量が  0 であると仮定する.このとき各
 i\geq 2 に対して,

 \exists v^{(i)}  \in Z  \exists n_{0}^{(i)}  \geq 0 :  \# X_{n}^{(i)}  =p^{\lambda^{(i)}n+v^{(i)}} for 8  n\geq n_{0}^{(i)}.

が成立する.特に,  G_{n}^{(i)} の位数については同じ仮   \sum の下で,各   i\geq  1 に対して,

 \exists m_{0}^{(i)}  \geq 0:\# G_{n}^{(i)}  =p^{(\Sigma_{j=1}^{i}\lambda^{(j)})n+\Sigma_{j=1}^{i}v^{(j)}} for 8  n\geq m_{0}^{(i)}.

が成立する.

上の定理の証明の概要を説明する.以下では,  Z_{p}‐拡大  K/k の  \mu‐不変量は  0 で  K/k
で分岐している素点は完全分岐していることを仮定する (この後半の仮定は必要であれば
適当な  n\geq 0 について  k を  k_{n} に取り えればいつでも成立するので無害である) .そし
て   i\geq  1 を1つ固定する.

i )i ))(このとき,  X_{n}^{(i)} はX の商になることが判るので,  X_{n}^{(i)}  \simeq X^{(i} となる  X_{n}^{(i)} の
i )( (

n部分加群  Y  \subseteq X^{i)} が存在する.この  Y_{n}^{(i)} の  n を動かしたときの振る舞いが分かれば,
 X_{n}^{(i)} の振る舞い (特にその位数) を知ることができる.

 i=1 の場合,即ちオリジナルの岩澤類数公式の場合には,  Y^{(1)} の振る舞いをを  \Lambda のn

作用を用いて綺麗に記述できるが,  i\geq 2 の場合には X(i) を  \Lambda‐加群として捉えたとして
も,  Y_{n}^{(i)} の簡明な記述を得ることはできない.

しかし,  G_{n}^{(i)}  \simeq G^{(i)}/R_{n}^{(i)} なる  G^{(i)} の正規部分群  R_{n}^{(i)} の振る舞いは  \Gamma の  G^{(i)} への作用
を用いて記述することができる.そして,  X^{(i)}  =C_{i}(G^{(i)})  \subseteq G^{(i)},  X_{n}^{(i)}  =C_{i}(G_{n}^{(i)})  \subseteq G_{n}^{(i)},

 Y_{n}^{(i)}  =C_{i}(G^{(i)})\cap R_{n}^{(i)} と捉えて,十分大なるすべての  n について

 Y_{n+1}^{(i)} =(Y_{n}^{(i)})^{p}

が成立することを群論的な手法を駆使して示して,公式が証明されるのである.

非アーベル岩澤公式の副産物として,有限  p‐群  G_{n}^{(i)} の構造の挙動に関して次が判る :

命題3.3 ([13]).  i\geq 1 に対し,

 \exists l_{0}^{(i)}  \geq 0 :  R_{m}^{(i)}  =(R_{n}^{(i)})^{p^{m-n}}  =(R_{n}^{(i)})^{[p^{m-n}]} form  \geq n\geq l_{0}^{(i)}

従って,

 G_{n}^{(i)}  \simeq G^{(i)}/(R_{l_{0}^{(i)}}^{(i)})^{p^{n-l_{0}^{i}}} forn  \geq l_{0}^{(i)}
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dとなる.ここで,位相群  H と整数  d に対して,  H は  h^{d}  (h\in H) たちで位相的に生成さ

れる  H の部分群を表し,  H^{[d]}  :=\{h^{d}|h\in H\} と定める.

この命題によって,非アーベル不分岐  p‐拡大のガロワ群  G_{n}^{(i)} の位数のみならず,そ
の構造の  n を動かしたときの挙動もある程度知ることができる.

非アーベル岩澤公式の証明は,「 p 乗元同士の積は  p 乗元とは限らない」 という非アー
ベル群特有の現象に,正面から打ち勝つことによって成されたのであり,古典的な岩澤類
数公式の場合とは様相が相当に異なっている.そのため,  \mu>0 の場合も含む一般の場合

i )に  X_{n}^{(i)} 乃至は  G_{n}^{(} の挙動を調べることは,先の証明の手法では成功していない.
より数論的な異なる手法で,特殊な  \mu>0 なる  Z_{p}‐拡大については次のような  \# X^{(2)}

の公式が得られている.

定理3.4 ([13]).  K/k を次を満たす  Z_{p}‐拡大  (p\neq 2) とする:
(i)  K/k の岩澤加群  X が  (\Lambda/p)^{\oplus\mu} と同型,(このとき  \mu(K/k)=\mu),
(ii)  K の  p 上の素点は唯1つ.
このとき,ある非負整数  \kappa(K/k) と整数  v^{(2)}(K/k) が存在して,十分大なるすべての  n に
ついて

 \# X_{n}^{(2)} =p^{(\frac{\mu p^{n}-1}{2}\mu)p^{n}-\kappa(K/k)p^{n}+v^{(2)}
(K/k)}
が成立する.

注.任意に与えられた  \mu>0 について,上の定理の条件 (i) , (ii) を満たす  Z_{p}‐拡大
 K/k は無数に存在する ([12]).

上の公式ははオリジナルの岩澤類数公式とは随分と形が異なっている.その原因は

X(2) がもはや  \Lambda 上有限生成でないことに起因している.

§4.  Z_{p}‐拡大体  K に対する  G_{K,\emptyset}(p) の構造

この節でも,  p を固定された素数,  k を有限次代数体,  K/k を  Z_{p}‐拡大とする.そし

て引き続き第2節の記号で   S=\emptyset の場合を扱う.
(まず最初に,X の構造を調べる上で基本となる完全系列について説明する.そ

nのためにいくつか新たに記号を導入する : 各  i  \geq  1 と  n  \geq  0 に対して,  E_{n} を  k の
i n)(L kn

単数群として,  \mathcal{H}_{n}^{(i)}  =  E_{n}/  (E_{n}\cap N / nL_{n}^{(i)\cross}) とおく.そして,  \{\mathcal{H}^{(i)}\} のnorm写像

m N_{m,n} :  k  arrow  k_{n}  (m\geq n\geq 0) から誘導される写像に関する射影的極限   \lim_{arrow n\geq 0}\mathcal{H}_{n}^{(i)} を

 \mathcal{H}^{(i)} で表す.

命題4.1. (1)  i\geq 2 と  m\geq n\geq 0 について,各横列が完全であるような次の  \Lambda-
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加群の可換図式が存在する :

 0 arrow \mathcal{H}_{m}^{(i-1)} arrow H_{2} (Ga1(L_{m}^{(i-1)}/k_{m}), Z_{p}) 
arrow X_{m}^{(i)} arrow 0
(4.1)   N_{m,n\downarrow} d_{m,n}\downarrow p_{m,n}\downarrow

 0 arrow \mathcal{H}_{n}^{(i-1)} arrow H_{2}(Ga1(L_{n}^{(i-1)}/k_{n}), Z_{p}) 
arrow X_{n}^{(i)} arrow 0.
ii ((

nm nnここで,  d_{m} , は自然な射影  Ga1  (L -1)/k_{m} )  arrow Ga1(L -1)/k ) と恒等写像  Z_{p}  arrow Z_{p}
が誘導する写像,  p_{m,n} は定義域の制限から誘導される自然な射影である.

(2)  i\geq 2 に対して,次の  \Lambda‐加群の完全系列が存在する :

 0arrow \mathcal{H}^{(i-1)} arrow H_{2}(Ga1(L^{(i-1)}/K), Z_{p})arrow X^{(i)} 
arrow 0

(1) の可換図式の横列の完全系列は,中心類体の理論から得られる完全系列

 0arrow \mathcal{H}_{n}^{(i-1)} arrow \mathcal{K}_{n}^{(i-1)} r_{n} X_{n}^{(i)} 
arrow 0

i(
n (\mathcal{K}_{n}^{(i-1)} := (N_{L_{n}^{(i-1)}/k_{n}}J_{L} -1)\cap k_{n}
^{\cross})/N_{L_{n}^{(i-1)}/k_{n}}L_{n}^{(i-1)\cross},

 J_{L_{n}^{(i-1)}} は  L_{n}^{(i-1)} のidele群,  r_{n} は

LL nnn r_{n} (N (i-1)/k_{n}(\alpha)N (i-1)/k L_{n}^{(i-1)\cross})=(\alpha, L_{n}^{(i)}
/L_{n}^{(i-1)}) (\alpha\in J_{L_{n}^{(i-1)}})
で定義される写像) と,類体論から得られる同型

 H_{2}(L_{n}^{(i-1)}/k_{n}, Z_{p})=\hat{H}^{-3}(L_{n}^{(i-1)}/k_{n}, Z)
\simeq\rho\hat{H}^{-1}(L_{n}^{(i-1)}/k_{n}, C_{L_{n}^{(i-1)}})
 \simeq\delta ker(\hat{H}^{0}(L_{n}^{(i-1)}/k_{n}, L_{n}^{(i-1)\cross})arrow\hat
{H}^{0}(L_{n}^{(i-1)}/k_{n}, J_{L_{n}^{(i-1)}}))=\mathcal{K}_{n}^{(i-1)},

i(
in ((  C_{L_{n}^{(i-1)}} は  L  -1) の idele類群,  \rho  =

 \rho_{L_{m^{-1)}}/k_{m}} は 中山‐Tate の定理の同型写像 ([16,
p.197, 11.3] 参照),  \delta はコホモロジー完全系列の連結写像) を組み合わせることで得られ
る.(2) の完全系列は,(1) の完全系列を縦写像について射影的極限を取ることで得られる.

ここで,上の命題の完全系列の意味を説明する.一般に pro‐p 群  H に対し,  H_{2}(H, Z_{p})
は  H のSchur multiplier と呼ばれるもので,  H のpro‐p‐群による中心拡大

 1arrow Carrow\tilde{H}arrow Harrow 1

で  \tilde{IH}^{ab}  \simeq  H^{ab} なる任意のものについて,自然な全射  H_{2}(H, Z_{p})  arrow  C が存在するとい
う性質を持つ (Hochschild‐Serre スペク トラル系列

 H_{2}(H, Z_{p}) arrow C(=(C^{ab})_{H}) arrow\tilde{H}^{ab}arrow^{\sim}H^{ab}
arrow 0

から判る) .  H=Ga1(L^{(i-1)}/K)  (i\geq 2) について,中心拡大

 1arrow X^{(i)} arrow Ga1(L^{(i)}/K) arrow Ga1(L^{(i-1)}/K) arrow 1
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はそのような性質を持つので,全射

 H_{2}(Ga1(L^{(i-1)}/K), Z_{p}) arrow X^{(i)}

が存在することは群論的に判るが,命題4.1(2) の完全系列は,その核が数論の言葉で記
述できることを意味している.

系4.2. (1)

  \mathcal{H}:=\lim_{i\geq 1}\mathcal{H}^{(i)}arrow =n\geq 0\lim_{arrow} (E_{n} 
(E_{n}\cap\bigcap_{i\geq 1}N_{L_{n}^{(i)}/k_{n}}(L_{n}^{(i)})^{\cross}) \otimes 
Z_{p})
とおく.このとき,  \Lambda‐加群として

 H_{2}(G_{K,\emptyset}(p), Z_{p})\simeq \mathcal{H}

(2)  H_{2}(G_{K,\emptyset}(p), Z_{p}) は  \Lambda 上有限生成.

(1) は命題4.1(2) の完全系列の  i\geq 2 に関する射影的極限を取ることで得られる.(2)
は  \mathcal{H} は  \mathcal{E}  := \lim_{arrow n\geq 0}(E_{n}\otimes Z_{p}) の商であり,  \mathcal{E} は有限生成  \Lambda‐加群であること (岩澤) か
ら従う.

今,  K/k の岩澤  \mu 不変量が  0 であるならば,  X=G_{K,\emptyset}(p)^{ab} は  Z_{p} 上有限生成なの
で、  G_{K,\emptyset}(p) の生成階数  d(G_{K,\emptyset}(p))  =\dim_{F_{p}}H_{1}(G_{K,\emptyset}(p), F_{p}) は有限である.そこで次

の問題が考えられる :

問題1.  \mu(K/k)=0 のとき,  G_{K,\emptyset}(p) の関係階数

 r(G_{K,\emptyset}(p)) :=\dim_{F_{p}}H_{2}(G_{K,\emptyset}(p), F_{p})

は有限か ?

 Z_{p}‐拡大  K/k が,最大不分岐  p‐拡大の Galois群の構造を簡明化する力があると信

ずるならば,この問題は肯定的に解かれることが期待されるが,その成否は知られてい
ないし,非常に難しいと思われる.しかし,肯定的であるような  K/k の実例は存在する

(後述) .
完全系列

 0arrow H_{2}(G_{K,\emptyset}(p), Z_{p})/parrow H_{2}(G_{K,\emptyset}(p), F_{p})
arrow X[p] arrow 0

(X  [p]  :=ker(Xarrow^{p}X) ) より,問題1は

 \dim_{F_{p}}H_{2}(G_{K,\emptyset}(p), Z_{p})/p<1 ?
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と同値である.さらに上の完全系列と系4.2より,  H_{2}(G_{K,\emptyset}(p), F_{p}) は  \Lambda‐加群としては有
限生成であることは判る.

この節の最後に,高次岩澤不変量  \lambda^{(i)} について述べる :

命題4.3.  k を有限次代数体,  p は  k で完全分解,  Z ‐拡大  K/k で  p 上の素点はす

べて分岐すると仮定する.そして,  r_{1} , r2をそれぞれ  k の実無限素点,複素無限素点の個
数とする.このとき,

  \lambda^{(1)} \geq r_{2}, \lambda^{(2)} \geq \frac{r_{2}(r_{2}-1)}{2}-(r_{1}+
r_{2})
が成立する.特に,  \lambda^{(1)},  \lambda^{(2)} が随意に大きくなるような  K/k が存在する.

上の命題の  \lambda^{(1)} に関する部分は岩澤による結果 ([4] ) である.それと命題4.1を用
いて,  \lambda^{(2)} に関する主張も示される.

問題2. 各   i\geq  1 について,  \lambda^{(i)} が随意に大きくなるような  Z ‐拡大は存在するか?

この問題も未解決である.現時点では  \lambda^{(3)}  \geq  1 なる実例すら知られていない.

§ 5.  G_{K.,\emptyset}(p) の実例

この節では,素数  p を固定し,有限次代数体  k に対して  k_{\infty}/k を円分的  Z_{p}‐拡大とす

る.第2節の記号で,  K=k_{\infty},   S=\emptyset の場合を扱う.

まず,  k が虚2次体の場合に  G^{(3)}=G_{k_{1},\emptyset}(p)/C_{4}(G_{k_{1},\emptyset}(p)) の構造が決定できるよ
うな判定条件を与える :

命題5.1.  k を虚2次体,  p は  k で不分解な奇素数として,  k_{\infty}/k の岩澤  \lambda‐不変量

が2であるものとする.そして,  D_{n}^{(2)}  \subseteq Ga1(L_{n}^{(2)}/L_{n}^{(1)}) を  p 上の素点の分解群 (  n\geq 0 ) ,

 f(T)\in Z_{p}[[T]] を

k p f((1+p)^{s}-1)=L_{p}(s, \chi \omega ) (久保田‐Leopoldt  p‐進  L‐函数)  (s\in Z_{p})

を満たす羃級数として (  \chi_{k} は  k に付随する Dirichlet指標,  \omega_{p} は  p‐Teichmüller指標) ,

 f(T)=(T-\alpha)(T-\beta)U(T) , \alpha, \beta\in\overline{Q_{p}}, |\alpha|_{p}, 
|\beta|_{p}< 1, U(T) \in Z_{p}[[T]]^{\cross}

とする (  |*|_{p} は  p‐進絶対値) .

このとき,もしもある  n\geq 0 について  D_{n}^{(2)}  \neq 0 であるならば,

F22 G^{(3)} \simeq F/C_{4}(F)((x, y)^{p^{e}}) 12

が成立する.ここに  F_{2}  =  \langle x,   y\rangle は階数2の自由pro‐p 群,  e=v_{p}((1+\alpha)(1+\beta)-1) )
(  v_{p} は正規化 (  v_{p}(p)=1 ) された  p‐進附値) .なお,  v_{p}(0)=\infty,  p^{\infty}  =0 と解釈する.

特に,X(1)  \simeq Z_{p}^{\oplus 2},  X^{(2)}  \simeq Z_{p}/p^{e},  X^{(3)}  \simeq(Z_{p}/p^{e})^{\oplus 2} が成立する.
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2証明は,岩澤主予想 (Mazur‐Wiles の定理) を用いて,  H  (X^{(1)}, Z_{p})  \simeq  X\wedge X  \simeq

 \Lambda/(T+1-(1+\alpha)(1+\beta)) を導き  p これと命題4.1を用いて実行される..

例5.2. 命題5.1で  k  =  Q(\sqrt{-m}) ,  p=  3 とする.このとき,  m  =  2437 , 3886,
4027について

 G^{(3)} \simeq F_{2}/C_{4}(F_{2})((x, y)^{3^{e_{m}}})_{F_{2}}
が成立する.ここで,  e_{4027}=2,  e_{2437}=3,  e_{3886}  =4 である.

これらの実例では  D_{0}^{(2)}  \neq 1 が成立している.

次に,  G=G_{k_{1},\emptyset}(p) が完全に決定されている例を述べる.

まず最初に  G がアーベル群になるような例を説明する.  k が虚2次体の場合には,次
の2つの定理により  G がアーベル群になるような  k が完全に決定されている :

定理5.3 (水澤‐尾崎 [8]).  k=Q(\sqrt{-m}) を虚2次体 (  m は平方因子を持たない正
2整数) ,  k_{\infty}/k を円分的  Z ‐拡大とする.このとき,  G  =  G_{k}  \emptyset(2) がアーベル群になる

ための必要十分条件は以下の通りである.なお,  p,  q,  q',  q" は相異なる素数を表すものと
する.

(1)  m=1 または  m=q\equiv 3  (mod 8) . この場合には  G=1.

(2)  m=p\equiv 5  (mod 8) . この場合には  G\simeq Z/2.
(3)  m  =pq,  p  \equiv  5,  q  \equiv  3 (mod8), または,  m  =  q  \equiv  7  (mod 16) . この場合には
 G\simeq Z_{2}

(4)  m=qq',  q\equiv q'\equiv 3  (mod 8) , または,  m=p\equiv 9  (mod 16) ,  2 \frac{p-1}{4}  \equiv 1  (mod p) .
この場合には  G\simeq Z/2\cross Z_{2}.
(5)  m=qq'q  q\equiv q'  \equiv q"  \equiv 3  (mod 8) , または,  m=pq,  p\equiv 9  (mod 16) ,  q\equiv 3

 (mod 8) ,  2 \frac{p-1}{4}  \equiv 1  (mod p) . この場合には  G\simeq Z_{2}  \cross Z_{2}.

(6)  m=q\equiv 15  (mod 32) . さらに,   \frac{1}{2}L_{2}(s, \chi_{k}\omega_{2})=f(5^{s}-1) と満たす  f(T)  \in Z_{2}[[T]]
1について,  f(T)  =p(T)U(T) ,  p(T)  =  T^{3}+a_{2}T^{2}+a  T  \in  Z_{2}[T]  (a_{i} \in 2Z_{2}) ,  U(T)  \in

 Z_{2}[[T]]^{\cross} と表したとき,  p(-1)\equiv 1  (mod 4) . この場合には  G\simeq Z_{2}  \cross Z_{2}  \cross Z_{2}.

定理5.4 (岡野 [11]).  k が虚2次体,  p が奇素数の場合,  G=G_{k_{1},\emptyset}(p) がアーベ
ル群になるための必要十分条件は,次の (1) と (2) のいずれかが成立することである :

(1)  k_{\infty}/k の  \lambda‐不変量  \lambda(k_{\infty}/k) が1以下.この場合は  G=1 または  G\simeq Z .
(2)  \lambda(k_{\infty}/k)=2 かつ,  k のイデアル類群の  p‐部分が,  p 上の素イデアルの羃を含む

類たちで生成される (言い換えると,  k 上の不分岐アーベル  p‐拡大で,  k の  p 上の素点がす
べて完全分解するようなものは自明な拡大以外に存在しない) .この場合は  G\simeq Z_{p}\cross Z_{p}

上の2つの定理は基本的に中心類体の理論を用いて与えられる.

 G がアーベル群  \Leftrightarrow X^{(2)}  =0\Leftrightarrow X_{n}^{(2)}  =0  (\forall n\geq 0)

2に注意すると,命題4.1から,必要条件  \mathcal{H}\simeq H  (X^{(1)}, Z_{p})  \simeq X^{(1)}\wedge X^{(1)} が得られる. ここ

で,  \mathcal{H} は  \Lambda 上1元生成なので,X (1)  X(1) も1元生成であることが判り,  \dim_{F_{p}}X^{(1)}/p\leq 3
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という必要条件が得られる.この必要条件で絞られた  k について,中心類体の理論から
得られる完全系列

 0arrow(E_{k'}\cap N_{L_{n}^{(1)}/k},J_{L_{n}^{(1)}})/(E_{k'}\cap N_{L_{n}^{(1)}
/k},L_{n}^{(1)^{\cross}})
 arrow coker  ( \bigoplus_{\mathfrak{p}}H_{2}(D_{\mathfrak{p}}(L_{n}^{(1)}/k'), Z_{p}) arrow 
H_{2}(Ga1(L_{n}^{(1)}/k'), Z_{p}))
 arrow(X_{n}^{(2)})_{Ga1(k_{n}/k')} arrow 0

を用いて  (X_{n}^{(2)})_{Ga1(k_{n}/k')}  =  0  (\Leftrightarrow X_{n}^{(2)} = 0) となる必要十分条件を求める.ここに,

k k'  =k ( p\neq 2 のとき) ,  =Q  (p=2 のとき) ,  E , は  k' の単数群,  \mathfrak{p} は  k' の有限素点
すべてを亙り,  D_{\mathfrak{p}}(L_{n}^{(1)}/k')  \subseteq  Ga1(L_{n}^{(1)}/k') は  \mathfrak{p} 上の素点の分解部分群である.ここで,

n (E_{k'}\cap N_{L_{n}^{(1)}/k}J_{L_{n}^{(1)}})/(E_{k'}\cap N_{L_{n}^{(1)}/k}
L^{(1)^{\cross}})  =0 となるので,証明の核心は  Ga1(L_{n}^{(1)}/k')
と,その分解部分群たちの構造を具体的に決定して,そのSchur multiplier を計算するこ
とである.

次に,  p‐円分体  Q(\mu_{p}) の円分的  Z_{p}‐拡大に関しては次が知られている :

1定理5  \cdot 5 (Shari丘[15]).  k_{\infty}=Q(\mu) ,  p<  1000 ならば,  G_{k_{1},\emptyset}(p) はアーベル群
である.また,  p=1217 , 7069, 9829に関しては  G_{k_{1},\emptyset}(p) はアーベル群ではない.

この定理の証明は,定理5.3, 5.4とは全く異なる手法で与えられる :
Shari丘[15] では明示的に述べられていないが,実は一般に次が成立する :

定理5.6.  K/k を  Z_{p}‐拡大で,  K/k で分岐する  k の素点はただ一つで,それは  K/k
で完全分岐しているものとする.そしてさらに,

(5.1)  Tor_{Z_{p}}X=0, G_{K,\emptyset}(p)^{ab}/p\simeq G_{k,\emptyset}(p)^{ab}/p

が成立していると仮定する.このとき,

 G_{K,\emptyset}(p) がアーベル群  \Leftrightarrow  G_{k,\emptyset}(p) がアーベル群

が成立する.

証明  G  :=G_{K,\emptyset}(p) として,記号はこれまでと同様とする.  \Rightarrow は容易に判るので,
 \Leftarrow を示す.  \Pi のためには,  C_{2}(G_{0}^{(2)})=1\Rightarrow C_{2}(G^{(2)})=1 を示せば十分である.

 G^{(2)ab}= \prod_{i=1}^{r}\langle x_{i}C_{2}(G^{(2)})\rangle\simeq Z_{p}^{r} とする.[13] より,

(5.2)  G_{0}^{(2)} \simeq G^{(2)}/( (\gamma, x1), :::, (\gamma, x_{r}))_{G(2)}

を得る.ここで,  \gamma  \in  Ga1(L^{(2)}/k) は  K/k で分岐する  k 上の唯一の素点に関する惰性群

の生成元,  (*)_{G(2)} は生成系  * で正規的に生成される閉部分群を表す.
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r仮定 (5.1) より,  (\gamma, xi) , . . . ,  (\gamma, x )  \in  (G^{(2)})^{p}C_{2}(G^{(2)}) であり,  G_{0}^{(2)} の有限性からこ
れらは  C_{2}(G^{(2)}) を法として  Z_{p} 上独立である.そこで,  (\gamma, x_{i})  =y_{i}^{p}c_{i},  y_{i}  \in  G^{(2)},  c_{i}  \in

1p
iC2  (G^{(2)}) ,  1  \leq  i  \leq  r と表すことにする.ここで  g  \in  G^{(2)} に対して,  g(y c)g^{-}  =

2 y_{i}^{p_{\mathcal{C}_{i^{\mathcal{C}'}}}p},  c'\in C  (G^{(2)}) と表せることに注意すると,  ((\gamma, xi), \ldots, (\gamma, x_{r}))_{G(2)} の任意の元は
aa a11 r rp

irr C_{2}(G^{(2)})^{p} を法として  (y_{1}^{p})^{a}  (y )  c  c  (a \in Z_{p}) と表されることが判る.これ

がC2  (G^{(2)}) に属するための必要十分条件は,上で述べた  Z_{p} 上の独立性より ai  =a_{2}  =

 =a_{r}=0 であるから,

(5.3)  ( (\gamma, x1), :::, (\gamma, x_{r}))_{G(2)}\cap C_{2}(G^{(2)})\subseteq C_{2}
(G^{(2)})^{p}

が判った.

一方,(5.2) と仮定より,

 1=C_{2}(G_{0}^{(2)})\simeq C_{2}(G^{(2)})/((\gamma, x_{1}), (\gamma, x_{r}))_{G
(2)} \cap C_{2}(G^{(2)})

であるから,

 ((\gamma, x_{1}), :::, (\gamma, x_{r}))_{G(2)} \cap C_{2}(G^{(2)}) =C_{2}
(G^{(2)})

を得る.これと (5.3) から
 C_{2}(G^{(2)}) =C_{2}(G^{(2)})^{p}

となるので,  C_{2}(G^{(2)})  =  1 が結論される.  \square 

 Q(\mu_{p^{1}})/Q(\mu )  (p < 8000000) は,上の定理の条件を満たしているので,問題を

 G_{Q(\mu_{p}),\emptyset}(p) に帰着できる.そして,Sharifiは保型形式のFourier係数の言葉で,  G_{Q(\mu} ),  \emptyset(p)
がアーベル群かどうか判定できることを示し,実際に計算を実行することによって定理を

得ている.

次に,  G_{k_{1},\emptyset}(p) が決定可能で,非アーベル群となる例を挙げる :

2定理5.7 (水澤 [6],[7] ). (1)  p_{1} , p2,  q を  p_{1}  \equiv p  \equiv 5  (mod 8) ,  q\equiv 3  (mod 8) な
21る相異なる素数として,  ( \frac{p_{1}p_{2}}{q})  =  -1,  ( \frac{p_{1}}{p_{2}})  =  1 と仮定する.さらに  Q  ( pp ) の基本

単数の  Q へのノルムが1であると仮定する.このとき,  k=Q(\sqrt{p_{1}p_{2}q}) 上の円分的  Z_{2^{-}}

拡大  k_{\infty}/k について,

 G_{k_{1},\emptyset}(2)  \simeq D_{2^{m}} (位数  2^{m} の正2面体群)

が成立する.ここで  m\geq 3 は,  2^{m-2} が  Q ( pip2) の類数の2‐部分となるような整数で
ある.

(2)  k=Q(\sqrt{-m}) ,  0<m\equiv 1  (mod 4) は平方因子を持たないとする.さらに,円
分的  Z_{2} ‐拡大  k_{\infty}/k の  \lambda‐不変量が1であると仮定する.このとき,

 G_{k_{1},\emptyset}(2)\simeq\langle a, b|bab^{-1} =a^{-1}, a^{2d}=1\rangle^{pro
-2}
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ここに,  d<1 は  Q ( m) の円分的  Z_{2} ‐拡大の不分岐岩澤加群の位数である.
1(3)  q_{1} , q2を  q  \equiv  3  (mod 8) ,   q2\equiv  7  (mod 16) なる素数とする.このとき,  k  =

 Q(\sqrt{-q_{1}q_{2}}) 上の円分的  Z_{2} ‐拡大  k_{\infty} について,

 G_{k_{1},\emptyset}(2)\simeq\langle a, b, c|bab^{-1} =a^{-1}, (b, c)=a^{2}, (a,
c)=1\rangle^{pro-2}

が成立する.

上の定理5.3, 5.4, 5.5, 5.7で与えられた例では,  G_{k_{1},\emptyset}(p) の関係階数  r(G_{k_{1},\emptyset}(p))
はすべて有限であることに注意しよう (問題1参照) .

§6. 今後の展望

これまでの研究では未だ  Z_{p}‐拡大体  K に対する  G_{K,\emptyset}(p) の構造について決定的な事

実は得られていない.  G_{K,\emptyset}(p) についてある程度のことが判るような実例は得られている

が,  Z_{p}‐拡大  K/k に本当に  G_{K,\emptyset}(p) を簡明にする力があるかどうかの見極めは現時点で

はついていない.そのためには,もう少し具体的な例を積み重ねて観察する必要がありそ
うである.特に  K が虚2次体の円分的  Z ‐拡大体の場合にはもう少しやるべきことがあ

るように思われる.また,  S が  p 上の素点を含まない場合には,GK,  s(p) は馴分岐拡大の
Galois群なので,不分岐の場合と類似の性質を持つことが期待される.従ってこの場合

に,最も基本的な  Z_{p}‐拡大である  Q 上の円分的  Z ‐拡大  Q_{\infty} に対して,  G_{Q_{1},S}(p) を研

究することには意義がある.この方向での研究は水澤‐尾崎 [9] , 伊藤‐水澤 [2] で行われて
いる.

本稿ではこれまで不分岐拡大を専ら扱ってきたが,  p 上の素点をすべて含むような
については  G_{K,S}(p) は  G_{K,\emptyset}(p) とは全く異なる様相を見せる :

定理6.1 (岩澤 ([5] 参照) ).  k_{\infty}/k を有限次代数体  k 上の円分的  Z_{p}‐拡大,  S は
 k の素点の有限集合で,  p 上の素点と無限素点をすべて含むとする.

このとき,もしも  G_{k_{1},S}(p)^{ab} が非自明な  Z ‐捩れ元を持たないならば,  G_{k_{1},S}(p) は

自由pro‐p 群である.また  G_{k_{1},S}(p) が有限階数であるための必要十分条件は,  k が総実
であることである.

k1
注.  k が総実代数体の場合,  G  s(p)^{ab} が非自明な  Z_{p}‐捩れ元を持たないことは,

 k(\mu_{p^{1}})/k(\mu_{p}) に対する岩澤  \mu=0 予想から従う.

従って,  S が  p 上の素点をすべて含むような場合には,  G_{k_{1},S}(p) の構造は極めて簡

明になることが判る.

以下,特に  k が総実で,  G_{k_{1},S}(p)^{ab} が非自明な  Z_{p}‐捩れ元を持たない場合を考える.

このとき,  F:=G_{k_{1},S}(p) ,  \Gamma=Ga1(k_{\infty}/k) とおく と,  F は有限階数  d の自由pro‐p 群,
 \Gamma\simeq Z_{p} である.
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完全系列

(6.1)  1arrow Farrow Ga1(k_{S}(p)/k)arrow\Gammaarrow 1

を考える.ここで仮定より  k_{\infty}  \subseteq  k_{S}(p) なので,  k_{S}(p)  =  (k_{\infty})_{S}(p) に注意する.この完
全系列から

S  G_{k}. (p)=Ga1(k_{S}(p)/k)\simeq F\rtimes\Gamma

が判る.従って,  G_{k.S}(p) の構造は,  \Gamma の  F への作用で完全に決定されることになる.も

う少し詳しく言えば,完全系列 (6.1) が,外部自己同型表現

 \rho :  \Gammaarrow Out(F)  .:= Aut  (F)/Inn(F) ,  \gamma\mapsto  (x\mapsto\overline{\gamma}x\overline{\gamma}^{-1}) mod Inn(F)

S0(  \overline{\gamma}\in G_{k,S}(p) は  \gamma の延長) を定めるので,  \rho による  \Gamma の生成元  \gamma の像が  G_{k}. (p) の構造
を決定する.すると,この状況での非アーベル岩澤理論の 「主予想」 に関して以下のよう
な問題を考えるのは自然である :

問題3.  \rho(\gamma_{0})  \in Out (F) を何らかの  \backslash \backslash p 進  L‐函数” の言葉で記述できるか?

合成写像

d \Gammaarrow^{\rho} Out (F)  arrow Aut(F^{ab})=GL (Z)

0による  \gamma の像の特性多項式が  k の  p 進ゼータ函数  \zeta_{k,p}(s) で記述できるというのが,Wiles
によって証明された総実代数体の岩澤主予想であった.「非アーベル岩澤主予想」 を定式

化するには,まず自由pro‐p 群の外部自己同型群 Out (F) の個々の元に対して,適切な不
変量を定義する必要がある.そのために,次のような一案がある :

 C を  F の特性開部分群 (即ち,Aut (F) の作用で閉じている開部分群) 全体の集合と
する.このとき,

(6.2) Aut (F)  arrow  1^{\cdot}mGL^{0}(U^{ab}) ,  \sigma\mapsto(x(U, U)\mapsto\sigma(x)(U, U))_{U\in C}
 U\in C

0は単射であることが示される.ここに,  GL  (U^{ab})  \subseteq  GL(U^{ab}) は自然な射 Aut  (F)arrow
 GL(U^{ab}) の像であり,右辺の射影的極限は以下の射に関するものである :

V U,  V\in C,  V\subseteq U のとき,  Ver_{U/} :  U^{ab}arrow V^{ab} を移送写像とする.つまり,  U=

  \bigcup_{1\leq i\leq[U:V]}u_{i}V を剰余類分解として,各  x\in U と   1\leq i\leq  [U:V]  \Pi ついて  v_{i}(x)\in V を
xu  =u_{i'}v_{i}(x) を満たす元とする.このとき  Ver_{U/V}(x(U, U))  := \prod_{1\leq i\leq}  v_{i}(x)(V, V)

と定める.  U が自由pro‐p 群であることから,  Ver_{U/V} は単射 Aut (F)‐準同型であり,そ
の像は  GL^{0}(V^{ab}) の作用で閉じている.従って

 \varphi_{V,U} :  GL^{0}(V^{ab})  arrow GL^{0}(U^{ab}) ,  \tau\mapsto Ver_{U/}^{-1}  \circ\tau\circ Ver_{U/}

が定義できる.  1mGL^{0}(U^{ab}) は  \{\varphi_{V,U}\} に関する射影的極限である.
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各  U\in C に対して,

 F/Uarrow GL^{0}(U^{ab}) , gU\mapsto(x(U, U)\mapsto gxg^{-1}(U, U))

の像を  GL^{1}(U^{ab}) とおけば,これは  GL^{0}(U^{ab}) の有限正規部分  p 群であり,(6.2) は単射
準同型

U

 \Psi :Out(F)  arrow   \lim_{\in C}GL^{0}(U^{ab})/GL^{1}arrow(U^{ab})=:\mathfrak{G}
を誘導する.これで,各Out (F) の元を,行列のシステムからなる  \mathfrak{G} の元で表現するこ
とができる.

一方,  U\in C のとき,十分大きい  n(U)  \geq 0 について,  \overline{\gamma_{0^{p^{n(U)}}}} による  F/U への共役

作用は自明になる (  F/U は有限なので) .このとき,有限次  p‐拡大  k(U)/k_{n(U)} で,

 k_{S}(p)^{U}=k_{\infty}k(U) , k(U)\cap k_{\infty}=k_{n(U)} ,

 Ga1(k_{\infty}/k_{n(U)})\simeq Ga1(k_{S}(p)^{U}/k(U))

pなるものが存在する (一意ではない) .ここで,  U^{ab}  =  G_{k_{S}(p)^{U},S}^{ab}(p) は円分的  Z ‐拡大

S k  (p)^{U}/k(U) の  S‐分岐岩澤加群であることに注意する.従って,  \overline{\gamma_{0^{p^{n(U)}}}} の  U^{ab} への共役作

用は  GL^{0}(U^{ab}) の元を定めるが,この元の特性多項式は総実代数体の  Z ‐拡大  k_{S}(p)^{U}/k(U)
に対する岩澤主予想により,  k(U) の  p‐進ゼータ函数  \zeta_{k(U),p}(s) から定まる.

1
Uこのことから,  \Psi(\rho(\gamma_{0}))  \in \mathfrak{G} の  GL^{0}(U^{ab})/GL  (U^{ab}) への射影を  T とす

るとき,  T (スペクトラム) は1の羃根倍を法として一意に定まることが判り,U

それは岩澤主予想により  \zeta_{k(U),p}(s) から知ることができる.つまり,  \zeta_{k(U),p}(1-s)=   \frac{f(\kappa^{s}-1)}{\kappa^{1-s}-\kappa}
ip(  \kappa\in  1+pZ ) なる  f(T)  \in Z_{p}[[T]] が,  f(T)=( \prod_{i=1}^{m}(T-\alpha_{i}))U(T)  (|\alpha | < 1, U(T)  \in

 Z_{p}[[T]]^{\cross}) を満たすとき,  p^{n(U)}\sqrt{1+\alpha_{i}}  mod \mu_{p^{1}}  (1\leq i\leq m) が  \tau_{u} の固有値集合である.

UUこのように,総実代数体のアーベル的な岩澤主予想を積み上げて,  \{\zeta_{k(} (s)\} か
ら  \Psi(\rho(\gamma_{0}))  =  (T_{U}GL^{1}(U^{ab}))_{U} の情報を引き出せるが,本質的な問題はこの先の課題で
あり,それは,

1.  \{\zeta_{k(U),p}(s)\}_{U} を束ねた解析的な対象の存在すべき場所を探して,その対象を構成
する.

2. 1の解析的対象と  \Phi(\rho(\gamma_{0})) の結びつきを明らかにする.

1UUである.上では,  \Phi(\rho(\gamma_{0}))  =  (T_{U}GL^{1}(U^{ab})) の各  T の固有値集合  mod \mu を不変

量とする粗いやり方をしていたが,もっと精密に見る方法を考えるなど課題は沢山ある.

ここでは詳しく述べないが,  S が  p 上の素点をすべて含む場合の非アーベル岩澤理

論に対して,森下‐寺嶋 [10] による Johnson準同型を用いた上に述べたものとは異なるア
プローチがあることを最後に述べて,この稿を終わりとする.
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