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3重、4重ゼータ値の対称和に関する公式の一般化について
(On generalization of formula involving symmetric sums of triple and quadruple

zeta values)

By

町出 智也 (MACHIDE TOMOYA ) *, **

Abstract

Hoffman showed a formula involving symmetric sums of multiple zeta values. In this
report, we give their generalizations for triple and quadruple zeta values. We obtain identities
involving “cyclic” sums of these values, and we see that obtained identities yield Hoffman’s
formula for triple and quadruple zeta values. The results introduced in this report are included
in author’s preprint “A parameterized generalization of the sum formula for quadruple zeta
values” (arXiv: 1210.8005 [math.NT]).

§1. 背景と結果

数学者であり物理学者でもあったEulerは後世に多大な業績を残しました (例えば、
解析学における指数関数の公式、グラフ理論における一筆書きの問題、組み合わせ論に

おける数の分割など) 。多重ゼータ値は、その業績の1つであるリーマンのゼータ関数

 \zeta(s)  := \sum_{m=1}^{\infty}1/m^{s} の特殊値の一般化と考えられます (例えば  \zeta(2)=1+1/2^{2}+1/3^{2}+
22

 1/4  +\cdots=\pi  /6 )。Euler 自身によっても特別な場合において研究されていた多重ゼー
タ値は、長い間数学者の記憶から忘れ去られていましたが、昨今になり整数論、代数幾

何、結び目理論、量子物理などの様々な分野で現れ始め、盛んに研究されるようになって

います。

多重ゼータ値は、正整数の組  (l_{1}, l2, . . . , l_{n})  \in \mathbb{N}^{n} (ただし  l_{1}  \geq 2 ) に対して、具体
的には次のように定義されます :

(1. 1)  \zeta(l_{1}, l2, . . . , l_{n})  :=   \sum   \frac{1}{l_{1}l_{2}l_{n}}.
 m_{1}>m_{2}>\cdots>m_{n}>0m_{1}  m_{2} . . .  m_{n}
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整数  l=l_{i}+\cdots+l_{n} と  n をそれぞれ “重さ” と “深さ” と呼びます。

多重ゼータ値には非常に多く の公式があります。最も代表的な例の1つは、“和公

式“ ([2, 4, 9]) と呼ばれる次の公式 (1.2) です。その公式は、重さと深さを固定した多重ゼー
タ値の総和はオリジナルのリーマンのゼータ関数の特殊値と一致すること、を述べていま

す。なお2重ゼータ値の場合 (深さが2の場合) は Euler [1] が既に示しています :

  \zeta(l) = \sum \zeta(l_{1} , l_{2})
 \iota_{1} \geq 2, \iota_{2}\geq 1
 (l=l_{1}+\iota_{2})

 =  \sum \zeta(l_{1} , l_{2} , l_{3})
 \iota_{1}\geq 2, \iota_{2}, \iota_{3}\geq 1
 (l=l_{1}+l_{2}+l_{3})

 (1.2)  =   \sum  \zeta(l_{1} , l_{2} , l_{3}, l_{4})
 \iota_{1} \geq 2, \iota_{2}, \iota_{3}, \iota_{4}\geq 1

 (l=l_{1+\iota_{2}+\iota_{3}+\iota_{4}})

 =\cdots

どのような公式が価値のある式と考えるかどうかは、各々の価値観や審美眼によりま

すが、一般には、ある多重ゼータ値の線形結合がより簡単な多重ゼータ値 (例えばリーマ
ンのゼータ関数の特殊値や深さがより小さい多重ゼータ値) で書き表せた時に、価値のあ
る式とみなされるようです。そのようなものの一例として、Hoffmanが示した、多重ゼー

タ値の対称和

(1.3)   \sum_{\sigma\in S(n)}\zeta(l_{\sigma(1)}, \ldots, l_{\sigma(n)}) (l1, . . . , 
l_{n} \geq 2)
を含む公式があります ([3]) 。ここで  S^{(n)} は  n 次対称群です。また多重ゼータ値の収束性

nのために、対称和 (1.3) を考える時は  l_{1},  l  \geq 2 を仮定しています。
例えば深さが2の場合のHoffmanの公式は次のようになります :

  \sum_{\sigma\in S(2)}\zeta(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)}) = \zeta(l_{1}, l_{2})
+\zeta(l_{2}, l_{1})
(1.4)  = \zeta(l_{1})\zeta(l_{2}) -\zeta(l_{1} +l_{2}) .

n )( A を  n 次交代群とします。  \langle\sigma\rangle を置換  \sigma で生成される巡回部分群とし、また  (i1. . . i_{k})
を巡回置換表示とします。簡略化のため、  l_{1},  l_{n} の和を

 l_{1\ldots n} :=l_{1}+\cdots+l_{n}

と書く ことにします。

深さが3, 4の場合のHoffmanの公式は

  \sum_{\sigma\in S(3)}\zeta(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)}, l_{\sigma(3)})
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(1.5)  = \zeta(l_{1})\zeta(l_{2})\zeta(l_{3})-\sum_{\sigma\in A(3)}\zeta(l_{\sigma(1)
\sigma(2)})\zeta(l_{\sigma(3)})+2\zeta(l_{123}) ,

  \sum_{\sigma\in S(4)}\zeta(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)}, l_{\sigma(3)}, 
l_{\sigma(4)})
 = \zeta(l_{1})\zeta(l_{2})\zeta(l_{3})\zeta(l_{4})-\sum_{\sigma\in A(4)/(12)
(34)}\zeta(l_{\sigma(1)\sigma(2)})\zeta(l_{\sigma(3)})\zeta(l_{\sigma(4)})

(1.6)  + \sum_{\sigma\in\langle(123)\rangle}\zeta(l_{\sigma(1)\sigma(2)})
\zeta(l_{\sigma(3)\sigma(4)})+2\sum_{\sigma\in\langle(1234)\rangle}
\zeta(l_{\sigma(1)\sigma(2)\sigma(3)})\zeta(l_{\sigma(4)})
 -6\zeta(l_{1234}) ,

となります。深さが2の公式 (1.4) よりも複雑になりますが、対称和がリーマンのゼータ
関数の特殊値のみで書けることは共通しています。実は一般の深さ  n でも同様のことが

成り立ちます。詳細は [3] を参照してください。なお [3] とは異なる記号を使っています
ので、参照する際はご注意ください。

本報告書では、公式 (1.5) と (1.6) を次の視点

(i) 対称和  arrow 巡回和

(ii) 多重ゼータ値  arrow 正規化多重ゼータ値

で拡張し、下記の公式 (1.9) と (1.10) を導く方法を説明します。
(i) について詳しく述べますと、(1.5) と (1.6) の左辺を次の巡回和に変更します :

  \sum \zeta(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)}, l_{\sigma(3)}) =\zeta(l_{1}, l_{2}, 
l3) +\zeta(l_{2}, l3, l_{1})+\zeta(l_{3}, l_{1}, l_{2}) ,

 \sigma\in\langle(123)\rangle

  \sum \zeta(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)}, l_{\sigma(3)}, l_{\sigma(4)})
 \sigma\in\langle(1234)\rangle

 =\zeta (l_{1}, l_{2}, l3, l_{4})+\zeta(l_{2}, l3, l_{4}, l_{1})+\zeta(l_{3}, l_
{4}, l_{1}, l_{2})+\zeta(l_{4}, l_{1}, l_{2}, l3) .

 \langle(123)\rangle と  \langle (1234)  \rangle はぞれぞれ  S^{(3)} と  S^{(4)} の巡回部分群なので、(1.9) と (1.10) の左剰余
類の作用の和をとることにより、(1.5) と (1.6) を導く ことができます (多少の計算が必要
ですが)。従って、(1.9) と (1.10) は (1.5) と (1.6) の自然な拡張と考えられます。

(ii) についてですが、多重ゼータ値は (1.1) で定義されているため、  l_{1}  =1 の時は発
n散してしまい定義できません。しかし  l_{2},  l は1でも定義できるので、  l_{1}  =1 も定義

できた方が引数の条件が対称になり何かと便利です。Ihara‐Kaneko‐Zagier [5] は、多重
ポリロガリズム

(1.7)  Li_{l_{1},\ldots,l_{n}}  (z1, . . . , z_{n})  := \sum_{m_{1}>\cdots>m_{n}>0}\frac{z_{1}^{m_{1}-m_{2}}\cdot.\cdot.\cdot.z_{n-
1}^{m_{n-1}-m_{n}}z_{n}^{m_{n}}}{m_{1}^{l_{1}}m_{n-1}^{l_{n-1}}m_{n}^{l_{n}}}  (|z_{i}| < 1)
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1 nの漸近展開を巧みに使い、  l  =1 の時でも  \zeta  (l_{1}, \ldots, l) を定義することに成功しました。

(ここで言う成功の意味を大雑把に言いますと、積分と級数表示から得られる2種類の
シャッフル積があるのですが、その内の積分シャッフル積と両立するように定義できたと

いう意味です。) 新たに定義した多重ゼータ値を含めて、正規化多重ゼータ値と呼ぶこと
にします。またオリジナルと区別するため、記号‘x’ を付けて

(1.8)  \zeta^{x} (l1, . . . , l_{n}) (l1, . . . , l_{n}\geq 1)

x

11 nと書く ことにします。もちろん  l  >  1 の時は  \zeta  (l , . . . , l)  =  \zeta(li, \ldots, l_{n}) となります。

深さが小さい場合の具体的な正規化多重ゼータ値の値は、例えば[8] などをご覧ください。
なおIhara‐Kaneko‐Zagier はもう一つの定義方法も提案しています。(正規化多重ゼータ
値に関する詳細は [5] をご覧ください。)

公式 (1.5) と (1.6) の一般化は、次のようになります :

定理1.1.  l_{1} , l2,  l_{3},   l_{4}\geq  1 とする。
(i)  l_{123}=l_{1}+l_{2}+l_{3}>3 の時、

  \sum_{\sigma\in\langle(123)\rangle}\zeta^{x}(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)}, l_{
\sigma(3)})
(1.9)  = - \zeta^{x}(l_{1})\zeta^{x}(l_{2})\zeta^{x}(l_{3})+
\sum_{\sigma\in\langle(123)\rangle}\zeta^{x}(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)})\zeta^
{x}(l_{\sigma(3)})+\zeta^{x}(l_{123}) .

(ii)  l_{1234}=l_{1}+l_{2}+l_{3}+l_{4}>4 の時、

  \sum \zeta^{x}(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)}, l_{\sigma(3)}, l_{\sigma(4)})
 \sigma\in\langle(1234)\rangle

 = \zeta^{x}(l_{1})\zeta^{x}(l_{2})\zeta^{x}(l_{3})\zeta^{x}(l_{4})+\sum_{\sigma
\in\langle(1234)\rangle/(13)(24)}\zeta^{x}(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)})
\zeta^{x}(l_{\sigma(3)}, l_{\sigma(4)})
(1.10)  + \sum_{\sigma\in\langle(1234)\rangle}(\zeta^{x}(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)}, 
l_{\sigma(3)})\zeta^{x}(l_{\sigma(4)})-\zeta^{x}(l_{\sigma(1)}, l_{\sigma(2)})
\zeta^{x}(l_{\sigma(3)})\zeta^{x}(l_{\sigma(4)}))

 -\zeta^{x}(l_{1234}) .

§ 2. 証明の概略

証明の大まかな流れは次のようになります :

1. 調和関係式と呼ばれる関係式から、多重ポリロガリズムの等式を導く。

2. ポリロガリズムの漸近展開を使い、(1.9) と (1.10) を導く。

以下ではこれらについて、3重ゼータ値の公式 (1.9) の場合に限って軽く触れます。4重
ゼータ値の公式 (1.10) の場合も同様に示せますが、計算量はかなり増えます。詳細は [7]
を参照してください。
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§ 2.1. 調和関係式から等式を導く

調和関係式とは  \mathbb{Z}^{n} 上の部分格子点の分解から導かれる関係式です。例えば  \mathbb{Z}^{2} 上の
分解

 = + +

からは

  \sum_{m_{1},m_{2}>0}=\sum_{m_{1}>m_{2}>0}+\sum_{m_{2}>m_{1}>0}+\sum_{m_{1}=
m_{2}>0}
が、つまり

 Li_{l_{1}}(z)Li_{l_{2}}(z)  = \sum_{m_{1},m_{2}>0}\frac{z^{m_{1}+m_{2}}}{m_{1}^{l_{1}}m_{2}^{l_{2}}}
 = \sum_{m_{1}>m_{2}>0}\frac{z^{m_{1}+m_{2}}}{m_{1}^{l_{1}}m_{2}^{l_{2}}}+
\sum_{m_{2}>m_{1}>0}\frac{z^{m_{1}+m_{2}}}{m_{2}^{l_{2}}m_{1}^{l_{1}}}+\sum_{m=
m_{1}=m_{2}>0}\frac{z^{2m}}{m^{l_{1}+l_{2}}}
 =Li_{l_{1},l_{2}}(z, z^{2})+Li_{l_{2},l_{1}}(z, z^{2})+Li_{l_{1}+l_{2}}(z^{2})

が導けます。同じようにして次がわかります :

命題2.1.  l_{1},  l_{2},  l_{3}  \geq  1 とする。次が成り立つ。

 Li_{l_{1},l_{2}}(z, z^{2})Li_{l_{3}}(z)
(2.1)  = \sum_{\sigma\in\{e,(132),(23)\}}Li_{l_{\sigma(1)},l_{\sigma(2)},l_{\sigma(3)}
}(z, z^{2}, z^{3})+Li_{l_{13},l_{2}}(z^{2}, z^{3})+Li_{l_{1},l_{23}}(z, z^{3}) ,

 Li_{l_{1}}(z)Li_{l_{2}}(z)Li_{l_{3}}(z)

 = \sum_{\sigma\in S(3)}Li_{l_{\sigma(1)},l_{\sigma(2)},l_{\sigma(3)}}(z, z^{2},
z^{3})
(2.2)  + \sum_{\sigma\in\langle(123)\rangle}Li_{l_{\sigma(1)\sigma(2)},l_{\sigma(3)}}
(z^{2}, z^{3})+\sum_{\sigma\in\langle(123)\rangle}Li_{l_{\sigma(1)},l_{\sigma(2)
\sigma(3)}}(z, z^{3})  +Li_{l_{123}} (z3).

§ 2.2. 漸近展開から公式 (1.9) を導く

 F :  \mathbb{R}\cap[0, 1)arrow \mathbb{C} を、  \mathbb{R}\cap[0 , 1  ) 上で連続な複素関数と仮定します (  z=1 での連続
性は仮定しません)。更に  F(z) は、ある多項式  P(T) と正の実数  J が存在して、漸近的
性質

(2.3)  F(z)-P(T)|_{T=-\log(1-z)} =O((1-z)(\log(1-z))^{J}) (z\nearrow 1)
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が成り立つとします。ここで  O はランダウの記号で、  z\nearrow 1 は  z が実数上を1に増加す

る形で近付く片側極限を意味します。  \log 関数の性質により

  \lim_{z\nearrow 1}|\log(1-z)| =\infty,

  \lim_{z\nearrow 1}(1-z)(\log(1-z))^{J} =0,
が成り立ちますので、(2.3) の左辺にある多項式  P(T)|  ,=-\log(1-z) の1次以上の部分が、
 F(z) の発散部分を表現しています。さてこのような状況の時、  C_{0} を漸近展開の定数項を

抜き取る関数、つまり

 C_{0}(F(z)) :=P(0)

と定めます。Ihara‐Kaneko‐Zagier [5] は、  Li_{l_{1}}  l_{n}(z, \ldots, z) が漸近的性質 (2.3) を満たす
ことを示し、正規化多重ゼータ値を

(2.4)  \zeta^{x} (l1, . . . , l_{n}) =C_{0}(Li_{l_{1},\ldots,l_{n}}(z, \ldots, z))

と定めました。Ihara‐Kaneko‐Zagier の(2.4) の証明方法を参考にすると次が導けます :

命題2.2 ([6]).  l_{1},  l_{2},  l_{3}  \geq  1 とする。次が成り立つ。

(2.5)  C_{0}(Li_{l_{1},l_{2}}(z, z^{2}))  =\zeta^{x}(l_{1}, l_{2})+  \{\begin{array}{ll}
0   (l_{1} > 1 or l_{2} > 1) ,
-\frac{\zeta(2)}{2}   (l_{1} =l_{2}=1) ,
\end{array}
 C_{0}(Li_{l_{1},l_{2},l_{3}}(z, z^{2}, z^{3}))

(2.6)  =\zeta^{x}(l_{1}, l_{2}, l3)  +\{\begin{array}{ll}
0   (l_{1}> 1 or l_{2} > 1),
- \frac{\zeta(2)\zeta(l_{3}-2)}{2}   (l_{1} =l_{2}=1 and l3> 1) .
\end{array}
命題2.1と2.2を使って (1.9) を導いてみましょう。最初に (2.1) に  \langle(123)\rangle の元を作

用させた総和と (2.2) の差を考えます。つまり (厳密には式として正しくありませんが)

 (2.2)- \sum_{\tau\in\langle(123)\rangle} ((2.1) に  \tau を作用させた等式)

を考えます。これから次の等式が導けます (2重ポリロガリズムの部分がなくなるところ
が味噌です:

 Li_{l_{1}}(z)Li_{l_{2}}(z)Li_{l_{3}}(z)- \sum_{\tau\in\langle(123)\rangle}
Li_{l_{\tau(1)},l_{\tau(2)}}(z, z^{2})Li_{l_{\tau(3)}}(z)
 = \sum_{\sigma\in S(3)}Li_{l_{\sigma(1)},l_{\sigma(2)},l_{\sigma(3)}}(z, z^{2},
z^{3})
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—   \sum \tau\in\langle(123)\rangle\sigma\in\{e,(132),(23)\}^{Li_{l_{\tau\sigma(1)},
l_{\tau\sigma(2)},l_{\tau\sigma(3)}}(z,z^{2},z^{3})}+Li_{l_{123}}(z^{3})
.

整理すると

  \sum Li_{l_{\sigma(1)},l_{\sigma(2)},l_{\sigma(3)}}(z, z^{2}, z^{3})
 \sigma\in\langle(123)\rangle

 = -Li_{l_{1}}(z)Li_{l_{2}}(z)Li_{l_{3}}(z)+ \sum_{\tau\in\langle(123)\rangle}
Li_{l_{\tau(1)},l_{\tau(2)}}(z, z^{2})Li_{l_{\tau(3)}}(z)+Li_{l_{123}}(z^{3})
が得られます。この等式の  z=1 の漸近展開の定数項と命題2.2から、(1.9) が得られます。

公式 (1.9) と (1.10) を一般の深さ  n に拡張することがこれからの研究課題です。本報
告書では触れなかった深さ4の場合でもかなりの計算量が必要となりますので、一般の  n

の場合の公式を証明するには、計算量を減らす新しいアイディアが必要となります。
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