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多重ゼータ値の関係式の関係について

(On inclusion properties for relations
of multiple zeta values: a survey)

By

田中立志 *

(TANAKA Tatsushi)

Abstract

We give a summary on several relations for multiple zeta values (duality formula, several
variations of sum formulas, Ohno‐Zagier relation, Hoffman relation, Ohno relation, extended
double shuffle relation, derivation relation, quasi‐derivation relation, Kawashima relation and
associator relation) under the algebraic setup introduced by Hoffman. Also we draw a chart
in which we can see inclusion properties among them.

§ 1. 序文

ki, . . . ,  k_{n}\in \mathbb{Z}_{>0}  (ki>1) に対し,多重ゼータ値  \zeta(k_{1}, \ldots, k_{n}) は収束級数

  \zeta(k_{1}, \ldots, k_{n}) =\sum_{m_{1}>\ldots>m_{n}>0}\frac{1}{m_{1^{k_{1}}}
\cdots m_{n}^{k_{n}}}
で定義される.多重ゼータ値  \zeta(k_{i}, \ldots, k_{n}) (あるいはインデックス  (k_{i}, \ldots, k_{n}) ) に対し,

 k_{1}+\cdots+k_{n}, n, \#\{i | k_{i} > 1\}

をそれぞれその重さ , 深さ , 高さという.深さ1の多重ゼータ値はリーマンゼータ値であ
る.すべての多重ゼータ値が生成する  \mathbb{Q} 上のベクトル空間を  \mathcal{Z} とすれば,  \mathcal{Z} にはいわゆ
る調和積とシャッフル積の2つの積構造が入り,重さで次数がつく次数つき代数だろうと
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思われている.(各次数ごとの空間の直和に分解できるかどうかはわかっていない.) この
 \mathcal{Z} を多重ゼータ値代数と呼んでいる.重さが  k のすべての多重ゼータ値が生成する  \mathbb{Q} 上

のベクトル空間の次元に関する予想がZagier[32] により与えられて以来多重ゼータ値の
研究が急速に進展した.多重ゼータ値代数の次元を決定する問題は,多重ゼータ値の  \mathbb{Q} 上
の線形関係式をすべて求める問題とも解釈できる.これまでに多重ゼータ値のさまざまな

関係式がさまざまな手法で証明されてきたが,われわれの目的意識は予想次元まで落とす
関係式を決定することにある.(次元予想の下限,すなわち値の  \mathbb{Q} 上の独立性に関する問
題も大変重要であるが,本稿でこれを議論することはない.)

本稿では,これまでにわかっている関係式を系統的に整理し,包含関係を図にまとめ
ることにする.

§2. 多重ゼータ値の関係式の関係

§2.1. 代数的定式化

Hoffman[9] による代数的定式化について述べる.(詳細はたとえば [12] を参照.)  x,  y
1を不定元とする  \mathbb{Q} 上の2変数非可換多項式環を  \mathfrak{H}  :=\mathbb{Q}\langle x,   y\rangle とし,その部分環  \mathfrak{H} ,  \mathfrak{H}^{0} を

それぞれ  \mathfrak{H}^{1}  :=\mathbb{Q}+\mathfrak{H}y,  \mathfrak{H}^{0}  :=\mathbb{Q}+xHy とおく.(  \mathfrak{H}\supset \mathfrak{H}^{1}  \supset \mathfrak{H}^{0} .)  \mathfrak{H}^{1} には調和積  * とい

う可換な積が定義され,  \mathfrak{H}^{0} はその可換代数の部分代数になる.それらをそれぞれ  \mathfrak{H}_{*}^{1} ,  \mathfrak{H}_{*}^{0}
と書く ことにする.  \mathfrak{H} にはシャッフル積  X という可換な積が定義され,  \mathfrak{H}^{1},  \mathfrak{H}^{0} はそれぞ
れその可換代数の部分代数になる.それらをそれぞれ  \mathfrak{H}_{X},  \mathfrak{H}_{X}^{1},  \mathfrak{H}_{X}^{0} と書く ことにする.

写像  Z:\mathfrak{H}^{0}arrow \mathbb{R} を

 Z(x^{k_{1}-1}y\cdots x^{k_{n}-1}y) =\zeta(k_{1}, \ldots, k_{n}) (k_{1} > 1) ,

 Z(1)=1

および  \mathbb{Q}‐線形性で定義する.このとき,  kerZ の元が多重ゼータ値の間の線形関係式を与
えている.写像  Z は調和積  * について準同型になっている.これを調和積公式と呼ぶ.ま

た,写像  Z はシャッフル積  X についても準同型になっている.これをシャッフル積公式と
呼ぶ.

§2.2. 既知の関係式とそれらの間の関係

2.2.1. 双対公式

 \tau を  \mathfrak{H} 上の反自己同型 (すなわち,任意の  v,  w  \in  \mathfrak{H} に対して  \tau(v+w)  =  \tau(v)+
 \tau(w) ,  \tau(vw)=\tau(w)\tau(v) をみたしている全単射) で  \tau(x)  =y,  \tau(y)  =x で定まるものと
する.このとき,双対公式は次で与えられる.

定理2.1.  (1-\tau)(\mathfrak{H}^{0})  \subset kerZ.
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この公式は多重ゼータ値の反復積分表示における簡単な変数変換から得られる.大野

関係式やアソシエーター関係式の一部であることも知られているが,これらはいずれも積
分表示が鍵となる.川島関係式に帰着することもできる.川島関係式の証明は,多重ゼー
タ値の級数表示に強く依存している.

双対公式は一般複シャッフル関係式にも帰着できると予想されているが , 未解決であ
る.(梶川 [13] に部分的な結果がある.)

2.2.2. 和公式

定理2.2 ([7, 33]). 任意の  1  \leq n<k に対し,

 x(x^{k-n-1}xy^{n-1})y-x^{k-1}y\in kerZ

が成り立つ.

これは和公式と呼ばれている.和公式は GranvilleやZagier により示され,のちにさ
まざまな拡張がなされた.

2.2.3. 大野‐Zagier の関係式
 n+s\leq k,  1\leq s\leq n をみたす任意の  k,  n,  s\in \mathbb{Z}_{>0} に対し,

 W(k, n, s)  :=

 m_{1}+ \cdots.+m_{s}=k-n\sum_{n_{1}+\cdot\cdot+n_{s}=n}
 x^{m_{1}}y^{n_{1}} . . .  x^{m_{s}}y^{n_{s}}  \in \mathfrak{H}^{0}

 m_{1},\ldots,m_{s},n_{1},\ldots,n_{s}\geq 1

とおく .

定理2.3 ([23]). 次式が成り立つ.

 n+s \leq k\sum_{1\leq s\leq n}Z(W(k, n, s))u^{k-n-s}v^{n-s}t^{s-1}
 =  \frac{1}{uv-t} \{1-\exp (\sum_{j=2}^{\infty}.(u^{j}\underline{Z(x^{j-1}y)}+
v^{j}-\alpha^{j}-\beta^{j})) \} .

ただし,  \alpha,  \beta は  \alpha+\beta=u+v,  \alpha\beta=t で定まる.

重さ,深さ,高さを固定した多重ゼータ値ひとつずつの和がリーマンゼータ値の多項
式で書ける,というわけである.

大野‐Zagier の関係式は双対公式や和公式をも含む族であり,一般複シャッフル関係式
に含まれていることがLi [18] によって示されている.また,高さの概念を一般化した場合
の結果が [19] にある.
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2.2.4. 制限和公式

制限和公式と呼ばれている関係式は [21, 20, 8, 31] などいろいろある.ここで紹介す
るのは,Eie, Liaw, Ong らにより得られた ([1] にも別証明がある) 次のものである.(た
だし,代数的定式化の記号を用いて記した.)

定理2.4 ([3]).  a,  b\geq 0,  k\geq a+b+2 に対し,

 x (x^{k-a-b-2} x y^{b})y^{a+1}-x^{k-a-b-1}(x^{b} x y^{a})y\in kerZ

が成り立つ.

この制限和公式は,導分関係式に含まれていることが証明できる.(したがって,大野
関係式にも含まれている.) すなわち,

定理2.5 ([27]).  a,  b\geq 0,  k\geq a+b+2 に対して,

 x (x^{k-a-b-2} x y^{b})y^{a+1}-x^{k-a-b-1}(x^{b} x y^{a})y \in !^{\partial_{n}
(x\mathfrak{H}y)}
が成り立つ.

注意.「高さ1の任意の双対インデックスを用意して,それに任意の自然数分,重
みを追加するという大野関係式を作り,一辺はそのまま,もう一辺のみデュアルに引っく
り返すだけ」 で得られるというご指摘をのちに大野泰生氏からいただいた.ご指摘いただ

いたことをここに感謝したい.すなわち,双対公式を仮定すれば, 大野関係式に含まれてい
ることは容易にわかるが,双対公式を仮定せずとも導分関係式 (したがって大野関係式)
に含まれていることを示すことができる.

2.2.5. 巡回和公式

巡回和公式はHoffman‐大野 [11] で最初に示され,のちに田中‐若林 [28] で川島関係式
に帰着させる別証明がなされた.ここでは後者の中で使われた代数的表記を用いて述べる.

 n\in \mathbb{Z}>0 とする.  \mathfrak{H} から  \mathfrak{H}^{\otimes(n+1)} への作用◇を

 a ◇  (w_{1}\otimes\cdots\otimes w_{n+1})  =w_{1}\otimes\cdots\otimes w_{n}\otimes aw_{n+1},

 (w_{1} \otimes \otimes w_{n+1}) ◇  b  =  w_{1}b  \otimes  w_{2}  \otimes  \otimes  w_{n+1}

で定義する.作用◇は  \mathfrak{H}^{\otimes(n+1)} 上に  \mathfrak{H} ‐両側加群の構造を与える.写像  C_{n} :  \mathfrak{H}arrow \mathfrak{H}^{\otimes(n+1)}
を,

 C_{n}(x) =-C_{n}(y) =x\otimes(x+y)^{\otimes(n-1)}\otimes y
 C(ww^{/})  =  C_{n}(w) ◇  w^{/}  +  w ◇  C_{n}(w^{/})  (w, w^{/} \in \mathfrak{H})



多重ゼータ値の関係式の関係について 161

で定義する.また,写像  M_{n} :  \mathfrak{H}^{\otimes(n+1)}  arrow \mathfrak{H} をテンソル積を忘れる写像

 M_{n}(w_{1}\otimes\cdots\otimes w_{n+1})=w_{1}\cdots w_{n+1}

1
nnで定義し,  \rho_{n}  :=M  C とおく . さらに,  \check{\mathfrak{H}} をワード1と  z_{k_{1}}\cdots z_{k_{l}} (ただし,ある番号  q

に対し  k_{q}  >  1 ) で生成される  \mathfrak{H}^{1} の部分代数とする.

定理2.6 ([11, 28]). 任意の  n\in \mathbb{Z}_{>0} に対し,

 \rho_{n}(\check{\mathfrak{H}}^{1}) \subset kerZ

が成り立つ.

定理中の式の  n=1 のときが巡回和公式である.([24] も参照.)
巡回和公式は,和公式のひとつの一般化である.川島関係式に含まれていることが示

されている.また,大野関係式との包含関係がないことも実験的にわかっている.一般複
シャッフル関係式やアソシエーター関係式に含まれているかどうかはまだ知られていない

と思われる.

2.2.6. Hoffmanの関係式

Hoffman[10] の中で最初に示された関係式である.後述の導分関係式 (2.2.9節) の
一部であるため,そこに含める形で記すことにする.

2.2.7. 大野関係式

 l\in \mathbb{Z}_{\geq 0} に対し,

  \sigma_{l}(x^{k_{1}-1}y\cdots x^{k_{n}-1}y)=\sum_{\epsilon_{1}+.\cdot.\cdot.
\cdot+\epsilon_{n}=l\epsilon_{1},,,\epsilon_{n}\geq 0}x^{k_{1}+\epsilon_{1}-1}
y\cdots x^{k_{n}+\epsilon_{n}-1}y
とおく . また  \tau は2.2.1節のものとする.

定理2.7 ([22]). 任意の  l\in \mathbb{Z}\geq 0 に対し,

 \sigma_{l}(1-\tau)(\mathfrak{H}^{0}) \subset kerZ

が成り立つ.

[12] も参照されたい.定理中の式において  l=0 のときは双対公式である.また,高
さ1の  \mathfrak{H}^{0} のワードに対する大野関係式は和公式である.大野関係式は後述の導分関係式

(したがって Hoffman の関係式) も含んでいる.

2.2.8. 一般複シャッフル関係式
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一般複シャッフル関係式は井原‐金子‐Zagier [12] で証明された.詳細はその論文を参
照していただきたい.

1 0
 \mathbb{Q}‐代数準同型  z* :  \mathfrak{H}_{*}  =\mathfrak{H}_{*}^{0}[y]  arrow R[T] を,  y の各係数  (\in \mathfrak{H}_{*}) は  Z で移し,  y を変

数  T に置き換える写像と定義する.また,  reg_{*} :  \mathfrak{H}_{*}^{1}  arrow \mathbb{R} を  z* で移した多項式の定数項
とする.すなわち,  w\in \mathfrak{H}_{*}^{1} に対し,  reg_{*}(w)  :=Z^{*}(w)|_{T=}

X

 \mathbb{Q}‐代数準同型  Z :  \mathfrak{H}_{X}^{1}  =\mathfrak{H}_{X}^{0}[y]  arrow R[T] を,  y の各係数  (\in \mathfrak{H}_{X}^{0}) は  Z で移し,  y を
変数  T に置き換える写像と定義する.また,  reg_{X} :  \mathfrak{H}_{X}^{1}  arrow \mathbb{R} を  Z^{X} で移した多項式の定
数項とする.すなわち,  w\in \mathfrak{H}_{X}^{1} に対し,  reg_{X}(w)  :=Z^{X}(w)|_{T=0}.

定理2.8 ([12]). 任意の  w_{1}  \in \mathfrak{H}^{1} と任意の  w_{0}  \in \mathfrak{H}^{0} に対し,

 Z^{*}(w_{1}xw_{0}-w_{1}*w_{0})=0 とくに,  reg_{*}(w_{1}xw_{0}-w_{1}*w_{0})  \in kerZ,

 Z^{X}(w_{1}xw_{0}-w_{1}*w_{0})=0 とくに,  reg_{X}(w_{1}xw_{0}-w_{1}*w_{0})  \in kerZ

が成り立つ.

一般複シャッフル関係式は大野関係式や大野‐Zagier 関係式を含んでいることが知ら
れている ([12, 18] ) . また,後述のアソシエーター関係式に含まれていることが知られて
いる ([29, 6] )

一般複シャッフル関係式は多重ゼータ値の間の全関係式を与えているだろうと予想さ

れているが,巡回和公式,一般導分関係式が一般複シャッフル関係式に含まれているかど
うか,まだわかっていない.

2.2.9. 導分関係式

 n\in \mathbb{Z}_{>0} に対し,  \mathbb{Q}‐線形写像  \partial_{n} :  \mathfrak{H}arrow \mathfrak{H} を

 \partial_{n}(x)=-\partial_{n}(y)=x(x+y)^{n-1}y,

 \partial_{n}(ww')=\partial_{n}(w)w'+w\partial_{n}(w') (w, w'\in \mathfrak{H})

で定める.(第2式をみたす写像を導分と呼ぶ.)

定理2.9 ([12]). 任意の  n\in \mathbb{Z}_{>0} に対し,

 \partial_{n}(\mathfrak{H}^{0}) \subset kerZ

が成り立つ.(  n=1 のときには Hoffman の関係式になっている.)

導分関係式は一般複シャッフル関係式の一部として [12] に登場した.Hoffman の関
係式の拡張であり,大野関係式に含まれている.導分関係式と双対公式とをあわせた族は
大野関係式と同値である.導分関係式は一般複シャッフル関係式のみならず,川島関係式
にもアソシエーター関係式にも含まれている.
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2.2.10. 一般導分関係式

 n\in \mathbb{Z}_{>0},  c\in \mathbb{Q} に対し,  \partial_{n}^{(c)} :  \mathfrak{H}arrow \mathfrak{H} を

  \partial_{n}^{(c)} = \frac{1}{(n-1)!}ad^{n-1}(\theta^{(c)})(\partial_{1})
で定義する.ただし,  \theta^{(c)} は  \mathfrak{H} 上の  \mathbb{Q}‐線形写像で,

 \theta^{(c)}(x)=x +\overline{2}(xy+yx) , \theta^{(c)}(y)=y +\overline{2}(xy+yx) ,

 2 1 2 1

 \theta^{(c)}(ww')=\theta^{(c)}(w)w'+w\theta^{(c)}(w')+c\partial_{1}(w)H(w') (w,
w'\in \mathfrak{H})

をみたすものである.定義中の  H は  \mathfrak{H} 上の導分で,ワードを次数倍するというものとし
て定義される.また,  ad(\theta)(\partial)=  [\theta, \partial]  =\theta\partial-\partial\theta であり ,  \partial_{1} は2.2.9節の写像の  n=1 の
ものである.注意として,  \partial_{n}^{(0)}  =\partial_{n} となることがわかる.

定理2.10 ([26]). 任意の  n\in \mathbb{Z}_{>0} と任意の  c\in \mathbb{Q} に対し,

 \partial_{n}^{(c)}(\mathfrak{H}^{0}) \subset kerZ

が成り立つ.

一般導分関係式は導分関係式の拡張として金子 [14] において予想され,田中 [26] で
川島関係式に含まれることが示された.大野関係式との間に包含関係がないことは (実験
的に) わかっている.

一般導分関係式と双対公式をあわせた族は次節に述べる川島関係式の線形部分と同

値であろう と予想されている.一般導分関係式が一般複シャッフル関係式やアソシエー

ター関係式に含まれているかどうかなど,ほかの関係式との関係はまだほとんどわかって
いない.

2.2.11. 川島関係式

 p,  q\in \mathbb{Z}_{>0} および  w,  w'  \in \mathfrak{H}^{1} に対し,積  * を  z_{p}w  *  z_{q}w'=z_{pq}+(w*w') で定義す
る.また,  \varphi\in Aut(H) を  \varphi(x)=x+y,  \varphi(y)=-y で定まるものとする.

定理2.11 ([16]).  m\in \mathbb{Z}_{>0} と  w,  w'\in \mathfrak{H}y に対し,

 p+q:m \sum_{p,q\geq 1}Z (\varphi(w) * y^{p})Z(\varphi(w') * y^{q})=
Z(\varphi(w*w') * y^{m})
が成り立つ.

とくに,  m=1 のとき

 L_{x}\varphi(\mathfrak{H}y*\mathfrak{H}y) \subset kerZ
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xが成り立つ.(ただし,  L は  L_{x}(w)  =xw  (w\in \mathfrak{H}) なる  \mathbb{Q}‐線形写像である.) この  m=1

の部分は線形関係式の族であり,川島関係式の線形部分と呼んでいる.
川島関係式の線形部分は巡回和公式や大野関係式,一般導分関係式を含んでいる.

 m\geq 2 で多重ゼータ値の積が現れるが,積をシャッフル積で展開すれば,線形部分とあわせ
て,多重ゼータ値の全関係式を与えているだろうことが予想できる.([26] も参照.  m\geq 3

の部分は考えなく とも  m=1 , 2の部分だけで全関係式を与えているようである.)

2.2.12. アソシエーター関係式

通常Drinfel’d アソシエーターは KZ 方程式の解を用いて定義するが,ここでは Le‐
村上 [17] による具体的な構成的表示を定義として採用することにする.

 \mathbb{C}‐代数準同型  g_{1} :  \mathbb{C}\langle\langle X,   Y\rangle\rangle  arrow \mathbb{C}[[\xi, \eta]]\langle\langle X,   Y\rangle\rangle を

  X\mapsto X-\xi, Y\mapsto Y-\eta

で定まるものとし,  \mathbb{C}‐線型写像 g2 :  \mathbb{C}[[\xi, \eta]]\langle\langle X,   Y\rangle\rangle  arrow \mathbb{C}\langle\langle X,   Y\rangle\rangle を

 \eta^{p}M\xi^{q}  \mapsto Y^{p}MX^{q} (  M は  X,  Y のワード)

で定まるものとする.また,  \Phi^{0}(X, Y)  \in \mathbb{R}\langle\langle X,   Y\rangle\rangle を

  \Phi^{0}(X, Y)=1+\sum_{n=1}^{\infty}   \sum_{k_{1}\geq 2,k_{2},k_{3},\ldots,k_{n}\geq 1}(-1)^{n}\zeta(k_{1}, k2, . . 
. , k_{n})X^{k_{1}-1}YX^{k_{2}-1}Y\cdots X^{k_{n}-1}Y
とおく . このとき,Drinfel’d アソシエーター  \Phi(X, Y) は

 \Phi(X, Y)=g_{2}\circ g_{1}(\Phi^{0}(X, Y))

で与えられる.Drinfel’d アソシエーター の KZ 方程式を用いた一般的な定義については

たとえば [2, 15] などを参照されたい.
UF2  :=\mathbb{C}\langle\langle X_{0},   Xi\rangle\rangle に余積  \triangle を

 \triangle(X_{i})=X_{i}\otimes 1+1\otimes X_{i} (i=1, 2)

で定義する.また,  U\mathfrak{B}_{5} を  \mathbb{C}\langle\langle X_{ij}\rangle\rangle_{1\leq i,j\leq 5} を次の関係で割った商環とする :

 \bullet  X_{ii}=0  (1\leq i\leq 5) ,

 \bullet  X_{ij}=X_{ji}  (1\leq i, j\leq 5) ,

 \bullet   \sum_{j=1}^{5}X_{ij}  =0  (1\leq i\leq 5) ,

 \bullet  \{i, j\}\cap\{k, l\}=\phi のとき,  [X_{ij}, X_{ki}]  =0.
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定理2.12 ([2]).  \Phi=  \Phi(X, Y) について,以下が成り立つ.

(1)  \Phi\in  UF_{2} は群的である.すなわち,

 \triangle(\Phi)= \Phi\otimes\Phi\wedge.

ただし,  \otimes\wedge は完備化されたテンソル積を表す.

(2)  \Phi(X_{0}, X_{1})\Phi(X_{1}, X_{0})=1.

(3)  A+B+C=0 のとき,

 e^{i\pi A}\Phi (C, A)e^{i\pi C}\Phi(B, C)e^{i\pi B}\Phi(A, B)=1.

(4)  U\mathfrak{B}_{5} において,

 \Phi(X_{12}, x_{23})\Phi(x_{34}, X_{45})\Phi(X_{51}, x_{12})\Phi(x_{23}, X_{34}
)\Phi (  X_{45} , X51)  =1.

[4, 25] も参照されたい.
定理の (2) の式は二項関係式と呼ばれ,(1) の群的構造を仮定すれば,多重ゼータ値

の双対公式と同値である.また,(1) の群的構造を仮定すれば,(3) の六項関係式は (4) の
五項関係式に含まれることが古庄 [5] にて示されている.アソシエーター関係式は一般複
シャッフル関係式やBrown‐Zagier 公式を含むことが知られている ([6, 30] )

アソシエーター関係式と川島関係式の関係はまだわかっていない.

§ 2.3. 図 : 関係式の包含関係

以上に述べた関係式族について既知の包含関係を図解する.図中の矢印  Aarrow B は  A

が  B に包含されていることを表す.

川島関係式

川島関係式の
巡回和公式

線形部分

大野関係式

ソシエータ
一般導分関係式

関係式

般複シャッフノ
導分関係式

関係式

Hoffman の 大野 -Zag_{i}er の
双対公式 和公式 制限和公式

関係式 関係式
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アソシエーター関係式 , 一般複シャッフル関係式および川島関係式はすべて同値では
ないかと予想されている.さらにこれらはそれぞれが多重ゼータ値代数の次元を予想次元

まで落とす関係式族だろうと目されているが, 未解決である.
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