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Cynk‐Hulek 構成による保型的な
Calabi‐Yau 多様体の降下について

(On the descent of certain modular Calabi‐Yau
varieties via the Cynk‐Hulek construction)

(announcement)

By

平川義之輔 (Yoshinosuke Hirakawa)

Abstract

This is a survey of author’s article of the same title. In the article, we construct infinitely
many new examples of (not necessarily geometrically simply‐connected) Calabi‐Yau varieties
defined over  \mathbb{Q} with the middle  L‐functions related to the  L‐functions of modular forms. These

varieties give new affirmative examples for the problem proposed independently by B. Mazur
and D. van Straten.

代数体上に定義された代数多様体に付随する  L 関数と,保型形式や保型表現に起源を
持つ  L 関数との対応は,数論幾何における基本的な研究テーマである.例えば,[1] で証明
された谷山‐志村予想は,有理数体  \mathbb{Q} 上に定義された楕円曲線の  L 関数は,重さ2の  \mathbb{Q}‐係
数楕円Hecke 固有新尖点形式 (以下,新形式) の  L 関数であり,また,その逆も正しい,と
いうことを主張している.この対応の片側,すなわち,新形式 (の  L 関数) を幾何的に実
現する  \mathbb{Q} 上の代数多様体の存在に関して,Mazur とvan Straten は以下のような問題を独
立に提起した.
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問題1 (Mazur, van Straten, [8, §7]). 重さ  k=d+1  \geq  1 の  \mathbb{Q}‐係数新形式  f_{k} を
任意に与えた時,それを幾何的に実現する  \mathbb{Q} 上の  d 次元Calabi‐Yau 多様体  X_{d} は存在す
るか?すなわち,  d 次  l 進エタールコホモロジー群  H_{l}^{d}(X) (  l は固定された素数) に付随す
る  L 関数 (以下,  d 次  L 関数) が

  L(X_{d}, s)=L(f_{k}, s) \cross\prod (  H_{l}^{d}(X_{d}) の部分商に付随する  L 関数)

と分解する  d 次元Calabi‐Yau 多様体  X_{d} は存在するか?

ここで,  d 次元Calabi‐Yau 多様体  X=X_{d} とは,楕円曲線のある種の高次元化であ
り,  \Omega_{X}^{d}\simeq \mathcal{O}_{x} かつ  H^{q}(X, \mathcal{O}_{x})  =0  (1 \leq\forall q\leq d-1) を満たす  d 次元非特異射影代数多
様体として定義されるものである.ただし,問題1を含め,本稿ではCalabi‐Yau 多様体の
定義に幾何的単連結性を要請しないものとする.

問題1に関して,モジュラー曲線のJacobi 多様体からHecke 対応により切り取られ
るAbel 多様体,いわゆる志村のAbel 多様体は,  k=2 の場合に完全かつ肯定的な解を与
えている ([14, Theorem 7.15], [2, Application 0.8]). また,より最近になって,Elkies と
Schütt [5] は,奇かつ2次のDirichlet 指標に対する一般化されたRiemann 予想を仮定し
た上で,  k=3 の場合に完全かつ肯定的な解を与えた.さらに,  k=4 の場合にも,3次元
Calabi‐Yau 多様体への多方面からの興味も相まって,膨大な量の肯定的な具体例が構成さ
れている (例えば,[8], [15] を見よ). その一方で,  k\geq 5 の場合には,筆者の知る限り Cynk
と Hulek[4] による結果以外に肯定的な結果は存在しない.彼らは,低次元のCalabi‐Yau
多様体から高次元のCalabi‐Yau 多様体を帰納的に構成する方法を導入し,以下の結果を
得た.

定理1 (Cynk‐Hulek [4, §2]).  E を  \mathbb{Q}=\mathbb{Q}(j_{E}) 上の楕円曲線で,虚2次体  K の整
数環  \mathcal{O}_{K} にCM を持つ,すなわち  End_{K}(E)\simeq \mathcal{O}_{K} を満たすものとする.この時,任意の正
整数  d に対して,Abel 多様体  E^{d} からの支配的な有理射を持つ  \mathbb{Q} 上の  d 次元Calabi‐Yau
多様体  X_{d} が存在して,その  d 次  L 関数は

 L(X_{d}, s)=L(f_{d+1}, s)   \cross\prod (  H_{l}^{d}(X_{d}) の部分商に付随する  L 関数),

と分解する.ここで,  f_{d+1}(z)  := \sum_{0\neq a\subset \mathcal{O}_{K}}\psi_{E^{d}}(a)e^{2\pi 
izN_{K/\mathbb{Q}}(a)} は,CMAbel多様体  E^{d} に
付随する  K のHecke 指標  \psi_{E^{d}} から誘導される重さ  d+1 の新形式である.

虚数乗法論により,Cynk‐Hulek の定理における虚2次体  K の類数は常に1となって
しまうことに注意されたい.以下に述べる本稿の主結果は,虚2次体  K に関する制限を緩
めることで,問題1に新たな肯定的な具体例を与える.

定理2 ([7, Theorem 1.3]).  E をそのモジュライ体上  \mathbb{Q}(j_{E}) の楕円曲線で,

 End_{\overline{\mathbb{Q}}}(E)\simeq \mathcal{O}_{K} を満たすものとする.また,以下を仮定する.

1.  \#Cl(K)=2^{n}(n\geq 1) . 1

1虚2次体の類数に関するこの仮定に関して,査読者の方から,Cohen‐Lenstra の Heuristic (cf. [3]) に基
づいた数値実験結果と合わせて,“自然密度は  0 と推察されるが2冪類数持つ虚2次体は無限個あるのでは
ないかと思われる

 I

’ とのご指摘を頂きました.貴重なご指摘を頂き,深く感謝致します.
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2.  E は  \mathbb{Q}‐楕円曲線である,すなわち,各  \sigma  \in  Gal(\overline{\mathbb{Q}}/\mathbb{Q}) に対して,  \overline{\mathbb{Q}} 上の同種写像
 Earrow E^{\sigma} が存在する.([6], [11] よりも広い意味での  \mathbb{Q}‐楕円曲線であることに注意.)

3.  E は  \mathbb{Q}(j_{E}) 上に非自明な2‐捩れ点を持つ.

この時,Abel 多様体  R_{\mathbb{Q}(j_{E})/\mathbb{Q}}(E) からの支配的な有理射を持つ  \mathbb{Q} 上の  2^{n} 次元Calabi‐
Yau 多様体  X_{2^{n}} が存在して,その  2^{n} 次  L 関数が

  L(X_{2^{n}}, s)=L(f_{2^{n}+1}, s) \cross\prod (  H_{l}^{d}(X_{2^{n}}) の部分商に付随する  L 関数),

と分解する.ここで,  R_{\mathbb{Q}(j_{E})/\mathbb{Q}} はWeil の係数制限関手 ([16, Chapter 1]) であり,  f_{2^{n}+1} は
 K のHecke 指標から誘導される重さ  2^{n}+1 の  \mathbb{Q}‐係数新形式である.

定理3 ([7, Theorem1.4]).  K=\mathbb{Q}(\sqrt{}-D) (  D は平方因子を持たない正整数) を以
下を満たす虚2次体とする.

1.  \#Cl(K)=2^{n}  (n\geq 1) .

2.  D\equiv/3mod 8 , すなわち,素数2は  K で惰性的でない.

この時,任意の正整数  N と,  K のHecke 指標から誘導される重さ  2^{n}N+1 の任意の
 \mathbb{Q}‐係数新形式  f_{2^{n}N+1} に対して,  \mathbb{Q} 上の  2^{n}N 次元Calabi‐Yau 多様体  X_{2^{n}N} が存在して,
その  2^{n}N 次  L 関数が

 L(X_{2^{n}N}, s)=L(f_{2^{n}N+1}, s)   \cross\prod (  H_{l}^{d}(X_{2^{n}N}) の部分商に付随する  L 関数),

と分解する.

ここで,Ribet の定理 [12, Proposition (4.4), Theorem (4.5)] により,重さ奇数の任意
の  \mathbb{Q}‐係数新形式は,ある虚2次体のHecke 指標から誘導されることに注意されたい.

以下では,上記の定理の証明の概要を述べる.詳細は [7] を参照されたい.
まず,定理2における Calabi‐Yau 多様体  X_{2^{n}} の構成について述べる.これはCynk‐

Hulek による構成方法に倣って,以下のように帰納的に実行される.  K の類数に関す
る仮定から,代数体の降下列  \mathbb{Q}(j_{E})  =  F_{0}  \supset  F_{1}  \supset  F_{2}  \supset  \cdots  \supset  F_{n}  =  \mathbb{Q} であって,
 [F_{i} : F_{i+1}]=2  (i\geq 0) となるものが存在するので,これを1つ固定する.与えられた楕円
曲線  E から  F_{1} 上のKummer 曲面  X_{2}=Km(R_{F_{0}/F_{1}}(E)) を得るが,  E の2‐捩れ点に関す
る仮定から,  X_{2} 上の不分岐対合  \iota_{1} であって  F_{1} 上定義されるもの (いわゆる Lieberman
対合) が存在する.そこで,商多様体  X_{4}=R_{F_{1}/F_{2}}(X_{2})/\ovalbox{\tt\small REJECT} R_{F_{1}/F_{2}} (  \iota 1)⟩ を考えると,これは
 F_{2} 上の4次元Calabi‐Yau 多様体であり,Weil の係数制限の関手性から不分岐2次商写像

 X_{4}arrow R_{F_{1}/F_{2}}(X_{2}/\iota_{1}) を持つことが分かる.この被覆変換  \iota_{2} も  F_{2} 上に定義されるので,
以下同様にして  X_{2^{n}}  =R_{F_{n-1}/F_{n}}(X_{2^{n-1}})/R_{F_{n-1}/F_{n}}(\iota_{n-1}) を得る.

次に,定理2における  X_{2^{n}} の  L 関数の分解と保型性について述べる.以下では,絶
対Hodge サイクルの意味でのモチーフを単にモチーフと呼ぶ.  L 関数の分解と保型性は,
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 X_{2^{n}} の帰納的な構成方法を用いて,  X_{2^{n}} から階数2のモチーフを切り取り,そのモチーフ
にLivné の保型性定理 [9, Theorem 1.3] を用いることで示される.実際,Kummer曲面
 X_{2} はPicard 数極大なので,その超越的モチーフ (代数的サイクルが生成する部分空間に
よる2次コホモロジー群の商) が  n=1 の場合の所望の階数2のモチーフとなる.  n\geq 2

の場合は,Abel 多様体  R_{F_{0}/F_{n}}(E) が,  \mathbb{C} 上では虚数乗法を持つ同種な楕円曲線の直積に
分解し,その  (p,p)‐類が全て代数的になること [10] を用いて,代数的サイクルが生成する
部分モチーフを切り捨てることで,帰納的に階数2のモチーフを得る.

最後に,定理3の証明について述べる.まず,中村 [11] による (狭い意味での)  \mathbb{Q}-

楕円曲線の分類定理により,各虚2次体  K に対して,  \mathbb{Q}(j_{E}) 上の  \mathbb{Q}‐楕円曲線であって

 End_{K(j_{E})}(E)  \simeq \mathcal{O}_{K} となるものが存在する.また,  E(\overline{\mathbb{Q}})[2] へのGalois群の作用から,2
が  K で惰性的でないならば  E は  \mathbb{Q}(j_{E}) 上の非自明な2‐捩れ点を持つことが分かるので,
定理2により  2^{n} 次元Calabi‐Yau 多様体  X_{2^{n}} を得る.さらに,Weil の係数制限関手の代
わりに  X_{2^{n}} の  N 個直積を用いて同様の構成を辿ることで,  2^{n}N 次元Calabi‐Yau 多様体
 X_{2^{n}N} を得る.構成から,このCalabi‐Yau 多様体上には  H^{0}(X_{2^{n}N}, \Omega^{2^{n}N}) に  -1 倍で作用
する対合が存在するので,この対合に関する2次捻り [7, Definition 4.4] を考えることが
できる.一方,Schütt によるHecke 指標の分類定理 [13, Theorem 2.4] により,実現すべき
 f_{2^{n}N+1} たちは全てこのような2次捻りで実現されるので,これで証明が完了する.

謝辞.貴重な研究発表の場をご提供頂いた委員の先生方をはじめ関係者の方々に,深く感
謝致します.また,原稿の細部まで目を通して頂き,さらに貴重なご指摘も下さった査読
者の方にも,この場をお借りして厚く御礼申し上げます.
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