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Gross の先頭項予想の精密化について

(On the refinement of Gross’s Leading Term
Conjecture)

By

広瀬稔 (Minoru Hirose)

Abstract

This paper is a summary of [6] in which we formulate the refinement of Gross’s Leading
Term Conjecture. Here, Gross’s Leading Term Conjecture is a certain generalization of Gross‐
Stark conjecture and Gross conjecture. To formulate our conjecture, we introduce the notion
of Shintani data, which axiomatizes algebraic aspects of Shintani zeta functions. In this paper,
we also discuss the idea behind the conjecture.

§1. 序

この論文では [6] の主結果についての概説を行う.[6] の主結果はGross の先頭項予
想の精密化であるが,1.1節ではその元になった予想であるGross の先頭項予想について

概説し,1.2節では精密化の基本的なアイデアおよび関連する先行研究を紹介する.精密
化は特殊な元  \Theta_{S,T,V} を用いて定式化される.2.1から2.5節ではGross の先頭項予想の

正確な定式化を与え,2.6節では精密化の定式化について,  \Theta_{S,T,V} の構成方法以外の部分

を解説する.3節では,  \Theta_{S,T,V} の構成方法とそれに必要な新谷データの概念について概

説する.

§1.1. Gross の先頭項予想とは

[6] の主結果はGross の先頭項予想 (以下,GLTC  =Gross ’s Leading Term Conjecture
と表記) の精密化である.GLTCの正確な定式化は2節で行うこととして,ここではGLTC

の位置づけについて述べる.現在,数論的  L 関数の特殊値と数論的不変量を結びつける
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多くの予想が知られている.数論的  L 関数には様々な種類のものがあるが,ここでは特
に代数体のabel 拡大に付随する  L 関数について取り扱う.そのような  L 関数の特殊値

に関する予想の一つがGross‐Stark 予想 [4] であり,これは  p 進  L 関数の原点における
テイラー展開の先頭項の係数 (  =原点における高階微分値) と  p 進regulator を結びつ
ける.Gross‐Stark 予想はStark 予想の  s  =  0 における  p 進類似である.またGLTC は

Gross‐Stark 予想の一般化である.GLTCは同変玉河数予想から従うことも知られている.

GLTCはStickelberger 元の言葉を用いて定式化され,  p 進  L 関数の高階微分値は直接現れ
ない.それにもかかわらずGLTCがGross‐Stark 予想の一般化となるのは,Stickelberger
元に関する情報から,  p 進  L 関数の高階微分値についての情報を取り出すことができるか
らである.

§ 1.2. 偏微分値による精密化について

[6] における主結果のアイデアの基となっているのが,高階偏微分値による精密化と
いう考え方である.これについて説明する.簡単のためにrank 1の場合,つまり元々の
予想が

(1.1)   \frac{\partial}{\partial s}L(s)  |s=k=R (  R は数論的不変量)

形で表されている場合を考える.ここで新谷ゼータ関数の理論を用いると,自然な多変数
関数

 F(s_{1}, . . . s_{n})

であって

 F (s, . . . s)=L(s)

を満たすものが構成できる.このような多変数化の構成の鍵は次の等式である.

 |N_{F/\mathbb{Q}}(x)|^{-s}= \prod_{\rho:F\hookrightarrow \mathbb{C}}|\rho(x)|^{
-s}
ただし  p 進的設定で考えている場合は  \mathbb{C} の代わりに  \mathbb{C}_{p} とする.  F  (s_{1}, . . . , s_{n}) の偏微分

値を考える.つまり

 c_{i}:= \frac{\partial}{\partial s_{\dot{l}}}F(s_{1}, \ldots, s_{n}) (s_{1},
\ldots,s_{n})=(k,\ldots,k)
と置く.このとき次が成立する.

  \frac{\partial}{\partial s}L(s) |_{s=k}=\frac{\partial}{\partial s}F(s, 
\ldots, s)|_{s=k}
 = \sum_{i=1}^{n}(\frac{\partial}{\partial s_{\dot{l}}}F(s_{1}, \ldots, s_{n}) 
(s_{1},\ldots,s_{n})=(k,\ldots,k))
 = \sum_{i=1}^{n}c_{i}.
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 c_{i}  (i=1, . . . , n) が主要項となる部分である.一般には  c_{i} は良い振る舞いをしないため補

正項を加えて  c_{i}' とする.

 c_{i}'  :=c_{i}+ (correction term).

このとき  R のより細かい数論的不変量への分解

 R:= \sum_{i=1}^{n}R_{i}
が存在し,(1.1) が

 c_{i}=R_{i} (i=1, \ldots, n)

という形に精密化されるのではないか,というのが高階偏微分値による精密化という考え

方である.

類似の考え方に則った先行研究を以下の表に示す.

これらの予想を定式化した論文内では,いずれも一階微分値を分解してより精密な
量を得ているが,上で説明したような  L 関数の多変数化と偏微分値による記述はなされ

ていない.表内の論文 [11, 12] , [14] , [7, 8] , [2] , [9] で与えられた分解は,偏微分値によ
る構成と正確に一致すると考えられるが,そのことの証明は今後の課題である.

(4) (5) についてさらに詳しく述べておく.  v を有理数体  \mathbb{Q} の素点,  F を代数体,  S_{v}

を  v の上にある  F の素点の集合,  S を  F の素点の有限集合で  S_{v} の元と無限素点を全て含

むもの,  H を  F の有限次abel 拡大体,  v を  H/F で完全分解する  S_{v} の元,とする.さら

に技術的な理由により,ある条件を満たす  F の素点の有限集合  T を固定する.また  \sigma を

 Gal(H/F) の元とし,  \zeta_{v}(s, \sigma) を  ((S, T)‐修正された)v 進部分ゼータ関数とする.つまり

1Bloch‐Wigner‐Ramakrishnan polylogarithm
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 \zeta_{v}(s, \sigma) は,  v が無限素点のとき通常の部分ゼータ関数であり,  v が素数  p のとき  p 進部分
ゼータ関数である.また  v の上にある  H の素点  w を一つ固定する.次の図式を考える.

 H^{\cross}arrow-H_{w}^{\cross}i arrow fF_{v}^{\cross} arrow \mathbb{Q}_{v}
^{\cross}N.

ただし  i は自然な埋め込み,  f は自然な同型,  N=N_{F_{v}/\mathbb{Q}_{v}} はnorm写像とする.このと

き  u\in F^{\cross} が存在して,任意の  \sigma\in Gal(H/F) に対して

 \partial s\partial_{\zeta_{v}(s,\sigma)=\log} ◦  N ◦  f ◦  i(u^{\sigma^{-1}})

が成立するというのが,Stark 予想 (  v が無限素点の場合) 及びGross‐Stark 予想  (v が有
限素点の場合) である.  \mathbb{Q}_{v} の代数閉体を  \mathbb{C}_{v} と置こう.このとき右辺は

 \log\ovalbox{\tt\small REJECT} N ◦  f ◦   i(u^{\sigma^{-1}})= \sum_{\rho}\log ◦  \rho ◦  f ◦  i(u^{\sigma^{-1}}) (  \rho は  F_{v} の  \mathbb{C}_{v} への埋め込み全体を走る)

という形に分解できる.さらに左辺が新谷ゼータ関数の理論により

 \partial s\partial_{\zeta_{v}(s,\sigma)=\sum_{\rho}c_{\rho}} (  \rho は  F_{v} の  \mathbb{C}_{v} への埋め込み全体を走る)

という形に分解され,さらに

  c_{\rho}=\log\ovalbox{\tt\small REJECT}\rho ◦  f ◦  i(u^{\sigma-1})

が成立するというのが (4)(5) の大雑把な主張である.ただし (4) は  F が総実代数体で  v

が有限素点の場合であり,(5) は  F が虚三次体で  v が無限素点の場合である.

§2. 定式化

§2.1. 設定設定

以下,総実代数体  F,  F の有限次abel 拡大  K,  K/F の中間体  H , 無限素点と  K/F
で分岐する有限素点をすべて含むような  F の素点の有限集合  S,  S と交わりを持たない
 F の素点の有限集合  T,  H/F で完全分解するような  S の元  v_{1} , . . . ,  v_{r} , 及び  v_{1} , . . . ,  v_{r} の
上にある  H の素点  w_{1} , . . . ,  w_{r} , を固定する.また

 V:=\{v_{1}, . . . , v_{r}\}

とおく.また  E\in\{K, H\} に対し,  S_{E} で  S に含まれる素点の上にある  E の素点の集合,

 T_{E} で  T に含まれる素点の上にある  E の素点の集合を表す.また  (mod T_{E}) で1となる

 S_{E}‐単数の群を  \mathcal{O}_{E,S,T}^{\cross} で表す.また  G_{E}  :=Gal(E/F) とおく.以下では  V\neq S と  \mathcal{O}_{K,S,T}^{\cross}
がtorsion‐free であることを仮定する.
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§2.2. Stickelberger 関数

 \chi\in\overline{G_{E}}  :=Hom(G_{E}, \mathbb{C}^{\cross}) に対し,

 L_{S,T}( \chi, s):=\prod_{p\in T}(1-\chi(\sigma_{p})N(\mathfrak{p})^{1-s})
\prod_{p\not\in S}(1-\chi(\sigma_{p})N(\mathfrak{p})^{-s})^{-1},
 e_{\chi}:= \sum_{\sigma\in G_{E}}\chi(\sigma)[\sigma^{-1}]\in \mathbb{C}[G_{E}]

と置く.さらに

  \Theta_{E,S,T}(s):=\sum_{\chi\in\hat{G_{E}}}e_{\chi-1}L_{S,T}(\chi, s)\in 
\mathbb{C}[G_{E}]
 \Theta_{K,S,T}:=\Theta_{K,S,T}(0)\in \mathbb{C}[G_{K}]

と置く.このとき Deligne‐Ribet の定理 [3] より

 \Theta_{K,S,T}\in \mathbb{Z}[G_{K}]

が成立する.

§2.3. Rubin‐Stark lattice

対称群  \mathfrak{S}_{r} は  (\mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross})^{\otimes r} に自然に作用する.  G_{H} の  (\mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross})^{\otimes r}\otimes \mathbb{Z}[G_{H}] への作用

を次で定める.

 \sigma(u_{1}\otimes\cdots\otimes u_{r}\otimes[\tau])=u_{1}\otimes\cdots\otimes 
u_{r}\otimes[\sigma\tau].

また  \sigma\in G_{H} に対し  c_{\sigma}\in End((\mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross})^{\otimes r}\otimes \mathbb{Z}
[G_{H}]) を次で定める.

 c_{\sigma}(u_{1}\otimes\cdots\otimes u_{r}\otimes[\tau])=u_{1}^{\sigma}
\otimes\cdots\otimes u_{r}\otimes[\tau].

定義2.1 (Rubin‐Stark lattice). 以下の条件を全て満たす  u\in(\mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross})^{\otimes r}\otimes \mathbb{Z}[G_{H}]
からなる部分  \mathbb{Z}[G_{H}] 加群を  \Lambda_{S,T} で表し,Rubin‐Stark Lattice と呼ぶ.

 \bullet 任意の  f\in \mathfrak{S}_{r} に対して,  f(u)=sgn(f)\cdot u

 \bullet 任意の  \sigma\in G_{H} に対して,  c_{\sigma}(u)=\sigma(u)

 \bullet  L_{S,T}(\chi, s) の  s=0 における零点の位数が  r より大きくなる任意の  \chi\in\overline{G_{H}} に対して,

 e_{\chi}u=0.

Rubin‐Stark lattice は[10] で定義されている

  \mathbb{Q}\otimes\bigwedge_{\mathbb{Z}[G_{H}]}^{r}\mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross}

の部分加群  \Lambda_{S,T} と標準的な同型がある [6, Proposition 3.3].
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§2.4. Rubin‐Stark 予想

準同型  R_{\infty} :  (\mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross})^{\otimes r}\otimes \mathbb{Z}[G_{H}]arrow 
\mathbb{R}[G_{H}] を次で定義する.

 R_{\infty}(u_{1} \otimes\cdots\otimes u_{r}\otimes[\tau])=(\prod_{j=1}^{r}-
\log|u_{j|_{w_{j}})[T]}.
Rubin [10] は次 (正確には次と同値な主張) を予想した.

予想2.1 (Rubin‐Stark 予想). 次を満たす  \in s,\tau\in\Lambda_{S,T} がただ一つ存在する.

 R_{\infty}( \in s,\tau)=\lim_{sarrow 0}s^{-r}\Theta_{H,S,T(S)}.
以下,本稿ではこの予想を仮定する.予想中に現れる  \in s,\tau はRubin‐Stark 元と呼ば

れる.

§2.5. GLTCの定式化

 v\in S に対し  G_{K,v}\subset G_{K} を分解群とする.  \mathbb{Z}[G_{K}] のイデアルを

 I_{K,v}:=ker(\mathbb{Z}[G_{K}]arrow \mathbb{Z}[G_{K}/G_{K,v}])

 I_{K,G_{H}}:=ker(\mathbb{Z}[G_{K}]arrow \mathbb{Z}[G_{H}])

で定める.各  j=1 , . . . ,  r に対して  f_{j} :  \mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross}arrow G_{K} を次の自然な合成写像とする.

 f_{j}:\mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross}\subset H^{\cross} \subset H_{w_{j}}^{\cross}
=F_{v_{j}}^{\cross}arrow G_{K}rec.
準同型

 R_{G}:( \mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross})^{\otimes r}\otimes \mathbb{Z}[G_{H}]arrow
\mathbb{Z}[G_{K}]/(I_{K,G_{H}}\prod_{v\in V}I_{K,v})
を次で定める.

 R_{G}(u_{1} \otimes\cdots\otimes u_{r}\otimes[\tau])=[\tau]\prod_{j=1}^{r}
([f_{j}(u_{j})]-[1]) .

予想2.2 (GLTC, Gross の先頭項予想). 次が成立する.

 R_{G}( \in s,\tau)\equiv\Theta_{K,S,T} (mod I_{K,G_{H}}\prod_{v\in V}I_{K,v}) .

§2.6. GLTCの精密化

本稿では詳しく述べないが,以下ではいくつかの技術的な仮定 ([6, Definition 0.5])
が必要となる.以下では,[6, Definition 0.5] で定義された条件 (C1) が成り立つ場合のみ
を考える.
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各  v\in V に対し,十分小さい開部分群  J_{v}  \subset F_{v}^{\cross} を固定する.有限素点  v に対し  F_{v}

の極大コンパクト部分環を  O_{v} とする.記号を以下のように置く.

 N_{v}:=F_{v}^{\cross}/J_{v}

 N:= \mathbb{A}_{F}^{\cross}/(\prod_{v\in S}J_{v}\prod_{v\in S}O_{v}^{\cross})
 I_{v}:=ker(\mathbb{Z}[N]arrow \mathbb{Z}[N/N_{v}])

 I_{G_{H}}:=ker(\mathbb{Z}[N]arrow rec\mathbb{Z}[G_{H}])

 I_{F^{\cross}}:=ker(\mathbb{Z}[N]arrow \mathbb{Z}\otimes_{\mathbb{Z}[F^{\cross}
]}\mathbb{Z}[N]) .

各  j=1 , . . . ,  r に対し  g_{j} :  \mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross}arrow F_{v_{j}}^{\cross} を次の自然な合成者像とする.

 g_{j}:\mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross}\subset H^{\cross} \subset F_{w_{j}}^{\cross}
=F_{v_{j}}^{\cross}.
Regulator 写像

  \hat{R}:(\mathcal{O}_{H,S,T}^{\cross})^{\otimes r}\otimes \mathbb{Z}[G_{H}]
arrow \mathbb{Z}[N]/I_{G_{H}}\prod_{v\in V}I_{v}
を次で定義する.

  \hat{R}(u_{1}\otimes\cdots\otimes u_{r}\otimes[\tau]):=[\tau]\prod_{j=1}^{r}
([g_{j}(u_{j})]-[1]) .

次の可換図式を考える.

  \mathbb{Z}[N]/(I_{F\cross}\prod_{v\in V}I_{v})\underline{f_{1}}\mathbb{Z}
[G_{K}]

 \downarrow f_{2} f_{3}\downarrow
  \mathbb{Z}[N]/(I_{G_{H}}\prod_{v\in V}I_{v})arrow \mathbb{Z}[G_{K}]/f_{4}
(I_{K,G_{H}}\prod_{v\in V}I_{K,v})

ただし f2, f3は自然な商写像,  f_{1},  f_{4} は自然な相互写像とする.

 \Theta_{K,S,T}\in \mathbb{Z}[G_{K}]

 R_{G}( \in s,\tau)\in \mathbb{Z}[G_{K}]/(I_{K,G_{H}}\prod_{v\in V}I_{K,v})
  \hat{R}(\in s,\tau)\in \mathbb{Z}[N]/(I_{G_{H}}\prod_{v\in V}I_{v})

 f4 (\ovalbox{\tt\small REJECT} (\in s,\tau))=R_{G}(\in s,\tau)

に注意する.GLTC は次に同値である.

 f3  (\Theta_{K,S,T})  =  R_{G}(\in s,\tau) .

次の結果が予想を定式化するうえで根幹となる部分である.
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定理2.2.   \mathbb{Z}[N]/(I_{F^{\cross}}\prod_{v\in V}I_{v}) の元  \Theta_{S,T,V} であって以下の条件をみたすものを

構成する,自然な方法が存在する.

 \bullet   \hat{\Theta}_{S,T,V}\in\prod_{v\in V}I_{v/}(I_{F\cross}\prod_{v\in V}I_{v}) .

 \bullet  f_{1}  ( \Theta\ovalbox{\tt\small REJECT} s,\tau,V)=\Theta_{K,S,T} .

 \hat{\Theta}_{S,T,V} の構成方法については次節で述べる.次が [6] の主予想である.

予想2.3 ([6, Conjecture 4.2]). 次の等式が成立する.

 f2  ( \Theta\ovalbox{\tt\small REJECT} S,T,V)= ˆ  (\in s,\tau ) .

§ 3.  \hat{\Theta}s,\tau,V の構成

 \hat{\Theta}_{S,T,V} の構成は次の4段階に分かれる.

Step1新谷データの定義.

Step2任意の新谷データ  (\mathcal{F}_{\phi}, x) に対して  Q(\mathcal{F}_{\phi}, x) を構成する.

Step3新谷データ  (B, \mathcal{L}, \vartheta) を構成する.

Step4  \Theta_{S,T,V}=Q(B, \mathcal{L}, \vartheta) と置く.

§3.1. 新谷データの定義

Sub(V) を  V の部分集合を対象,包含写像を射とする圏とする.つまり

Ob(Sub(V ) )  =\{W\subset V \}

 \#Hom(U_{1}, U_{2})=\{\begin{array}{ll}
1   U_{1}\subset U_{2}
0   otherwise
\end{array}
とする.また  \mathbb{Z}[F^{\cross}] ‐加群の圏を Mod  (F^{\cross}) と書く.Sub(V) から Mod  (F^{\cross}) への関手  R

を次で定義する.

 R(W):= \mathbb{Z}[N/\prod_{v\in W}N_{v}].
以下  \mathbb{Z}[F^{\cross}] ‐加群  M に対し  IM  :=ker(Marrow \mathbb{Z}\otimes_{\mathbb{Z}[F^{\cross}}]M) と置く.

定義3.1.  \mathcal{F} を Sub(V) から Mod  (F^{\cross}) への関手,  \phi を  \mathcal{F} から  R への自然変換,
 x を  \mathcal{F}(\emptyset)/I\mathcal{F}(\emptyset) の元とする.三つ組  (\mathcal{F}, \phi, x) が新谷データであるとは以下の条件を全

て満たすことをいう.
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 \bullet  i>0 と  W\subset V に対し

 H_{i}(F^{\cross}, \mathcal{F}(W))=0.

 \bullet 各  v\in V に対し  f_{v} :  \mathcal{F}(\emptyset)/I\mathcal{F}(\emptyset)arrow \mathcal{F}(\{v\})
/I\mathcal{F}(\{v\}) を自然な写像とする.このと

き任意の  v\in V に対して

 f_{v}(x)=0.

 \bullet rec :  \mathbb{Z}[N]arrow \mathbb{Z}[G_{K}] を相互写像  Narrow G_{K} から誘導される自然な写像とする.  \overline{x}\in \mathcal{F}(\emptyset)
を  x の持ち上げとするとき

 (rec \ovalbox{\tt\small REJECT} \phi\emptyset)(\overline{x})=\Theta_{K,s,\tau} .

§3.2.  Q(\mathcal{F}, \phi, x) の構成

 (\mathcal{F}, \phi, x) を新谷データとする.自然数  k に対して次のように置く.

  \mathcal{F}_{k}:= \bigoplus_{W\subset V,\# W=k}\mathcal{F}(W)
 R_{k}:=  \bigoplus_{W\subset V,\# W=k}R(W)

.

 \mathbb{Z}[F^{\cross}] ‐加群の圏における  \mathbb{Z} の自由分解を一つ固定する.

 arrow \mathcal{I}_{3}arrow \mathcal{I}_{2}arrow \mathcal{I}_{1}arrow 
\mathcal{I}_{0}=\mathbb{Z}[F^{\cross}]arrow \mathbb{Z}arrow 0.

さらに  \mathcal{F}_{i,j}=\mathcal{I}_{i}\otimes_{\mathbb{Z}[F^{\cross}]}\mathcal{F}
_{j},  R_{i,j}=\mathcal{I}_{i}\otimes_{\mathbb{Z}[F^{\cross}]}R_{j} と置く.以下では簡単のため  r=2 とし

て説明するが,一般の場合も全く同様である.次の2つの二重複体を考える.

 \mathcal{F}_{2,0}arrow \mathcal{F}_{2,1}arrow \mathcal{F}_{2,2}arrow 0  R_{2,0}arrow R_{2,1}arrow R_{2,2}arrow 0

 \mathcal{F}_{1,0}\downarrowarrow \mathcal{F}_{1,1}\downarrowarrow \mathcal{F}
_{1,2}\downarrowarrow 0  R_{1,0}\downarrowarrow R_{1,1}\downarrowarrow R_{1,2}\downarrowarrow 0
 \mathcal{F}_{0,0}\downarrowarrow \mathcal{F}_{0,1}\downarrowarrow \mathcal{F}
_{0,2}\downarrowarrow 0  R_{0,0}\downarrowarrow R_{0,1}\downarrowarrow R_{0,2}\downarrowarrow 0
このとき左の二重複体における垂直方向の列は完全である.また右の二重複体にお

ける水平方向の列は完全である.以下,垂直方向の (vertical) 写像を  \partial_{v} と書き,水平方
向の(horizontal) 写像を  \partial_{h} と書く.

 a_{0}  \in  \mathcal{F}_{0,0}  =  \mathcal{F}(\emptyset) を  x の任意の持ち上げとする.このとき次を満たす  a_{1}  \in  \mathcal{F}_{1,1},
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 a_{2}\in \mathcal{F}_{2,2},  b_{2}\in R_{2,1},  b_{1}\in R_{1,0} が存在する.

 \partial_{h}(a_{0})=\partial_{v}(a_{1})

 \partial_{h}(a_{1})=\partial_{v}(a_{2})

 \partial_{h}(b_{2})=\phi(a_{2})

 \partial_{h}(b_{1})=\phi(a_{1})-\partial_{v}(b_{2}) .

ここで  (a_{0}, a_{1}, a_{2}, b_{2}, b_{1}) の選び方は一意ではないが,次が成立する.

命題3.2 ([6, Proposition 1.8]).  \phi(a_{0})-\partial_{v}(b_{1})  ( mod I_{F^{\cross}}\prod_{v\in V}I_{v}) は
 (a_{0}, a_{1}, a_{2}, b_{2}, b_{1}) の選び方に依らない.

また次も成立する.

命題3.3 ([6, Proposition 1.7]).   \phi(a_{0})-\partial_{v}(b_{1})\in\prod_{v\in V}I_{v}.

よって次の定義はwell‐defined である.

定義3.4. 新谷データ  (\mathcal{F}, \phi, x) に対し,  Q(\mathcal{F}, \phi, x)  \in   \prod_{v\in V}I_{v}/I_{F}\cross\prod_{v\in V}I_{v} を

 Q(\mathcal{F}, \phi, x)=\phi(a_{0})-\partial_{v}(b_{1}) で定める.

§ 3.3. 新谷データ  (B, \mathcal{L}, \vartheta) の構成

定義3.5. 新谷データ  (\mathcal{F}_{1,\phi 1}, x_{1}) と  (\mathcal{F}_{2,\phi 2}, x_{2}) に対し,自然変換  \psi :  \mathcal{F}_{1}  arrow \mathcal{F}_{2}

が存在して  \phi 1=\phi 2 ◦  \psi かつ  x_{2}=\psi_{\emptyset}(x_{1}) となるとき  (\mathcal{F}_{1,\phi 1}, x_{1}) と  (\mathcal{F}_{2,\phi 2}, x_{2}) を同値

とするような,最小の同値関係を ~ とする.

次の定理が成立することに注意する.

定理3.6 ([6, Proposition 1.10]).  (\mathcal{F}_{1,\phi 1}, x_{1}) と  (\mathcal{F}_{2,\phi 2}, x_{2}) を新谷データとする.
 (\mathcal{F}_{1,\phi 1}, x_{1})\sim(\mathcal{F}_{2,\phi 2}, x_{2}) となるとき  Q(\mathcal{F}_{1,\phi 1}, x_{1})=Q(\mathcal{F}_{2,\phi 2}, x_{2}) .

[6] では新谷データ  (B, \mathcal{L}, \vartheta) を構成しているが,この定義には多くの変種が考えられ
る.それらの変種と比べ,  (B, \mathcal{L}, \vartheta) の定義が自然なものであるかが問題になるが,上記

の定理により,同値関係 ~で結ばれるような定義の違いに関しては,気にする必要がな
いという事に注意しておく.

[6] では一般の場合を取り扱っているが,本稿では簡単のため  F の類数を1と仮定
する.  (B, \mathcal{L}, \phi) の定義及び  (B, \mathcal{L}, \phi) が新谷データとなることの証明は [6, Section 2] で
与えられるが,  (B, \mathcal{L}, \phi) の定義はかなり複雑である.本稿では  (B, \mathcal{L}, \phi) に比べ,ずっと
簡単に定義可能な三つ組  (B', \mathcal{L}', \phi') の構成を説明する.ただし,残念ながら  (B', \mathcal{L}', \phi')
が新谷データとなることの証明は得られていない.  (B', \mathcal{L}', \phi') が新谷データであれば

 (B, \mathcal{L}, \phi)\sim(B', \mathcal{L}', \phi') となる.
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 S_{f} を  S に含まれる有限素点の集合とする.  W\subset V に対して  j_{W} :  F^{\cross}   arrow\prod_{v\in S\backslash W}N_{v}
を自然な対角写像とする.  f :  F  arrow  \mathbb{Z},  y  \in   \prod_{v\in S\backslash W}N_{v} , 及び  s  =  (s_{v})_{v\in s_{\infty}\backslash W}  \in

 \mathbb{C}\#(S_{\infty}\backslash W) に対して級数  \zeta_{f,y}(s) を次で定める.

  \zeta_{f,y}(s):=\sum_{x\in j_{W}^{-1}(y)}\prod_{v\in s_{\infty\backslash W}}
|x|_{v}^{-s_{v}}
定義3.7.  W\subset V に対して次の条件を満たす関数  f :  F^{\cross}  arrow \mathbb{Z} の集合を  B'(W)

と書く.

 \bullet  s の全ての成分の実部が十分に大きいとき,任意の  y \in\prod_{v\in S\backslash W}N_{v} に対して  \zeta_{f,y}(s)
は絶対収束する.

 \bullet 有限個の  y \in\prod_{v\in S\backslash W}N_{v} を除き  \zeta_{f,y}(s)=0.

 \bullet 任意の  y \in\prod_{v\in S\backslash W}N_{v} に対して  \zeta_{f,y}(s) は  \mathbb{C}\#(S_{\infty}\backslash W) 全体に解析接続され,さらに

 \zeta_{f,y}(0)\in \mathbb{Z} を満たす.

 B'(W) には自然に  \mathbb{Z}[F^{\cross}] ‐加群の構造が入る.また任意の  W1\subset W2  \subset  V に対して

 B'(W_{1})  \subset B'(W_{2})  \subset Map(F^{\cross}, \mathbb{Z}) である.よって  B' は自然に Sub(V) から Mod  (F^{\cross})
への関手となる.

定義3.8.  W\subset V とする.   \prod_{v\in S\backslash W}N_{v} は自然に  N/ \prod_{v\in W}N_{v} に埋め込まれるこ

とに注意する.  \mathcal{L}_{W}'\in Hom(B'(W), R(W)) を

  \mathcal{L}_{W}'(f):=\sum_{y\in\prod_{v\in S\backslash W}N_{v}}\zeta_{f,y}(0)
[y]\in \mathbb{Z}[N/\prod_{v\in W}N_{v}]=R(W)
で定義する.

 \mathcal{L}'=(\mathcal{L}_{W}')_{W\subset V} は  B' から  R への自然変換となる

最後に  \vartheta'  \in  B'(\emptyset)/IB'(\emptyset) を定義する.写像  c_{S,T} :  F^{\cross}  arrow  \mathbb{Z} を以下で定義する.

 x\not\in \mathcal{O}_{F} に対しては

 c_{S,T}(x):=0,

 x\in \mathcal{O}_{F} に対しては

 c_{S,T(X)=\prod_{p\in S_{f}}}\{_{0}^{1}  x\in \mathfrak{p}x\not\in \mathfrak{p}   \cross\prod_{p\in T}\{\begin{array}{ll}
1   x\not\in \mathfrak{p}
1-N(\mathfrak{p})   x\in \mathfrak{p}
\end{array}
とする.新谷ゼータ関数の理論より,  f\in B'(\emptyset) を構成する自然な方法が存在し,任意の

 x\in F^{\cross} に対して

  \sum_{\in\in \mathcal{O}_{F}^{\cross}}f(\in x)=c_{S,T}(x)
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となる.このような  f を一つ固定し  \vartheta'\in B'(\emptyset)/IB'(\emptyset) を  f の射影とする.

三つ組  (B', \mathcal{L}', \vartheta') に関しては

(rec ◦  \mathcal{L}_{\emptyset}' )  (\vartheta')=\Theta_{K,S,T}

が成立する.  (B', \mathcal{L}', \vartheta') が常に新谷データとなるかどうかは不明である.[6] では,  (B', \mathcal{L}', \vartheta')
の構成に類似したアイデアで  (B, \mathcal{L}, \vartheta) を構成し,さらに  (B, \mathcal{L}, \vartheta) が新谷データとなるこ

とを証明した [6, Theorem 2.16]. また,自然変換  \psi :  Barrow B' が存在して  \mathcal{L}=\mathcal{L}' ◦  \psi か
つ  \vartheta'=\psi_{\emptyset}(\vartheta) となることが  (B, \mathcal{L}, \vartheta) の構成方法から自然に従う.
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