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休眠 GL_{n} 乍の通常性について :

研究報告

(On the ordinariness of dormant  GL_{n}‐opers :
a research announcement)

By

若林泰央  (Yasuhiro Wakabayashi)

Abstract

This article includes a brief explanation of the ordinariness of dormant  GL_{n}‐opers and
a research announcement for results in the papers titled “Abelian étale coverings of generic
curves and ordinariness of dormant  opers^{\Uparrow} (cf. [28]) and “The symplectic nature of the space
of dormant indigenous bundles on algebraic  curves^{\Uparrow} (cf. [26]) . In this article, we first recall
the notion of  a (dormant)  GL_{n} ‐oper on a proper smooth curve and give some examples of
dormant  GL_{n} ‐opers arising from certain objects in characteristic  p geometry (including Tango
structures). Then, we give the definition of the ordinariness of dormant  GL_{n}‐opers and propose
two related assertions; the first assertion concerns the relationship between the ordinariness
of dormant  GL_{n}‐opers and Galois coverings of the underlying curves; the second assertion
concerns the symplectic structure on the moduli stack classifying ordinary dormant  GL_{2} ‐opers.

§1. 序

本稿では,休眠  GL_{n} 乍において定義される 「通常性」 なる概念について触れ,この通
常性に関連するものとして,拙論文 [26] 及び [28] で得られた結果を紹介することを目的
としている.「代数的整数論とその周辺2014」 報告集に寄稿させていただいた拙文 「点

付き安定曲線上の休眠乍の数え上げ : 研究報告」 (cf. [30]) では,休眠乍やその諸性質を可
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能な限り一般的な状況で紹介することを試みた.一方,本稿では (いくつか内容は重複し
ているが) それに続くものとして,より制限された状況のもとで具体的かつ特定のテーマ
を扱っている.

研究報告 [30] と同様に,この和文記事において 「□乍■さ」 と呼んでいるものは,A.Beilinson‐
V. Drinfeld (cf. [3], Definition3.1.3) により “oper との呼び名で導入された代数曲線上
の然るべき可積分主束のことである.その最も基本的かつ重要な例として,複素数体  \mathbb{C} 上
で定義された代数曲線  X 上の  \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2} 乍,もしくは同値な概念として,  X 上の  GL_{2} 乍の  \mathbb{G}_{m}

同値類 (ただし,  \mathbb{G}_{m} 同値とは本稿 §3.1, 定義3.1において定義される然るべき同値関係で
ある) を挙げることができる.これらは  X に対応するRiemann 面上の 「射影構造」 及び
「固有束」 (cf. [10] ) なる概念と自然に同一視されるものである.

(§ 5で展開される議論のために) 少しだけ 「射影構造」 について触れておこう (cf. [30],
§ 2).  \Sigma を向き付け可能で連結な種数  g>1 の位相的閉曲面とする.  \Sigma の射影構造とは,  \Sigma

の座標近傍系  \mathfrak{U}:=\{ (U_{\alpha} \subseteqq\Sigma, \phi\alpha : U_{\alpha}
\hookrightarrow \mathbb{C})\}_{\alpha} であり,その座標変換が 「一次分数変換」
で表されるものの (然るべき自然な同値関係による) 同値類  [\mathfrak{U}] である.  \Sigma 上の射影構造

 [\mathfrak{U}] のうち誘導する複素構造が種数  g のコンパクト Riemann 面  X に同型となるとき,  [\mathfrak{U}]
は  X 上の射影構造であると呼ぶことにしよう.  X 上の射影構造  [\mathfrak{U}] が一つ与えられたと

き,  \mathfrak{U} を構成している座標変換関数は  X の基本群の  PGL_{2} 表現を定める.この表現に対応
する  X 上の可積分  PGL_{2} 主束 (resp., 階数2可積分ベクトル束の然るべき同値類) がま
さに  \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2} 乍(resp.,  GL_{2} 乍の  \mathbb{G}_{m} 同値類) となる.この構成により,  X 上の射影構造全体の
集合と  \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2} 乍の同型類 (resp.,  GL_{2} 乍の  \mathbb{G}_{m} 同値類) 全体の集合との間の一対一対応が得
られる.

一方,正標数体上で定義された代数曲線における乍の理論に関しては [11], [12], [16],
[17], [20], [24], [25], [27] 等を参照されたい.特に,正標数の乍において下部接続の  p 曲率
が恒等的に零となるものは 「休眠乍」 と呼ばれ,様々な観点から扱われている興味深い対象
である.§ 2でいくつか例を挙げるように,この休眠乍なる概念は (その名 “oper の由来に
もなっていることだが) 直線束間の或る種の微分作用素と見做せると同時に,「Frobenius
非安定ベクトル束」 や 「丹後構造」 と呼ばれる代数幾何的対象と密接に関係がある.(さ
らに,[17] や [25] では,スピンネットワークや有理凸多面体といった組み合わせ論的対象
との関係を論じている.) 一般的な状況での休眠乍やそのモジュライスタックの性質につ
いては [27] に詳しい.

本稿では,滑らかな固有代数曲線上の休眠乍において定義される 「通常性」 なる概念
について焦点を絞り紹介したい.休眠乍  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} の通常性は,素朴には  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} に付随する層の間
の或る射  \Theta_{\mathcal{F}}^{1}♡の単射性により定義されるものであるが (cf. 定義3.2), これは休眠  GL_{n}

乍(の  \mathbb{G}_{m} 同値類) を分類するモジュライスタックの (  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} を分類する点における) 不分
岐性を特徴付けるものである.このようなモジュライの不分岐性を理解することは( [30]
でも紹介した) 休眠  \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{n} 乍の個数を数え上げる明示公式 (cf. [27], Theorem H) を証明する
際の本質的な鍵であった.実際,このような 「通常性」 を満たす休眠乍から誘導される或
る相対Grassmann 多様体は,標数  0 の或る相対Grassmann 多様体へと 「然るべき意味で
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標準的に」 持ち上がる.この持ち上げにより既存のGromov‐Witten 理論の結果を適用し

て所望の明示公式を得ている.通常休眠乍やそのモジュライをさらに深く理解することに

より (正標数固有の対象である) 休眠乍の理論と,例えばGromov‐Witten 理論などといっ
た様々な領域との繋がりを同様にして見出すことができると期待したい.

この記事で紹介する主結果は次の二つである.一つ目はまず,休眠  GL_{n} 乍の通常性
を 「古典的に知られる代数曲線の通常性」 の一般化と位置付けたうえで,代数曲線の通常
性について成立する或る 「代数曲線の被覆と通常性との関係性」 の一般化を与える.代数

曲線  X とその上の休眠  GL_{n} 乍  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} の組  (X, \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}) を幾何学的対象の単位として捉えたと

き,  n=1 (かつ  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} を 「自明な」 休眠  GL_{1} 乍  \mathcal{O}_{X}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} とした状況) での休眠乍の通常性はま
さに下部代数曲線  X の古典的な通常性に他ならない.二つ目は,(普遍代数曲線上の) 通常
休眠  GL_{2} 乍のモジュライスタック上定義される標準的なシンプレクティック構造に関す

る結果を述べる.これは S. Kawai, P. Arès‐Gastesi‐I. Biswas, B. Loustau らにより [1],
[2], [14], [15] で得られた (  \mathbb{C} 上の) 射影構造のモジュライ空間に関する結果の正標数類似
と呼ぶべきものである.

§2. 休眠乍(dormant oper)

まずはじめに,滑らかな固有代数曲線 (族) 上の (休眠)  GL_{n} 乍の定義について簡単
に復習しよう.より一般に,点付き安定曲線 (族) 上の (休眠)  \mathfrak{g} 乍(ただし,  \mathfrak{g} は半単純 Lie
代数) の定義や性質については [27] や [30] を参照されたい.また,この§2では休眠  GL_{n}

乍の例を誘導するような (正標数の) 代数幾何的対象をいくつか紹介する.以下では,  k

を標数  p>0 の体とし,簡単のため  k はさらに代数閉体であると仮定しよう.

§ 2.1.

 n を  n<p を満たす正整数,  S を  k 上の概型,そして  f :  Xarrow S を  S 上の幾何的連結
で滑らかな種数  g  (>1) 固有代数曲線とする.  \mathcal{T}_{X/S} を  X の  S 上の接ベクトルの層,そし
て  \Omega_{X/S}  :=\mathcal{T}_{\check{X}/S} とする.次のようなデータを考えよう:

 \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}:=(\mathcal{F}, \nabla_{\mathcal{F}}, \
{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{n}) ,

ただし,

 \bullet  \mathcal{F} は  X 上の階数  n ベクトル束;

 \bullet  \nabla_{\mathcal{F}} は  \mathcal{F} 上の  S 接続  \mathcal{F}arrow\Omega_{X/S}\otimes \mathcal{F} (つまり,  f^{-1}(\mathcal{O}_{S}) 線型射であり任意の局所切
断  a\in \mathcal{O}_{X},  v\in \mathcal{F} に対して等式  \nabla_{\mathcal{F}}(a\cdot v)=da\otimes v+a\nabla_{\mathcal{F}}(v) を満たす);

 \bullet  \{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{n} は  \mathcal{F} の部分ベクトル束からなる降下フィルトレーション

 0=\mathcal{F}^{n}\subseteqq \mathcal{F}^{n-1}\subseteqq\cdots\subseteqq 
\mathcal{F}^{0}=\mathcal{F}.
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定義2.1 (cf. [27], Definition4.2.1).

(i) 上で与えた  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} が以下の3条件を満たすとき,  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} を  X/S 上の  GL_{n} 乍  (GL_{n}‐oper
on  X/S) という:

 \bullet 各部分商  \mathcal{F}^{j}/\mathcal{F}^{j+1}  (0\leq j\leq n-1) は直線束になる;

 \bullet \nabla_{\mathcal{F}}(\mathcal{F}^{j})\subseteqq\Omega_{X/S}\otimes 
\mathcal{F}^{j-1} (1\leq j\leq n-1) ;

 \bullet 各局所切断  a\in \mathcal{F}^{j}  (1 \leq j \leq n-1) に対して  \overline{a}arrow\overline{\nabla_{\mathcal{F}}(a)} (ただし,  (-) はそれ
ぞれの商への像を表す) により定義される  \mathcal{O}_{X} 線型射

 KS_{\mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}^{j}:\mathcal{F}^{j}/\mathcal{F}
^{j+1}arrow\Omega_{X/S}\otimes(\mathcal{F}^{j-1}/\mathcal{F}^{j})

は同型になる.

(ii)  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}  :=  (\mathcal{F}, \nabla_{\mathcal{F}}, \{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{n}) 及び  \mathcal{G}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}  :=  (\mathcal{G}, \nabla_{\mathcal{G}}, \{\mathcal{G}^{j}\}_{j=0}^{n}) を  X/S 上の  GL_{n} 乍とする.
 \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} から  \mathcal{G}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} への (  GL_{n} 乍としての) 同型 (isomorphism of GLn‐opers) とは,ベ
クトル束の間の同型射  \mathcal{F}arrow\sim \mathcal{G} のうち降下フィルトレーション及び  S 接続の構造と可

換なものをいう.

例2.2.  n=1 のときの  GL_{n} 乍について考えよう.  (\mathcal{L}, \nabla_{\mathcal{L}}) を  X/S 上の可積分直

線束,つまり  X 上の直線束  \mathcal{L} と  \mathcal{L} 上の  S 接続  \nabla_{\mathcal{L}} :  \mathcal{L}arrow\Omega_{X/S}\otimes \mathcal{L} との組とする.この
とき,  \mathcal{L} 上のフィルトレーション  \{\mathcal{L}^{j}\}_{j=0}^{1} を  \mathcal{L}^{0}:=\mathcal{L},  \mathcal{L}^{1}:=0 として定めることにより,
 X/S 上の  GL_{1} 乍

 \mathcal{L}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}:=(\mathcal{L}, \nabla_{\mathcal{L}}, \
{\mathcal{L}^{j}\}_{j=0}^{1})

を得る.このようにして,  X/S の  GL_{1} 乍なる概念は  X/S 上の可積分直線束と自然に同一
視される.特に,  X/S 上の普遍導分  d :  \mathcal{O}_{X}arrow\Omega_{X/S} を  \mathcal{O}_{X} 上の  S 接続と見做すことによ
り,「自明な」  GL_{1} 乍

(2.1)  \mathcal{O}_{X}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}:=(\mathcal{O}_{X}, d, 
\{\mathcal{O}_{X}^{j}\}_{j=0}^{1})

を得る.(下の定義2.3の言葉を先取りして用いるならば,この自明な  GL_{1} 乍は 「休眠」
 GL_{1} 乍となる.)

§ 2.2.

次に,休眠  GL_{n} 乍の定義を思い出すためにベクトル束上の接続の  p 曲率について復
習する.  X^{(1)} を  X の  S 上Frobenius捻り,そして  F_{x/S}:Xarrow X^{(1)} を相対Frobenius射
とする.ここで  \mathcal{T}_{X/S} 上の  p 冪構造 (p‐structure) について思い出そう (cf. [13], §5); 各局
所切断  \partial\in \mathcal{T}_{X/S} は(局所的に定義された)  \mathcal{O}_{X} の  S 上導分と見做せるが,その  p 回合成
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 \partial ◦  \cdot  \cdot  \cdot ◦  \partial も  \mathcal{O}_{X} の  S 上導分になることが確かめられる.この導分に対応する  \mathcal{T}_{X/S} の局

所切断を  \partial^{[p]} とおくことにより  \partialarrow\partial^{[p]} は  \mathcal{T}_{X/S} 上の  p 冪構造を定める.

いま,  \mathcal{F} を  X 上のベクトル束,  \nabla_{\mathcal{F}} を  \mathcal{F} 上の  S 接続とする.  \nabla_{\mathcal{F}} を (自然な仕方
により)  \mathcal{O}_{x} 線型射  \mathcal{T}_{x/s}  arrow  \mathcal{E}nd_{f-1(\mathcal{O}_{S})}(\mathcal{F}) と見做そう (ただし,  \mathcal{E}nd_{f-1(\mathcal{O}_{S})}(\mathcal{F}) には

 \mathcal{O}_{X} の局所切断を左から掛けることにより  \mathcal{O}_{X} 加群の構造を持つものとする.また,各

 h\in \mathcal{E}nd_{f}-1(\mathcal{O}_{S})(\mathcal{F}) に対して  p 回合成  h^{p} を割り当てる  harrow h^{p} は  \mathcal{E}nd_{f}-1(\mathcal{O}_{S})(\mathcal{F}) 上の  p

冪構造を定める). このとき,  \nabla_{\mathcal{F}} の  p 曲率 ( p‐curvature) とは以下により一意的に定ま
る  \mathcal{O}_{x} 線型射  \psi_{\nabla_{\mathcal{F}}} である:

 \psi_{\nabla_{\mathcal{F}}}:\mathcal{T}_{X/S}^{\otimes p}arrow \mathcal{E}
nd_{\mathcal{O}_{X}}(\mathcal{F})
 \partial^{\otimes p}arrow\nabla_{\mathcal{F}}(\partial)^{p}-\nabla_{\mathcal{F}
}(\partial^{[p]}) .

つまり,  p 曲率とは  \nabla_{\mathcal{F}} :  \mathcal{T}_{X}/sarrow \mathcal{E}nd_{f^{-1}(\mathcal{O}_{S})}(\mathcal{F}) に関しての 「  \mathcal{T}_{X}/s 及び  \mathcal{E}nd_{f^{-1}(\mathcal{O}_{S})}(\mathcal{F})
に備わる  p 冪構造の可換性への障害」 として定義されるものである.特に  \psi_{\nabla_{\mathcal{F}}}=0 なら

ば,  \nabla_{\mathcal{F}} は  p 冪構造と可換であり,この意味において 「  \nabla_{\mathcal{F}} は良い性質 (対称性) を持って
いる」 と言うことが出来るだろう.

「 p 曲率が恒等的に零」 となる可積分ベクトル束として次のような例を挙げることが

できる;  \mathcal{V} を  X^{(1)} 上のベクトル束としたとき,  F_{X/S} で引き戻して得られる  X 上のベクト
ル束  F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}) 上には,部分層  F_{X/S}^{1}(\mathcal{V}) の任意の局所切断が水平となるような接続

(2.2)  \nabla_{\mathcal{V}}^{can}:F_{X/S}^{*}(\mathcal{V})arrow\Omega_{X/S}\otimes 
F_{X/S}^{*}(\mathcal{V})

が一意的に存在する . この接続は  \psi_{\nabla_{\mathcal{V}}^{can}}=0 を満たすことが確かめられる1.

定義2.3 (cf. [27], Definition3.6.1).  X/S 上の休眠  GL_{n} 乍とは  X/S 上の  GL_{n} 乍
 \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}  :=(\mathcal{F}, \nabla_{\mathcal{F}}, \{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{n}) であり  \psi_{\nabla_{\mathcal{F}}}=0 となるものをいう.

§ 2.3.

§§ 2.3‐2.5では,(休眠)  GL_{n} 乍の例を誘導するような (正標数の) 代数幾何的対象を
いくつか紹介する.§2の残りでは,簡単のため  X は 「  k 上の」 連結で滑らかな種数  g 固有
代数曲線とする.

まずは,  GL_{n} 乍が (oper の由来ともなっているように) 直線束間の或る種の微分作
用素と対応していることをみよう.  X 上の微分作用素からなる層  \mathcal{D}_{X} とは,  \mathcal{O}_{X} 及び  \mathcal{T}_{X/k}
により生成される (非可換)  k 代数の層であり,次の関係式をみたすものである:

(a)  f_{1*f2}=f_{1}f_{2},  f_{1}*\xi_{1}=f_{1}\xi_{1} ;

(b)  \xi_{1}*\xi_{2}-\xi_{2}*\xi_{1}=[\xi_{1}, \xi_{2}],  \xi_{1}*f_{1}-f_{1}*\xi_{1}=\xi_{1}(f_{1})

1この対応  \mathcal{V}arrow(F^{*}(\mathcal{V}), \nabla_{\mathcal{V}}^{can}) は,「  x^{(1)} 上のベクトル束のなす圏」 から 「 p 曲率が  0 である  X/S 上の
可積分ベクトル束のなす圏」 への圏同値を与える.
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(ただし,  f_{1},  f_{2} は  \mathcal{O}_{X} の任意の局所切断,そして  \xi_{1},  \xi_{2} は  \mathcal{T}_{X/k} の任意の局所切断とする.
また,  * は  \mathcal{D}_{X} における積を表す).  \mathcal{D}_{X} には左から (resp., 右から)  \mathcal{O}_{X} の局所切断を掛
けることにより  \mathcal{O}_{X} 加群の構造を持つ.その結果として得られる  \mathcal{O}_{X} 加群を  l\mathcal{D}_{X} (resp.,

 r\mathcal{D}_{X}) と書くことにしよう.また,各整数  m に対して  \mathcal{D}_{X}^{\leq m} を高々  m 階の微分作用素から
なる  \mathcal{D}_{X} の部分層とする (特に,  m<0 のとき  \mathcal{D}_{X}^{\leq m}=0 ).

 m を  0<m<p を満たす整数,  \mathcal{L} 及び  \mathcal{N} を  X 上の直線束としよう.  \mathcal{L} から  \mathcal{N} への
(高々)  m 階微分作用素を

 Diff(\mathcal{L},\mathcal{N})^{\leq m}:=Hom_{\mathcal{O}_{X}}(\mathcal{L},
\mathcal{N}\otimes \mathcal{D}_{X}^{\leq m})

の元として定める (ただし,  \mathcal{N}\otimes \mathcal{D}_{X}^{\leq m} には  r\mathcal{D}_{X} から誘導される  \mathcal{O}_{X} 加群の構造が入って
いるものとする). 自然な全射  \mathcal{D}_{x\mathcal{D}_{x/\mathcal{D}_{X}^{\leq(m-1)}=T_{X/k}^{\otimes m}}^{
\leq m}}^{\leq m} との合成により,射

 \sigma_{m}:Diff(\mathcal{L},\mathcal{N})^{\leq m}arrow Hom_{\mathcal{O}_{X}}
(\mathcal{L},\mathcal{N}\otimes \mathcal{T}_{X/k}^{\otimes m})arrow\sim\Gamma(X,
\mathcal{L}^{\vee}\otimes \mathcal{N}\otimes \mathcal{T}_{X/k}^{\otimes m})

を得る.各  P\in Diff(\mathcal{L},\mathcal{N})^{\leq m} に対して  \sigma_{m}(P) は(  m 階の) 主表象と呼ばれる.
ここで,  \mathcal{N}=\Omega_{X/k}^{\otimes m}\otimes \mathcal{L} と仮定しよう (特に,  \Gamma  (X, \mathcal{L}^{\vee}\otimes \mathcal{N}\otimes \mathcal{T}_{X/k }^{\otimes m}
)=\Gamma(X, \mathcal{O}_{x})=k ).

 \mathcal{D}_{X}^{\leq m}\otimes \mathcal{L}^{\vee} に  l\mathcal{D}_{X} から誘導される  \mathcal{O}_{X} 加群の構造を入れると,次の同型な合成射を得る:

(2.3)  Diff(\mathcal{L}, \Omega_{X/k}^{\otimes m}\otimes \mathcal{L})^{\leq m}
arrow\sim\Gamma(X, \Omega_{X/k}^{\otimes m}\otimes \mathcal{L}\otimes 
\mathcal{D}_{X}^{\leq m}\otimes \mathcal{L}^{\vee})
 arrow\sim Hom_{\mathcal{O}_{X}(/k}T^{\bigotimes_{X}m}\otimes \mathcal{L}^{\vee,
\mathcal{D}_{X}^{\leq m}\otimes \mathcal{L}^{\vee})}.

いま,  P  \in  \sigma_{\overline{m}^{1}}(1) をとり ,  m,  \mathcal{L} と合わせた3つ組み  (m, \mathcal{L}, P) から  X/k 上の  GL_{m}

乍を構成しよう.合成射 (2.3) を介して  P と対応する  Hom_{\mathcal{O}_{X}}(\mathcal{T}_{X/k}^{\otimes m}\otimes \mathcal{L}^{\vee}, 
\mathcal{D}_{X}^{\leq m}\otimes \mathcal{L}^{\vee}) の
元を   P\dagger とおく . そして左  \mathcal{D}_{X} 加群  \mathcal{D}_{X}  \otimes \mathcal{L}^{\vee} の  {\rm Im}(P\dagger)  (\subseteqq \mathcal{D}_{X}^{\leq m} \otimes \mathcal{L}^{\vee} \subseteqq 
\mathcal{D}_{X} \otimes \mathcal{L}^{\vee}) で生

成される部分加群  \ovalbox{\tt\small REJECT}{\rm Im}(P\dagger) ⟩ による商  \mathcal{D}_{X}  \otimes  \mathcal{L}^{\vee}/\ovalbox{\tt\small REJECT}{\rm Im}(P\dagger) ⟩ に関して,  (\sigma_{m}(P)  =  1 である
ことにより) 合成射

 \mathcal{D}_{X}^{\leq}(m-1)\otimes \mathcal{L}^{\vee}arrow \mathcal{D}
_{X\otimes \mathcal{L}^{\vee \mathcal{D}_{X\otimes \mathcal{L}^{\vee/{\rm Im}(P^
{\dagger})}}}}

は同型.この合成射を介することにより,  \mathcal{D}_{X}\otimes \mathcal{L}^{\vee}/\ovalbox{\tt\small REJECT}{\rm Im}
(P\dagger)\ovalbox{\tt\small REJECT} における左  \mathcal{D}_{X} 加群の構造
は  \mathcal{D}_{X}^{\leq(m-1)}\otimes \mathcal{L}^{\vee} 上の  k 接続

 \nabla_{m,\mathcal{L},P:\mathcal{D}_{X}^{\leq(m-1)\otimes \mathcal{L}^{\vee}}}
arrow\Omega_{X/k\otimes(\mathcal{D}_{X}^{\leq(m-1)\otimes \mathcal{L}^{\vee})}}

を誘導する.さらに,  \{\mathcal{D}_{X}^{\leq m-1-j}\otimes \mathcal{L}^{\vee}\}_{j=0}^{m} は  \mathcal{D}_{X}^{\leq}(m-1)\otimes \mathcal{L}^{\vee} 上の降下フィルトレーショ
ンとなり , 結果として得られたデータ

(2.4)  \mathcal{D}_{m,\mathcal{L},P:=}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(\mathcal{D}_{X}
^{\leq(m-1)\otimes \mathcal{L}^{\vee,\nabla_{m,\mathcal{L},P,\{\mathcal{D}_{X}^{
\leq m-1-j\otimes \mathcal{L}^{\vee}\}_{j=0}^{m})}}}}
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は  X/S 上の  GL_{m} 乍となることが確かめられる.このようにして,各  (m, \mathcal{L}, P) に対して
 GL_{m} 乍  \mathcal{D}_{m,\mathcal{L},P}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} が構成される.

この  GL_{m} 乍が 「休眠」 であることの特徴付けは以下のように与えられる :

 P_{0}^{\dagger}:\mathcal{T}_{X/k}^{\otimes p}\otimes \mathcal{L}^{\vee}arrow 
\mathcal{D}_{X}\otimes \mathcal{L}^{\vee}
を  \partial^{\otimes p}\otimes varrow(\partial^{p}-\partial^{[p]})\otimes v (ただし,  \partial,  v は各々  \mathcal{T}_{X/k},  \mathcal{L}^{\vee} の任意の局所切断とする) に
よって一意的に定まる  \mathcal{O}_{X} 線型射とする.このとき,

 \mathcal{D}_{m,\mathcal{L},P}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} が休眠  \Leftarrow\Rightarrow  \ovalbox{\tt\small REJECT}{\rm Im}  (P_{0}^{\dagger} )  \ovalbox{\tt\small REJECT}\subseteqq\ovalbox{\tt\small REJECT}{\rm Im}
(P^{\dagger})\ovalbox{\tt\small REJECT}

が成り立つ.

§ 2.4.

次は 「Frobenius 非安定ベクトル束」 を思い出そう2. この概念は,半安定束を分類す
るモジュライ空間に備わる一般化Vershiebung 射  (=下部代数曲線のFrobenius 射が誘導
するモジュライ空間の間の射) の構造を理解するうえで足掛かりとなる基本的なものであ
る (cf. [19]).

定義2.4 (cf. [20], Definition4.1).  l  \in   \frac{1}{2}\mathbb{Z} とする.  X^{(1)} 上の レベル  l のFrobe‐
nius 非安定ベクトル束 (Frobenius‐unstable vector bundle of level l) とは  X^{(1)} 上
の階数2半安定ベクトル束  \mathcal{V} であり  F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}) に次数   l+ \frac{p}{2}\cdot  \deg(\mathcal{V}) の部分直線束が存在

するものをいう.

我々が必要とするのは  l=g-1 のときである.  \mathcal{V} を  X^{(1)} 上のレベル  g-1 のFrobenius

非安定ベクトル束とする.  F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}) に存在する次数  g-1+ \frac{p}{2}\cdot\deg(\mathcal{V})  (>0) の部分直線束

は一意的に定まる; これを  \mathcal{L}_{\mathcal{V}} とおき,  F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}) 上のフィルトレーション  \{F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})^{j}\}_{j=0}^{2}
を

 F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})^{0}:=F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}) , F_{X/k}^{*}
(\mathcal{V})^{1}:=\mathcal{L}_{\mathcal{V}}, F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})^{2}:=0

として定める.  F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}) 上の  S 接続  \nabla_{\mathcal{V}}^{can} (cf. (2.2)) は  \nabla_{\mathcal{V}}^{can}(\mathcal{L}_{\mathcal{V}})\not\subseteq \mathcal{L}_
{\mathcal{V}} を満たす (実際,も
し  \nabla_{\mathcal{V}}^{can}(\mathcal{L}_{\mathcal{V}})\subseteqq \mathcal{L}
_{\mathcal{V}} ならば  F_{X/k}^{*}(\mathcal{L}_{V}\leqq Ker(\nabla_{\mathcal{V}}^{can}))\cong \mathcal
{L}_{\mathcal{V}} となる.したがって  \mathcal{L}_{V}\leqq Ker(\nabla_{\mathcal{V}}^{can})
は  \mathcal{V} の部分直線束となるが,この直線束と  \mathcal{V} の次数を考えると,これは  \mathcal{V} が半安定である
ことと矛盾する.) したがって,合成射

(2.5)  \mathcal{L}_{\mathcal{V}}\hookrightarrow F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})\nabla^{can}
arrow^{\mathcal{V}}\Omega_{x/k}\otimes F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})arrow\Omega 
x/k\otimes(F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})/\mathcal{L}_{\mathcal{V}})
は零射ではなく,さらに (次数を比較することにより) 同型となることが確かめられる.以
上より,レベル  g-1 のFrobenius 非安定ベクトル束  \mathcal{V} から  X/k 上の休眠  GL_{2} 乍

2  [30] , §5.1でも同様の内容について扱っている.
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(2.6)  F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}:=(F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}
), \nabla_{\mathcal{V}}^{can}, \{F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})^{j}\}_{j=0}^{2})

が構成された.この対応  \mathcal{V}arrow F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}) ♡ によりレベル  g-1 のFrobenius 非安定ベクトル

束と  X/k 上の休眠  GL_{2} 乍とは (然るべき意味で) 一対一対応することがわかる (cf. [20],
Proposition 4.2).

§ 2.5.

今度は,代数曲線  X の種数  g が特別な場合にのみ存在する 「丹後構造」 と呼ばれる
概念について議論する.Kodaira消滅定理やその一般化である Kawamata‐Viehweg 消滅
定理といった標数  0 におけるコホモロジーの消滅定理において,正標数での反例が存在す
るか否かは基本的かつ興味深い問いである.(代数曲線の) 丹後構造はこれらの消滅定理が
成り立たない 「病的な」 正標数代数曲面を組織的に構成するものであり (cf. [21]), さら
に然るべき意味で必要十分に特徴付けることをも期待されている (cf. [31], Theorem1.1,
Conjecture 1.2).

 \mathcal{B} を  d :  \mathcal{O}_{X}  arrow  \Omega_{X/k} の像,すなわち  X 上の局所完全形式からなる層とする.相対
Frobenius 射  F_{X/k} による順像  F_{X/k*}(\mathcal{B}) は  X^{(1)} 上の階数  p-1 ベクトル束となる.この

§2.5では  p|(g-1) であると仮定しよう.

定義2.5 (cf. [23], Definition1.1 (2)).  X 上の丹後構造とは,  X^{(1)} 上のベクトル束
 F_{X/S*}(\mathcal{B}) の部分直線束  \mathcal{L} であり   \deg(\mathcal{L})=\frac{2(g-1)}{p} を満たすものとする.

以下では,  X 上の丹後構造  \mathcal{L}  (\subseteqq F_{x/k*}(\mathcal{B})) から  X/k 上の休眠  GL_{2} 乍を構成する.
自然な全射  F_{X/k*}(\mathcal{O}_{X})arrow F_{X/k*}(\mathcal{B}) による  \mathcal{L} の逆像を  \overline{\mathcal{L}} とおこう.このとき,次のよう
な2つの短完全列間の埋め込みを得る:

(2.7)  0arrow \mathcal{O}_{X(1)}-\overline{\mathcal{L}}-\mathcal{L}-0

 11  \leqq  \leqq

 0arrow \mathcal{O}_{X(1)}arrow F_{X/k*}(\mathcal{O}_{X})arrow F_{X/k*}(\mathcal
{B})arrow 0.

 \overline{\mathcal{L}} は  \mathcal{L} の  \mathcal{O}_{X(1)} による拡大 (特に  X^{(1)} 上の階数2ベクトル束) となり,  Ext^{1}(\mathcal{L}, \mathcal{O}_{X(1)}) の
元  [ \overline{\mathcal{L}}] を定める.また,(2.7) の上列を  F_{X/k} で引き戻した短完全列

(2.8)  0arrow \mathcal{O}_{X}arrow F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})arrow F_{X/k}
^{*}(\mathcal{L})arrow 0

によって,  F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}}) は  Ext^{1}(F_{X/k}^{*}(\mathcal{L}), \mathcal{O}_{x}) の或る元  [F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})] を定める拡大となる.(2.7)
の下列が誘導する次の完全列を考えよう:

 Hom(\mathcal{L}, F_{X/k*}(\mathcal{B}))arrow\alpha Ext^{1}(\mathcal{L}, 
\mathcal{O}_{X(1)} )  arrow\beta Ext^{1}(\mathcal{L}, F_{X/S*}(\mathcal{O}_{X}))  (\cong Ext^{1}(F_{X/k}^{*}(\mathcal{L})\gamma, \mathcal{O}_{X})) .
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包含写像  \mathcal{L}  \hookrightarrow  Fx/k*(\mathcal{B}) が定める  Hom(\mathcal{L}, F_{X/k*}(\mathcal{B})) の元の  \alpha による像は  [\overline{\mathcal{L}}] であ

り,  [\overline{\mathcal{L}}] の  \beta による像は (同型  \gamma による同一視のもとで)  [F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})] と一致する.した
がって,  [F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})]  =  0 となり短完全列 (2.8) は分裂する.さらに,  \deg(\mathcal{L})  >  0 より

 Hom_{\mathcal{O}_{X}}(F_{X/k}^{*}(\mathcal{L}), \mathcal{O}_{x})=0 となることから分裂射  F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})arrow\sim \mathcal{O}_{x}\oplus F_{X/k}^{*}(
\mathcal{L}) は一意的.

この一意に定まる分裂を通して  F_{X/k}^{*}(\mathcal{L}) ,  \mathcal{O}_{X} を各々  F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}}) の部分直線束,商直線束と
見做すことにする.特に,

 F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})^{0}:=F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}}) , 
F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})^{1}:=F_{X/k}^{*}(\mathcal{L}) , F_{X/k}^{*}(
\overline{\mathcal{L}})^{2}:=0
とおいて  F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}}) に降下フィルトレーション  \{F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})^{j}\}_{j=0}^{2} を定める.丹後構造の定義

から

 \deg(F_{X/k}^{*}(\mathcal{L}))=p\cdot\deg(\mathcal{L})=2g-2(=\deg(\Omega_{X/k})
)

なので,  F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}}) 上の  k 接続  \nabla_{\frac{ca}{\mathcal{L}}}^{n} を用いて得られる合成射

 F_{X/k}^{*}( \mathcal{L})\hookrightarrow F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})
\nabla\frac{ca}{4}n_{\Omega_{x/k\otimes F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})
\Omega_{x/k\otimes(F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})/F_{X/k}^{*}(\mathcal{L}))
}}}  (=\Omega_{X/k})

は(次数を比較して) 同型となることが確かめられる.以上より,  X 上の丹後構造  \mathcal{L} から
 X/k 上の休眠  GL_{2} 乍

(2.9)  F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}:=(F_{X/k}^{*}(
\overline{\mathcal{L}}), \nabla_{\frac{ca}{\mathcal{L}}}^{n}, \{F_{X/k}^{*}
(\overline{\mathcal{L}})^{j}\}_{j=0}^{2})
が構成された.  F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} を丹後構造  \mathcal{L} に付随する休眠  GL_{2} 乍と呼ぶことにする.

§ 3. 休眠乍のモジュライと通常性

ここでは,休眠  GL_{n} 乍(の同値類) を分類するモジュライスタックを導入し,その後
に休眠  GL_{n} 乍において定義される 「通常性」 なる概念を紹介しよう.最後に,モジュライ
スタックの幾何学的性質 (不分岐性) とこの通常性との関連について触れる.

§ 3.1.

まずはじめに,(休眠)GLn 乍の同値類を分類するモジュライを導入しよう.  S を  k

概型,  X を  S 上の幾何的連結で滑らかな種数  g  (> 1) 固有代数曲線とする.  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}  :=

 (\mathcal{F}, \nabla_{\mathcal{F}}, \{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{n}) を  X/S 上の  GL_{n} 乍,そして  (\mathcal{L}, \nabla_{\mathcal{L}}) を  X/S 上の可積分直線束とする.
 \nabla_{\mathcal{F}} 及び  \nabla_{\mathcal{L}} から定まるテンソル積  \mathcal{F}\otimes \mathcal{L} 上の  S 接続を (誤解の生じる表記だが)  \nabla_{\mathcal{F}}\otimes\nabla_{\mathcal{L}}

とおく と,

 \mathcal{F}_{(\mathcal{L}\nabla_{\mathcal{L}})}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}:=(
\mathcal{F}\otimes \mathcal{L}, \nabla_{\mathcal{F}}\otimes\nabla_{\mathcal{L}},
\{\mathcal{F}^{j}\otimes \mathcal{L}\}_{j=0}^{n})
は  X/S 上の  GL_{n} 乍となる.もし  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} が休眠かつ  \psi_{\nabla_{\mathcal{L}}}=0 ならば  \mathcal{F}_{(\mathcal{L},\nabla_{\mathcal{L}})}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} も休眠となる.
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定義3.1.  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} 及び  \mathcal{G}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} を  X/S 上の  GL_{n} 乍 (resp., 休眠  GL_{n} 乍) とする.  X/S 上
の可積分直線束  (\mathcal{L}, \nabla_{\mathcal{L}}) (resp.,  \psi_{\nabla_{\mathcal{L}}}  =0 を満たす  X/S 上の可積分直線束  (\mathcal{L}, \nabla_{\mathcal{L}}) ) が存
在して  \mathcal{F}_{(\mathcal{L},\nabla_{\mathcal{L}})}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}  \cong \mathcal{G}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} となるとき,  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} と  \mathcal{G}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} は  \mathbb{G}_{m} 同値であると呼ぶことにする.

 \mathbb{G}_{m} 同値性は実際に  X/S 上の  GL_{n} 乍 (resp., 休眠  GL_{n} 乍) 全てのなす集合の中に
同値関係を定める3. また,この同値関係は (自然な意味で)  S 上の基底変換と可換であ
る.ここで,  \mathfrak{M}_{g} を  k 上の幾何的連結で滑らかな種数  g 固有代数曲線のモジュライスタッ
クとしよう.(したがって良く知られているように,  \mathfrak{M}_{g} は  k 上滑らかで既約な  3g-3 次
元Deligne‐Mumford スタックである.) また,  \mathfrak{S}\mathfrak{c}\mathfrak{h}_{/\mathfrak{M}_{g}} を  k 概型から  \mathfrak{M}_{g} への射全てのな
す圏とする.♯  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g} (resp., ♯  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz} ) を  \mathfrak{S}\mathfrak{c}\mathfrak{h}/\mathfrak{M}_{g} 上の前層であり,各  S 有理点  s (ただし,
 S は  k 概型であり  s が分類する代数曲線を  X/S とする) に対し  X/S 上の  GL_{n} 乍 (resp.,
休眠  GL_{n} 乍  ) の  \mathbb{G}_{m} 同値類全てからなる集合を割り当てるものとする.そして,

 \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g} (resp.,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz}\ldots )

を♯  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g} (resp., ♯  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz}\ldots ) に付随する (大エタール景に関する) 層とする.  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g} は  \mathfrak{M}_{g}
上の (相対次元が  (n^{2}-1)(g-1) となる) 相対アフィン空間により表現される4 (cf. [27],
Theorem A). 例えば  n=2 のときは,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g} は階数  3g-3 ベク トル束  f_{*}(\Omega_{\mathfrak{C}_{g}}^{\otimes 2}/\mathfrak{M}_{g}) を随
伴ベクトル束とする相対アフィン空間により表現される (ただし,  \mathfrak{C}_{g} は  \mathfrak{M}_{g} 上の普遍代数
曲線であり,  f はその構造射  \mathfrak{C}_{g}arrow \mathfrak{M}_{g} とする). また,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz} は空でない  k 上の  3g-3

次元Deligne‐Mumford スタックにより表現される  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g} の閉部分スタックであり,射影

 \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz}\ldotsarrow \mathfrak{M}_{g} は有限かつ生成的エタールとなる5 (cf. [27], TheoremC and Theorem G).
 n=2 のときはさらに,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}\ldots は既約であり,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}\ldotsarrow \mathfrak{M}_{g} は忠実平坦となることが知
られている (cf. [17], Chap.II, §2.3, Lemma2.3 and Theorem 2.8).

§ 3.2.

次に,休眠  GL_{n} 乍の通常性を定義しよう.  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}  :=  (\mathcal{F}, \nabla_{\mathcal{F}}, \{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{n}) を  X/S 上の休
眠  GL_{n} 乍とする.  \{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{n} から  \mathcal{E}nd(\mathcal{F})  (:=\mathcal{E}nd_{\mathcal{O}_{X}}(\mathcal{F})) 上の降下フィルトレーション

 \{\mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{j}\}_{j\in \mathbb{Z}} が次のようにして定まる:

 \mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{j}  := {  h\in \mathcal{E}nd(\mathcal{F})  | 任意の  l に対して  h(\mathcal{F}^{l})\subseteqq \mathcal{F}^{l+j} }.

 \nabla_{\mathcal{F}} により自然に誘導される  \mathcal{E}nd(\mathcal{F}) 上の  S 接続を

3このような同値類のことを  X/S 上の  PGL_{n} 乍 (resp., 休眠  PGL_{n} 乍) と呼び,これは [27] や [30] で扱っ
た  \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2} 乍 (resp., 休眠  \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2} 乍) と同値な概念である.

4 [30] の表記を借り るならば,この  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g} (resp.,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{ng}^{Zzz}\ldots ) は  \mathfrak{O}\mathfrak{p}\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{n},\emptyset,g,0  \cross\overline{\mathfrak{M}}_{g,0}  \mathfrak{M}_{g,0} (resp.,

 \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{n}\emptyset,g,0}^{Zzz}  \cross\overline{\mathfrak{M}}_{g,0}\mathfrak{M}_{g,0}) と同型になる.

5  [30] にて紹介した主結果により,この射影の生成的次数を明示的に与えることができる (cf. [27], Theorem
 H ; [30], 定理6.3).



休眠  GL_{n} 乍の通常性について 171

 \nabla_{\mathcal{F}}^{ad}:\mathcal{E}nd(\mathcal{F})arrow\Omega_{X/S}\otimes 
\mathcal{E}nd(\mathcal{F})

とおこう.  GL_{n} 乍の定義から,  \nabla_{\mathcal{F}}^{ad} を制限することにより  f^{-1}(\mathcal{O}_{S}) 線型射

 \nabla_{\mathcal{F}}^{ad,j}:\mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{j}arrow\Omega_{X/S}
\otimes \mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{j-1}

 (j\in \mathbb{Z}) を得る.合成射

 f_{*}(\mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{j})arrow^{\mathcal{F}}f_{*}(\Omega_{X/S}
\otimes \mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{j-1})f_{*}(\nabla^{ad,j})
 \ovalbox{\tt\small REJECT}arrow f_{*}(\Omega_{X/S}\otimes \mathcal{E}
nd(\mathcal{F}))
 arrow f_{*}(Coker(\nabla_{\mathcal{F}}^{ad}))

(ただし,  f は構造射  Xarrow S を表す) は零射になるため,これは  \mathcal{O}_{S} 線型射

 \Theta_{\mathcal{F}}^{j}♡  :Coker(f_{*}(\nabla_{\mathcal{F}}^{ad,j}))arrow f_{*}(Coker(\nabla_{\mathcal{F}
}^{ad}))

を誘導する.

定義3.2 (cf. [28], Definition2.2.1).  X/S 上の休眠  GL_{n} 乍  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} において,  \Theta_{\mathcal{F}}^{1}♡が
単射となるとき通常であるという.

 GL_{n} 乍  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}  :=(\mathcal{F}, \nabla_{\mathcal{F}}, \{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{n}) 及び可積分直線束  (\mathcal{L}, \nabla_{\mathcal{L}}) が与えられたとき,自然
な同型射  \eta :  \mathcal{E}nd(\mathcal{F})arrow\sim \mathcal{E}nd(\mathcal{F}\otimes 
\mathcal{L}) を介して  \nabla_{\mathcal{F}}^{ad} と  \nabla_{\mathcal{F}\otimes \mathcal{L}}^{ad} は可換であり,さらにフィル
トレーション  \{\mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{j}\}_{j\in \mathbb{Z}} と  \{\mathcal{E}nd(\mathcal{F}\otimes \mathcal{L})^{j}\}_{j\in \mathbb{Z}} は可換となる.したがって,  \eta を介して

 \Theta_{\mathcal{F}}^{1}  \ovalbox{\tt\small REJECT}=\Theta_{\mathcal{F}_{(\mathcal{L},
\nabla_{\mathcal{L}})}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}^{1} となるため,  \Theta_{\mathcal{F}}^{1}♡の単射性は  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} の  \mathbb{G}_{m} 同値類にしか依存しない.以上

より,通常休眠  GL_{n} 乍を分類する  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz}\ldots の部分層

 \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz}..
がwell‐defined に定義されることがわかる.

例3.3.  n=1 のときの休眠乍の通常性について考えよう.例2.2で議論したよう

に,  GL_{1} 乍 (resp., 休眠  GL_{1} 乍) とは可積分直線束 (resp.,  p 曲率が零射となる可積分直線
束  ) のことであった.したがって,  \mathbb{G}_{m} 同値の定義から直ちに,任意の二つの (休眠)GL1乍
は  \mathbb{G}_{m} 同値となることがわかる.特に,

 \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}=\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz}\ldots=
\mathfrak{M}_{g}

であり,休眠  GL_{1} 乍の通常性は下部代数曲線にしか依存しない.では通常休眠  GL_{1} 乍を
その上に持つような代数曲線  f :  Xarrow S は  \mathfrak{M}_{g} のどの部分によって分類されるだろうか.
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そのような代数曲線を特定するためには,自明な休眠  GL_{1} 乍  \mathcal{O}_{X}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}  :=  (\mathcal{O}_{X}, d, \{\mathcal{O}_{X}^{j}\}_{j=0}^{1})
(cf. (2.1)) の通常性を調べればよい.Cartier 同型より

 Coker(f_{*}(\nabla_{\mathcal{F}}^{ad,1}))=f_{*}(\Omega_{X/S}) , f_{*}
(Coker(\nabla_{\mathcal{F}}^{ad}))=f_{*}(\Omega_{X(1)/S})

であり,これらの等号を介して  \Theta_{\mathcal{O}_{X}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}^{1}  =  f_{*}^{(1)}(C_{X/S}) となることが確かめられる (ただし,

 f^{(1)} は  X^{(1)} の  S 上の構造射,そして  c_{x/s} はCartier作用素  F_{x/S*}(\Omega_{x/s})arrow\Omega_{X(1)/s} を
表す). ここで,古典的に知られる代数曲線の通常性を思い出そう.滑らかな固有代数曲線
 X/S が通常であるとは,  F_{X/S} による引き戻しが定める  S 上の (いわゆる,Vershiebung)
射  Ver_{X}/s :  \mathcal{J}_{X(1)}  arrow \mathcal{J}x (ただし,  \mathcal{J}x,  \mathcal{J}_{X(1)} は各々  X/S,  X^{(1)}/S の相対Jacobi多様体
とする) が不分岐なときをいう.通常代数曲線を分類する  \mathfrak{M}_{g} の部分スタックを  \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{M}_{g} と
おくならば,この  \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{M}_{g} は稠密な開部分スタックになる.また,良く知られているように,
 X/S が通常であることと  f_{*}(C_{X/S}) が単射であることは同値である.したがって以上の議

論から,

(任意の休眠  GL_{1} 乍が通常  \Leftarrow\Rightarrow ) 自明な休眠  GL_{1} 乍  \mathcal{O}_{X}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} が通常  \Leftarrow\Rightarrow  X/S が通常

なる同値が成り立つ.特に,

 \ovalbox{\tt\small REJECT}^{Zzz}\cdots=\ovalbox{\tt\small REJECT}

であり,  \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{1,g}^{Zzz}\ldots は  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{1,g}^{Zzz}\ldots の稠密な開部分スタックとなる.このことから,休眠  GL_{n} 乍
の通常性は古典的に知られる代数曲線の通常性の ( n=1 から  n が一般の場合への) 一般
化であると見做すことができる.

例3.4. §§ 2.3‐2.5では (休眠) 乍を誘導するような様々な代数幾何的対象を紹介し
た.以下の  (i)-(iii) では,それらの対象から誘導される休眠乍が通常であることの特徴付
けを簡単に列挙しよう.ここでは  S={\rm Spec}(k) と仮定する.

(i)  m,  \mathcal{L} 及び  P を§2.3と同様とし,  (m, \mathcal{L}, P) から構成される  GL_{m} 乍  \mathcal{D}_{m,\mathcal{L},P}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} は休眠で
あると仮定しよう.

 \pi_{1}:\mathcal{D}_{X}\otimes \mathcal{L}^{\vee T_{X}/k}\leq(m-1)\otimes(m-1)
\otimes \mathcal{L}^{\vee},  \pi_{2}:\Omega_{X/k\otimes(\mathcal{D}_{X}^{\leq(m-1)\otimes \mathcal{L}^{\vee}
)Coker(\nabla_{m,\mathcal{L},P)}}}
を各々自然な商とすると ,  k 線型射  \Theta_{\mathcal{D}_{m,\mathcal{L},P}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}^{1} は  Q\daggerarrow\pi_{2} ◦   Q\dagger ◦  \pi_{1}|_{Ker(\nabla_{m,\mathcal{L},P})} によっ

て与えられる射

 Hom_{\mathcal{O}_{X}}(T_{X/k}^{\otimes(m-1)\otimes \mathcal{L}^{\vee}},  \Omega_{X/k\otimes(\mathcal{D}_{X}^{\leq(m-1)\otimes \mathcal{L}^{\vee}))}}
 arrow Hom_{\mathcal{O}_{X(1)}}(F_{X/k*}(Ker(\nabla_{m,\mathcal{L},P})), 
F_{X/k*}(Coker(\nabla_{m,\mathcal{L},P})))

と同一視される.ただし,  Ker(\nabla_{m,\mathcal{L},P}) ,  Coker(\nabla_{m,\mathcal{L},P}) の  F_{X/k} による順像には自然
に定まる  \mathcal{O}_{X(1)} 加群の構造を入れているものとする.
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(ii)  \mathcal{L}  (\subseteqq F_{X/k*}(\mathcal{B})) を  X 上の丹後構造としよう.このとき,  \mathcal{L} に付随する休眠  GL_{2} 乍

 F_{X/k}^{*}(\overline{\mathcal{L}})^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} が通常であるための必要十分条件は,  X が通常かつ  k 線型射

 Hom_{\mathcal{O}_{X(1)}}(\mathcal{L}^{\vee}, F_{X/k*}(\Omega_{X/k}))arrow Hom_{
\mathcal{O}_{X(1)}}(\mathcal{L}^{\vee}, \Omega_{X(1)/k})
 \beta

が単射となることである.

 arrow  C_{X/k} ◦  \beta

(iii)  \mathcal{V} を  X^{(1)} 上のレベル  g-1 のFrobenius非安定ベクトル束とする.このとき,  \mathcal{V} に付
随する休眠  GL_{2} 乍  F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} が通常であるための必要十分条件は,  k 線型射

 Ext^{1}(\mathcal{V}, \mathcal{V})arrow Ext^{1}(F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}), 
F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}))(tr,\delta)arrow H^{1}(X, \mathcal{O}_{X})\oplus H^{1}
(X, \mathcal{T}_{X/k})
が単射となることである.ただし,  \delta :  Ext^{1}(F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}), F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}))arrow H^{1}(X, 
\mathcal{T}_{X/k}) は自
然な埋め込み  \mathcal{L}_{\mathcal{V}}\hookrightarrow F_{X/k}^{*}(\mathcal{V}) と商  F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})\ovalbox{\tt\small REJECT} F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})
/\mathcal{L}_{\mathcal{V}} 及び ((2.5) から生じる)
同型  Ext^{1}(\mathcal{L}_{\mathcal{V}}, F_{X/k}^{*}(\mathcal{V})/\mathcal{L}
_{\mathcal{V}})  arrow\sim H^{1}(X, \mathcal{T}_{X/k}) から誘導されるものである.

一般の  n に関しても次の性質を示すことが出来る.

命題3  \cdot 5 (cf. [28], Proposition2.5.1).  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} を  X/S 上の休眠  GL_{n} 乍とする.この
とき,  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} が通常であることの必要十分条件は,  X/S が通常かつ  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} を分類する  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz}
の  S 有理点の像が  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz}\ldots の (  \mathfrak{M}_{g} 上の) 不分岐部分に含まれることである.特に,(§3.1
の最後で述べたことを踏まえると)  \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz}\ldots は  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g}^{Zzz}\ldots の稠密な開部分スタックにより表
現される.

このように然るべきモジュライの不分岐性により特徴付けられるという点において

も,休眠  GL_{n} 乍の通常性は古典的に知られる代数曲線の通常性との類似性を見出すこと
ができる.本稿の残りでは,通常休眠  GL_{n} 乍やそのモジュライに関して [26] や [28] で得
られた結果について紹介しよう.

§4. 通常性と代数曲線の被覆

§4では,休眠  GL_{n} 乍の通常性を代数曲線の通常性の一般化と位置づけたうえで,代
数曲線の通常性について成立する或る 「代数曲線の被覆と通常性との関係性」 の一般化を

考える.

§ 4.1.

「代数曲線  X とそのGalois 被覆  Yarrow X が与えられたとき,  X が満たしている性質
は  Y も同様に満たすのか ?」 という基本的かつ素朴な問いを 「代数曲線の通常性」 なる
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性質で考えてみよう.いま,  X と  Y を  k 上の幾何的連結で滑らかな双曲的 (つまり,種数
が2以上である) 固有代数曲線とし,  \pi :  Yarrow X をGalois 被覆とする.  G をそのGalois 群
とする.この状況のもと,  X と  Y の通常性にはどのような関係があるだろうか.容易に確
かめられるように,  Y が通常であるならば  X も通常となる.実際,  \pi_{*}(\Omega_{Y/k})^{G}=\Omega_{X/k} で
あることから,  Y のCartier 作用  C_{Y/k} による射  \Gamma(Y, C_{Y/k}) :  \Gamma(Y, \Omega_{Y/k})arrow\Gamma(Y, \Omega_{Y(1)/k})
を制限したものとして  \Gamma(X, C_{x/k}) :  \Gamma(X, \Omega_{x/k})  arrow\Gamma(X, \Omega_{X(1)/k}) が得られる.したがっ

て,  \Gamma(Y, C_{Y/k}) が単射 (  \xLeftrightarrow{}Y が通常) ならば  \Gamma(X, C_{X/k}) は単射 (  \xLeftrightarrow{}X が通常) となる.逆
の主張については,S. Nakajima, M. Raynaud による次の結果が知られている.

定理4.1 (cf. [18], Theorem2; [22], Theorem14). 次の2条件を仮定しよう:

 \bullet  X が  \mathfrak{M}_{g} のなかで一般的,すなわち,  g 及び  k のみに依存する (特に,  X には依存し
ない)  \mathfrak{M}_{g} の或る真閉部分スタックが存在して,  X はその外部の点により分類される ;

 \bullet  G はアーベル群,もしくは二つのAbel 群の中心拡大であり (♯  (G),  g! )  =  1 を満たす
もの.

このとき,  X が通常ならば  Y も通常となる.

§ 4.2.

上の結果は休眠  GL_{1} 乍の通常性に関するものであった (cf. 例3.3). では一般の  n

に対する休眠  GL_{n} 乍についてはどうだろうか.  X,  Y 及び  \pi を上と同様とし,さらに
 \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}  :=(\mathcal{F}, \nabla_{\mathcal{F}}, \{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{n}) を  X/k 上の休眠  GL_{n} 乍とする.  \nabla_{\mathcal{F}},  \{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{n} を  \pi で引き戻す

ことにより,  \pi^{*}(\mathcal{F}) 上の  k 接続  \nabla_{\pi^{*}(\mathcal{F})} 及びフィルトレーション  \{\pi^{*}(\mathcal{F}^{j})\}_{j=0}^{n} を得る.  \pi

がエタールであることから,データ

 \pi^{*}(\mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}):=(\pi^{*}(\mathcal{F}), 
\nabla_{\pi^{*}(\mathcal{F})}, \{\pi^{*}(\mathcal{F}^{j})\}_{j=0}^{n})

は  Y 上の休眠  GL_{n} 乍になることが確かめられる.このとき,  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} の通常性と  \pi* (  \mathcal{F}♡) の通
常性はどのような関係にあるのだろうか.以下の主張はその答えを提示するものであり,
 G が或る制限のもとで定理4.1の一般化になっている.

定理4.2 (cf. [28], TheoremA and Theorem B).  X,  Y,  \pi,  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} を上と同様とする.

(i)  \pi* (  \mathcal{F}♡) が通常ならば  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} も通常となる.

(ii) 次の2条件を仮定しよう:

 \bullet  X は  \mathfrak{M}_{g} のなかで一般的;

 \bullet  G はアーベル群であり   p\nmid ♯ (G) を満たす.

このとき,  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} が通常ならば  \pi* (  \mathcal{F}♡) も通常となる.
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この定理の証明には,定理4.1の証明の際と同様に代数曲線の退化の手法を用いる (状
況はより複雑になる). 実際,( [30] で紹介したように) 休眠乍や休眠乍の通常性の定義を
点付き安定曲線上へと拡張し,下部代数曲線の退化もしくは各既約成分へ休眠乍を分解す
る操作と 「通常である」 という性質が可換であることを調べる.これにより,より単純な
代数曲線の間のGalois 被覆と通常性との関係を調べることに証明が帰着される.

§5. 休眠  GL_{2} 乍を分類するモジュライのシンプレクティック構造

最後の節であるこの§5では,(通常休眠)  GL_{2} 乍のモジュライスタック上定義される
標準的なシンプレクティック構造 (  = 非退化な閉2次形式) に関する結果を述べる.これは
S. Kawai, P. Arès‐Gastesi‐I. Biswas, B. Loustau らにより [1], [2], [14], [15] で得られ
た(  \mathbb{C} 上の) 射影構造のモジュライ空間に関する結果の正標数類似と呼ぶべきものである.

§ 5.1.

まずは,関連する  \mathbb{C} 上の話を思い出そう.  \Sigma を向き付け可能で連結な種数  g  (>1) の
位相閉曲面とする.  \mathfrak{T} を  \Sigma のTeichmüller 空間,すなわち次で定義される商空間とする:

 \mathfrak{T}:=\mathfrak{C}\mathfrak{o}\mathfrak{n}\mathfrak{f}(\Sigma)/Diff^{0}
(\Sigma) ,

ただし,  \mathfrak{C}\mathfrak{o}\mathfrak{n}\mathfrak{f}(\Sigma) は  \Sigma の向きと可換な  \Sigma 上の共形構造の空間,そして Diff0 (  \Sigma ) を  \Sigma の微分
自己同相写像で  \Sigma の恒等写像とホモトピックなもの全体のなす群とする.また,  \mathfrak{P}\mathfrak{r}\mathfrak{o}\mathfrak{j}(\Sigma)
を  \Sigma 上の射影構造の空間として,

 \mathfrak{S}:=\mathfrak{P}\mathfrak{r}\mathfrak{o}\mathfrak{j}(\Sigma)/Diff^{0}
(\Sigma)

とおく .  \mathfrak{T},  \mathfrak{S} はそれぞれ  3g-3 次元,  6g-6 次元複素多様体の構造を持つ.さらに,2つ
の  6g-6 次元複素多様体  T^{\vee}\mathfrak{T} (  :=\mathfrak{T} の余接ベクトル束の全空間) 及び  \mathfrak{S} 上には標準的な
構成によるシンプレクティック構造  \omega_{0}^{can},  \omega_{0}^{PGL} が各々存在する (以下の §5.3, §5.2でそ
れぞれ言及されるシンプレクティック構造の構成を参照のこと). ここで,射影  \mathfrak{S}arrow \mathfrak{T} の
  c\infty 級大域切断

unif :  \mathfrak{T}arrow \mathfrak{S}

を,L. Bers により [4] で与えられた切断もしくはC. J. Earle により [9] で与えられた切断
としよう.つまり,この切断は各点  q\in \mathfrak{T} が分類する (マーキングが与えられた) Riemann
面  X に対して然るべき方法で特定された特別な  X 上の射影構造  [\mathfrak{U}_{X}] を割り当てている.

特に,  \mathfrak{T} は  X とその上の然るべき特別な射影構造 (即ち,  [\mathfrak{U}_{X}] ) の組全てのなす  \mathfrak{S} の部分
空間 (そして unif をその埋め込み射) と見做せる.  \mathfrak{S} が持つ  \mathfrak{T} 上相対アフィン空間の構造
(cf. §5.3) を考慮すると,その特別な部分空間  \mathfrak{T}(\subseteqq \mathcal{S}) の埋め込み射 unif は微分同相写像
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 \Psi_{0}:T^{\vee}\mathfrak{T}arrow\sim \mathfrak{S}

へと自然に拡張される.(つまり,  \Psi_{0} の零切断  \mathfrak{T}\hookrightarrow T^{\vee}\mathfrak{T} への制限が unif と一致する.) こ
の  \Psi_{0} に関して次の主張が知られている.

定理5.1 (cf. [1], Theorem1.1; [14], Theorem; [15], Theorem6.10).  \Psi_{0} はシン
プレクティック構造を (定数倍の差を除いて) 保存する.すなわち,

 \Psi_{0}^{*}(\omega_{0}^{PGL})=\sqrt{}-1\cdot\omega_{0}^{can}

が成り立つ6.

§ 5.2.

以下では,上で述べた定理5.1の正標数類似について考えよう.はじめに,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g} 上
に定義される自然なシンプレクティック構造  \omega_{p}^{PGL} を思い出そう.  S を  k 概型,  X を  S 上
の幾何的連結で滑らかな種数  g(>1) 固有代数曲線,そして  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}  :=(\mathcal{F}, \nabla_{\mathcal{F}}, \{\mathcal{F}^{j}\}_{j=0}^{2}) を
 X/S 上の  GL_{2} 乍とする.

 \mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{0} :=\{h\in \mathcal{E}nd(\mathcal{F}) |tr(h)=0\}
(\subseteqq \mathcal{E}nd(\mathcal{F}))

とおこう.  \mathcal{E}nd(\mathcal{F}) での  S 接続  \nabla_{\mathcal{F}}^{ad} を制限することにより  \mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{0} 上の接続

 \nabla_{\mathcal{F}}^{0,ad}:\mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{0}arrow\Omega_{X/S}
\otimes \mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{0}

を得る.  \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2} 上の Killing 形式  \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}\cross \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}arrow k により誘導される  \mathcal{O}_{X} 線型射

 \kappa:\mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{0}\otimes \mathcal{E}nd(\mathcal{F})^{0}
arrow \mathcal{O}_{X}

はそれぞれの  S 接続  \nabla_{\mathcal{F}}^{0,ad}\otimes\nabla_{\mathcal{F}}^{0,ad},  d と可換である.次のような合成射を考えよう:

(5.1)  \mathbb{R}^{1}f_{*}(\mathcal{K}^{\bullet}[\nabla_{\mathcal{F}}^{0,ad}])\otimes 
\mathbb{R}^{1}f_{*}(\mathcal{K}^{\bullet}[\nabla_{\mathcal{F}}^{0,ad}])arrow 
\mathbb{R}^{2}f_{*}(\mathcal{K}^{\bullet}[\nabla_{\mathcal{F}}^{0,ad}
\otimes\nabla_{\mathcal{F}}^{0,ad}])
 arrow \mathbb{R}^{2}f_{*}(\mathcal{K}^{\bullet}[d])

 arrow\sim \mathbb{R}^{1}f_{*}(\Omega_{X/S})
 arrow\sim \mathcal{O}_{S},

ただし,層の間の射  \nabla :  \mathcal{G}arrow \mathcal{H} に対して  \mathcal{K}^{\bullet}[\nabla] は  \nabla に対応する (次数  0 , 1以外は  0 と
なる) 複体を表し (特に  \mathcal{K}^{0}  :=\mathcal{G},  \mathcal{K}^{1}  :=\mathcal{H} ), (5.1) の最初の射はコホモロジーのカップ積,
2番目の射は  \kappa により誘導されるものである.この (5.1) は  \mathbb{R}^{1}f_{*}(\mathcal{K}^{\bullet}[\nabla_{\mathcal{F}}^{0,ad}]) 上の歪対称
 \mathcal{O}_{S} 双線型射を定める.  \mathbb{R}^{1}f_{*}(\mathcal{K}^{\bullet}[\nabla_{\mathcal{F}}^{0,ad}]) は  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g} における接ベクトル束を  (X/S, \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}) を

 6_{\omega}PGL に関する定義は [15] に従った.[14] ではこの等式は  \Psi_{0}^{*}(\omega_{0}^{PGL})=\pi\cdot\omega_{0}^{can} と表されている.
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分類する  S 有理点へ制限した  \mathcal{O}_{S} 加群と標準的に同型であることに注意しよう.あらゆる

 GL_{2} 乍  \mathcal{F}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} においてこのような双線型射 (5.1) を考えることにより,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g} 上に2形式

 \omega_{p}^{PGL} \in \Gamma(\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}, \wedge^{2}
\Omega_{\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}/k})
が与えられるが,これは  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g} 上のシンプレクティック構造 (すなわち,  \omega_{p}^{PGL} は非退化閉
2次形式) となることが確かめられる (cf. [26], Proposition4.2.2).

§ 5.3.

一方,  \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}\ldots の余接ベクトル束の全空間   T^{\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}\ldots には (普遍1形式を微分して
得られる) 標準的なシンプレクティック構造

 \omega_{p}^{can}\in\Gamma(T^{\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathfrak{O}
\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}\ldots, \wedge^{2}\Omega_{\tau\vee\ovalbox{\tt\small 
REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}/k})
が存在する.このようにして  T^{\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2}^{Zzz}g\ldots,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}2,g 上にそれぞれシンプレクティック構造を

構成したが,これらの間には一体どのような関係があるのだろうか.
§ 5. 1で議論した  \mathbb{C} 上の話では,特別な射影構造を分類する  \mathfrak{S} の部分空間として  \mathfrak{T}

(  =  {\rm Im} (unif)) に注目した.今の議論においては,  \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2}^{z_{z}},gz  \hookrightarrow  \mathfrak{O}\mathfrak{p}2,g を考えるべき特
別な部分空間としよう.   T^{\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2}^{Zzz}g\ldots は変形理論の一般論から,  \mathbb{R}^{1}f*(\mathcal{T}_{\mathfrak{C}_{g}/\mathfrak{M}_{g}})^{\vee}
|_{\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2}^{z_{zz}}},g\ldots
 (\cong f*(\Omega_{\mathfrak{C}_{g/\mathfrak{M}_{g}}}^{\otimes 2})
|_{\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2}^{z_{zz}}},g\ldots) を随伴ベクトル束とする  \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2}^{z_{zz}},g\ldots 上の 「自明な」 相対アフィン

空間となる.一方,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}2,g は (§ 3. 1の最後で述べたように)  f_{*}(\Omega_{\mathfrak{C}_{g/\mathfrak{M}_{g}}}^{\otimes 2}) を随伴ベク トル

束とする  \mathfrak{M}_{g} 上の相対アフィン空間となる.したがって,埋め込み  \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2}^{z_{z}},gz  arrow  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g} は
 (^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2}^{z_{z}},gz と  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{n,g} が持つアフィン空間の構造と可換になるような)  \mathfrak{M}_{g} 上の射

(5.2)  \Psi_{p}:T^{\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}
\ldotsarrow \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}

を誘導する.(再び § 3.1の最後で述べたことから) この射は  (k 上の滑らかで既約な  6g-6

次元Deligne‐Mumford スタックの間の) 支配的準有限エタール射である.特に,  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g} 上
のシンプレクティック構造  \omega_{p}^{PGL} を  \Psi_{p} で引き戻すことができ,   T^{\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}\ldots 上にもう一つ
のシンプレクティック構造  \Psi_{p}^{*}(\omega_{p}^{PGL}) を得る.  \omega_{p}^{can} と  \Psi_{p}^{*}(\omega_{p}^{PGL}) は全く異なる構成により

与えられた   T^{\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}\ldots 上の (一見して互いに異なる) シンプレクティック構造である.し
かし,定理5.1の正標数類似と呼ぶべきものとして以下の定理を示すことができる.

定理5.2 (cf. [26], Theorem A).  \Psi_{p} はシンプレクティック構造を保存する.すな
わち,

 \Psi^{*}(\omega_{p}^{PGL})=\omega_{p}^{can}

が成り立つ.
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§ 5.4.

最後にこの定理5.2の応用を一つ挙げて本稿を終えることにしよう.以下では,「与
えられたシンプレクティック構造に対して,その上の (つまり然るべき意味で可換な) 変
形量子化が存在するか」 という古典的な問題に関するものである.定理5.2を適用するこ

とにより,具体的に把握することの難しい  \omega_{p}^{PGL} の上に正標数 (非可換) 代数幾何学的観点
でとても良い変形量子化を構成することができるという事実を紹介する.

 X を  k 上の滑らかな概型 (もしくはより一般にDeligne‐Mumford スタック),  \omega を  X 上
のシンプレクティック構造とする.  \omega は  \mathcal{T}_{X/k} 上の非退化なペアリング  \mathcal{T}_{X/k}\otimes \mathcal{T}_{X/k}arrow \mathcal{O}_{X}
に対応し,したがってこれは同型  (\mathcal{T}_{X/k}^{\vee}=)  \Omega_{X/k}arrow\sim \mathcal{T}_{X/k} を与える.この同型を介して  \omega

は  \Omega_{X/k} 上の (非退化な) ペアリング  \omega^{-1} :  \Omega_{X/k}  \cross\Omega_{X/k}arrow \mathcal{O}_{X} , さらには歪対称  k 双線
型射

 \{-, -\}_{\omega}:\mathcal{O}_{X}\cross \mathcal{O}_{X}arrow \mathcal{O}_{X}

 (f, g)  arrow\omega^{-1}  (df,  dg)

を定める (  \omega が閉形式であることにより  \{-,  -\}_{\omega} はPoisson ブラケッ トになる).

定義5  \cdot 3 (cf. [5], Definition3  \cdot 3; [6], Definition1.4).

(i)  (\mathcal{O}_{X}^{\hslash}, \tau) を次のようなものからなる組とする:

 \bullet  \mathcal{O}_{X}^{\hslash} は  \hslash 進位相に関して完備な  X 上の平坦  k[[\hslash]] 代数のZariski 層;
 \bullet  \tau は  k 代数の層の同型射  \mathcal{O}_{X}^{\hslash}/\hslash\cdot \mathcal{O}_{X}^{\hslash}arrow\sim 
\mathcal{O}_{x}.

 \mathcal{O}_{X}^{\hslash} の交換子が mod  \hslash^{2}  \cdot  \mathcal{O}_{X}^{\hslash} において  \hslash  \cdot  \{-, -\}_{\omega} と (  \tau を介して) 一致するとき,
 (\mathcal{O}_{X}^{\hslash}, \tau) を  \omega の変形量子化7と呼ぶ.

(ii)  \omega のFrobenius 定数変形量子化とは次のような三つ組  (\mathcal{O}_{X}^{\hslash}, \tau, s) のことと定義する:

 \bullet  (\mathcal{O}_{X}^{\hslash}, \tau) は  \omega の変形量子化;
 \bullet  s は  k 代数の層の射  \mathcal{O}_{X(1)}  arrow \mathcal{Z}^{\hslash} (ただし,  \mathcal{Z}^{\hslash} は  F_{x/k*}(\mathcal{O}_{X}^{\hslash}) の中心を表す) で

あり,合成射

 \mathcal{O}_{X(1)}arrow s\mathcal{Z}^{\hslash}\hookrightarrow 
F_{X/k*(\mathcal{O}_{X}^{\hslash})F_{X/k*}(\mathcal{O}_{X/\hslash\cdot 
\mathcal{O}_{X}^{\hslash})}^{\hslash}}F_{x/arrow}k*(\tau)F_{X/k*}(\mathcal{O}
_{X})
が  F_{X/k}^{*} :  \mathcal{O}_{X(1)}arrow F_{X/k*}(\mathcal{O}_{X}) と一致するもの.

例えば,  T^{\vee}X 上の (普遍1形式を微分して得られる) シンプレクティック構造  \omega_{X}^{can} (cf.
§5.3) に対し,標準的なFrobenius 定数変形量子化を構成することができる.§2.3で導入
した  \mathcal{D}_{X} に形式的パラメータ  \hslash を含めた  \mathcal{D}_{X}^{\hslash} を次のように定義しよう:  \mathcal{D}_{X}^{\hslash} は  \mathcal{O}_{X} 及び

 \mathcal{T}_{X/k} により生成される (非可換)  k 代数の層であり,§ 2.3で述べた関係式 (a) 及び

7もしくはシンプレクティック多様体  (X, \omega) の変形量子化ともいう.
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 (b)_{\hslash}  \xi_{1}*\xi_{2}-\xi_{2}*\xi_{1}=\hslash\cdot[\xi_{1}, \xi_{2}],  \xi_{1}*f_{1}-f_{1}*\xi_{1}=\hslash\cdot\xi_{1}(f_{1})

なる関係式を満たすものとする.  \pi を射影  T^{\vee}Xarrow X,  \pi^{(1)} :  (T^{\vee}X)^{(1)}  arrow X^{(1)} を  \pi に

より誘導される  k 上Frobenius 捻り  (T^{\vee}X)^{(1)},  X^{(1)} の間の射とする.  \mathcal{D}_{X}^{\hslash} は自然な同型
 \tau :  \mathcal{D}_{X}^{\hslash}/\hslash  \cdot  \mathcal{D}_{X}^{\hslash}  arrow\sim  \pi_{*}(\mathcal{O}_{\tau\vee x}) を持ち,さらに  h^{p}  arrow  h^{p},  \xi^{p}  arrow  \xi^{p}-h^{p-1}\xi^{[p]}  (h  \in  \mathcal{O}_{x},

 \xi  \in  \mathcal{T}_{x/k}) で定まる射  s :  \pi_{*}^{(1)}(\mathcal{O}_{(\tau\vee x)(1)})  arrow  Z(\mathcal{D}_{X}^{\hslash}) が存在する (ただし,  Z(\mathcal{D}_{X}^{\hslash}) は
 F_{X/k*}(\mathcal{D}_{X}^{\hslash}) の中心を表す). このとき,3つ組  (\mathcal{D}_{X}^{\hslash}, \tau, s) は然るべき自然な仕方により,シ
ンプレクティック構造  \omega_{X}^{can} 上のFrobenius 定数変形量子化と見做せる (cf. [5], Proposition
3.5). 特に,   X=\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}\ldots の場合を考えることにより,   T^{\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}\ldots 上のシンプレクティッ
ク構造  \omega_{p}^{can} には標準的に Frobenius定数変形量子化が与えられる.したがって,定理5.2
を適用することにより次の系を得る:

系5.4 (cf. [26], Corollary6.2.1).  \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g} 上のシンプレクティック構造  \omega_{p}^{PGL} は,或
る支配的準有限エタール射 (具体的には  \Psi_{p} :  T^{\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g}^{Zzz}
\ldotsarrow \mathfrak{O}\mathfrak{p}_{2,g} ) で引き戻すことによ

り Frobenius 定数変形量子化を持つ.
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