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対角的3次曲面の Chow 群の明示的生成元の構成について

(On construction of explicit generators of the Chow
group of diagonal cubic surfaces)

By

山本健人 (Kento YamamotO)

Abstract

In this paper, we give a brief description of an explicit construction of generators of the
degree-zero part of the Chow group of zero-cycles on some diagonal cubic surfaces over 3-adic
fields. An important point is to check that such cycles are linearly independent by using the
Hilbert symbol.

§1. 序

本稿は3進体上の対角的3次曲面のゼロサイクルのなすChow 群の生成元に関して

の結果 [11] の概要である.
代数多様体のChow 群は数論幾何において大切な不変量のひとつである.例えば有

限次代数体  K の整数環のスペク トラムのゼロサイクルのなすChow 群は  K のイデアル

類群であるように,Chow 群はイデアル類群の一般化とみなせて数論的に重要である.ま
た,マニンによって導入されたブラウアー ・ マニンペアリング ([6]) にも登場する対象で
あり,同じく重要な不変量のひとつであるブラウアー群の性質の研究にも深く関係してい
る.このような代数多様体のチャウ群に対する基本的な問題意識のひとつとして,構造や
具体的な生成元を求める事が挙げられる.本稿では,3進体上の対角的3次曲面と呼ばれ
る代数多様体の族に対してゼロサイクルのなすChow 群の構造と生成元について得られ

た結果を紹介する.  p 進体上の対角的3次曲面のゼロサイクルのなすChow 群については

[3], [8], [10] などで詳しく研究されている.これらの文献ではChow群の構造を決定する
主な計算方法として多様体のヘンゼル局所環のミルナー  K 群のシンボル計算を行ってい
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る.今回紹介する主結果の証明では,基礎体のヒルベルト記号を計算する方法を用いた.

§2. 主結果の紹介

以下  k はすべて3進体とし,  \zeta_{3} を1の原始3乗根とする.本稿の主役である  k 上の対
角的3次曲面  X(\subset \mathbb{P}_{k}^{3}) を以下のように定義する:

 X:T_{0}^{3}+aT_{1}^{3}+bT_{2}^{3}+cT_{3}^{3}=0, a, b, c\in 
k^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}.

 k(X) を  X の関数体,  Br(X) を  X のブラウアー群とする.  CH_{0}(X) で  X 上のゼロサイ
クルのなすChow 群を表すものとし,  A_{0}(X) を次数写像  \deg :  CH_{0}(X)  arrow  \mathbb{Z} の核とす
る.ここで  X の定義方程式において係数  a,  b,  c がすべて  k^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} の3乗元になっているときは

 A_{0}(X)  =0 となっているので,以下  a,  b,  c のいずれかが  k^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} の3乗元でない場合を考える
ことにする.

定理2.1 ([8]).  a=b=1,   c\not\in  (k)^{3} とする.  \zeta_{3}  \in k かつ  ord_{k}(c)\equiv 1  (mod 3) の
とき,

 A_{0}(X)\cong(\mathbb{Z}/3\mathbb{Z})^{\oplus 2}

この構造定理から,本稿では次の問題を考える.

問題 :上の定理2.1の仮定の下,  A_{0}(X) の生成元はどのようになっているか?

この問題に関して以下の主結果を得た.まず主結果を述べる為に必要な記号の準備を

する.  k の素元  \pi と1の原始3乗根  \zeta_{3} を固定し,  \zeta_{3}\in k と仮定する.  e で  k の絶対分岐指
数を表すとし,  e'=3e/2 とする (仮定  \zeta_{3}\in k から  e' は整数). さらに  \delta=(1-\zeta_{3})\pi^{-e/2} か
つϵ  =3\pi^{-e} とする.これらは単数である.  L を  k 上3次不分岐拡大体とする (これは同型
を除いて一意的に定まる).  \mathscr{O}_{L} で  L の付値環,  \mathbb{F}_{k},  \mathbb{F}_{L} でそれぞれ  k,  L の剰余体を表すも
のとする.

定理2.2 ([11]).  \zeta_{3}\in k とする.  X を  k 上の対角的3次曲面  T_{0}^{3}+T_{1}^{3}+T_{2}^{3}+cT_{3}^{3}=0,
 ord_{k}(c)  \equiv 1  (mod 3) とする.ϕ:  X_{L}arrow X を自然な写像とする.以下の  X_{L} 上の L-値点
を考える :

 P_{\zeta_{3}}= (1 : \pi^{e}u : -\sqrt[3]{}1+\pi^{3e}u^{3}:0)
 Q_{l}= (1:\pi^{e/2}\delta\sqrt[3]{1+\pi^{e'}w_{l}}:-\sqrt[3]{1+\pi^{e'}
\delta^{3}(1+\pi^{e'}w_{l})}:0) (l=1,2) .

ここで  u は  \mathscr{O}_{L} の元で  Tr_{\mathbb{F}_{L}/\mathbb{F}_{3}}((1-\zeta_{3})^{-3}\pi^{e'}\delta u)=2,  w_{l}  (l=1,2) は  \mathscr{O}_{k} の元で,

 ord_{k}(c)Tr_{\mathbb{F}_{k}/\mathbb{F}_{3}}((1-\zeta_{3})^{-3}\pi^{e'}w_{l})-[
\mathbb{F}_{k} :\mathbb{F}_{3}]\equiv l  mod 3 を満たすものとする.

このとき,  A_{0}(X) は以下の2つの線形独立なゼロサイクルによって生成される :
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 C_{1}= ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT} [Q2]—ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT} [P \zeta3], C2  = ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT} [Q1]—ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT} [P \zeta3].

補足: (1) ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT} は ϕ によるサイクルの押し出しを表す.
(2) 上の L-値点に出てくる3乗根  \sqrt[3]{1+\pi^{3e}u^{3}} はヘンゼルの補題から  L の元である.
(3) 定理2.2は定理2.1の別証明にもなっている.

上の結果は  k が1の原始3乗根を含んでいるという仮定があったが、この仮定がな

い場合には以下の結果が得られた.

定理2.3 ([11]).  k は1の原始3乗根  \zeta_{3} を含んでいないとし,  ord_{k}(c)\equiv 1 mod3
とする.  X は  k 上の対角的3次曲面

 T_{0}^{3}+T_{1}^{3}+T_{2}^{3}+cT_{3}^{3}=0

とする.  M=k(\zeta_{3}) かつ  q :  X_{M}arrow X とする.このとき  A_{0}(X) は非自明なゼロサイクル

 q_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}C'

で生成される.ここで

 C'=\Cyrillic_Xa\ovalbox{\tt\small REJECT} [  Q2]—ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT}  [P_{\zeta_{3}}]

とする.ここでQ2,  P_{\zeta_{3}} は定理2.2の点とする.但し,  \delta,  e,  u はそれぞれ  M 上定義された
ものとする.さらにこのことから,  A_{0}(X)\cong \mathbb{Z}/3\mathbb{Z} となる.

§ 3. 証明の概略

この節では,定理2.2の証明の概略と定理2.3の証明を紹介する.証明の基本的方針
は,マニンによって導入されたブラウアー・マニンペアリング ([6])

⟨ , ⟩ :  A_{0}(X)\cross Br(X)/Br(k)arrow \mathbb{Q}/\mathbb{Z}

をヒルベルト記号を用いて具体的に計算して非自明なゼロサイクルを明示的に構成するこ
とである.

ここで  Br(X)/Br(k)=Br(X)/{\rm Im}(Br(k)arrow Br(X)) とする.

定理1.2の証明の概略: 3つのステップに分けて説明する.

ステップ1: ブラウアー ・ マニンペアリングから誘導される準同型写像

 \Phi_{X} :  A_{0}(X)arrow Hom(Br(X)/Br(k), \mathbb{Q}/\mathbb{Z})

がある.今考えている対角的3次曲面は幾何学的有理曲面であることから,  \Phi_{X} が単射になる
ことが分かる ([1] Prop.5, Prop.7). さらに右辺の群  Hom(Br(X)/Br(k), \mathbb{Q}/\mathbb{Z}) は  (\mathbb{Z}/3\mathbb{Z})^{\oplus 2}
に同型でブラウアー群  Br(X)/Br(k) の生成元が  e_{1}  =\{c, f_{1}\}_{\zeta_{3}},  e_{2}=\{c, f_{2}\}_{\zeta_{3}}(\in Br(X))
であることが分かっている ([2] Prop.  1,[5] Example 45.3). ここで,

 f_{1}:= \frac{T_{0}+\zeta_{3}T_{1}}{T_{0}+T_{1}},  f_{2}:= \frac{T_{0}+T_{2}}{T_{0}+T_{1}}
と定義し,記号  \{a, b\}_{\zeta_{3}} は
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 3Br(k(X))arrow\cong H^{2}(k(X), \mu_{3}^{\otimes 2}) ;  xarrow x\otimes\zeta_{3}.

による  \{a, b\}  \in  H^{2}(k(X), \mu_{3}^{\otimes 2}) の逆像を表すものとする  (Br(X) が  Br(k(X)) の部分群

とみなせることに注意せよ). このことから  A_{0}(X) のゼロサイクル  C_{1},  C_{2} で,  \Phi_{X}(C_{1})
と  \Phi_{X}(C_{1}) が線形独立となるようなものが構成できれば  \Phi_{X} は全射となり,  A_{0}(X)  \cong

 (\mathbb{Z}/3\mathbb{Z})^{\oplus 2} で生成元が  C_{1},  C_{2} となる.

ステップ2: ステップ 1で述べた  C_{1},  C_{2} を構成する.

以下の条件  (\ovalbox{\tt\small REJECT}) を満たす  X_{L} 上のゼロサイクル  C_{1}',  C_{2}' を考える.

 () \det M(C_{1}, C_{2}')\neq 0.

ここで  M(C_{1}, C_{2}') は,

 M(C_{1}, C_{2}'):= (\begin{array}{llll}
\ovalbox{\tt\small REJECT} C_{1}'   e_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{X_{L}}   
\ovalbox{\tt\small REJECT} C_{1}'   e_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{X_{L}}
\ovalbox{\tt\small REJECT} C_{2}'   e_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{X_{L}}   
\ovalbox{\tt\small REJECT} C_{2}'   e_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{X_{L}}
\end{array})
このとき  C_{1}',  C_{2}' は線形独立であり,以下の補題から  C_{1}  := ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT} C1’,  C_{2}  := ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT} C2’ が線形独立
であることがわかる.

補題3.1 ( ブラウアー ・ マニンペアリングの射影公式). ϕ:  Y  arrow  X を  k 上のス
キームの固有射とする.このとき  C  \in  CH_{0}(Y) と  \omega  \in  Br(X) に対して,⟨ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT} C,  \omega\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x}  =

⟨C, ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT}\omega ⟩Y が成り立つ.

ステップ3: ステップ2で述べた条件  (\ovalbox{\tt\small REJECT}) を満たすようなサイクル  C_{1}' と  C_{2}' を構成する.

 C_{1}':=[Q_{2}]-[P_{\zeta_{3}}], C_{2}':=[Q_{1}]-[P_{\zeta_{3}}]

とする.ここで  P_{\zeta_{3}} , Ql  (l=1,2) は,定理2.2で紹介した L-値点である.全ての点の構成
に関する計算は紹介しきれないので,  P_{\zeta_{3}} のみ述べる (他の点の構成や詳しい計算は [11]
参照). さらにこの  C_{1}',C_{2}' が条件  (\ovalbox{\tt\small REJECT}) を満たしているかを確認する.計算のために以下の
補題が必要になる.

補題3.2.  f_{i}(P)\neq 0 となる  X の閉点  P に対して,

 \zeta_{3}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}[P]} ’  e_{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}=(c, f_{i}(P))_{k(P)}  (i=1,2) .

ここで右辺は  mod 3のヒルベルト記号,  k(P) は  P での剰余体を表す.さらに  e_{i}  =

 \{c, f_{i}\}_{\zeta_{3}}\in Br(X)(i=1,2) とおいた.

 P_{\zeta_{3}} の構成 :  P_{\zeta_{3}} は  X(L) の元であることは容易に分かる.また,  f_{1}(P_{\zeta_{3}})= \frac{1+\zeta_{3}\pi^{e}u}{1+\pi^{e}u} で
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あるから,ヒルベルト記号の値は,

 (c, f_{1}(P_{\zeta_{3}}))_{L}= (c, 1+( \zeta_{3}-1)\frac{\pi^{e}u}{1+\pi^{e}u})
_{L}
 = (c, 1- \pi^{e/2}\delta\frac{\pi^{e}u}{1+\pi^{e}u})_{L}
 = (c, 1- \pi^{e'}\frac{\delta u}{1+\pi^{e}u})_{L}
 =\zeta_{3}^{-Tr_{\mathbb{F}_{L}}/\mathbb{F}_{3}((1-\zeta_{3})^{-3}\pi^{e\prime}
\delta u)}
 =\zeta_{3}.

となる.4つ目の等号は明示的相互法則 (詳細は [7] の 「ガロアコホモロジー」 の稿 p.16–
p.17, 及び [9] p.237, Proposition 6, Exercices 3を参照) を用いた.5つ目の等号は  u が
 \mathscr{O}_{L} の元で,

 Tr_{\mathbb{F}_{L/\mathbb{F}_{3}}}((1-\zeta_{3})^{-3}\pi^{e'}\delta u)=2

となることを用いた.以下,整数  0  \leqq  q  \leqq  2 を  (c, f_{2}(P_{\zeta_{3}}))_{L}  =  \zeta_{3}^{q} を満たすものとする.
 Q_{l}  (l=1,2) は

 (c, f_{1}(Q_{l}))_{L}=1, (c, f_{2}(Q_{l}))_{L}=\zeta_{3}^{l} (l=1,2)

を満たす点である.(構成の詳細は [11] 参照)
条件  (\ovalbox{\tt\small REJECT}) のチェック : 上の  C_{1}',C_{2}' が条件  (\ovalbox{\tt\small REJECT}) を満たすことを確認する.  M(C_{1}, C_{2}') は補題

3.2を使って計算すると,

 M(C_{1}, C_{2}')= (\begin{array}{lll}
2   2-   q
2   1-   q
\end{array})
となる.これから  q に依らず  \det M(C_{1}, C_{2}')=-2\neq 0 がわかる.従って,  C_{1}  = ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT} [Q2]‐

ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT}  [P_{\zeta_{3}}],C_{2}  = ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT} [Q1] —ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT}  [P_{\zeta_{3}}] が線形独立であることが示された.

定理2.3の証明 : 定理2.2の証明と同様に,ブラウアー ・ マニンペアリングから誘導
される準同型  \Phi_{x} :  A_{0}(X)  arrow Hom(Br(X)/Br(k), \mathbb{Q}/\mathbb{Z}) の単射性と右辺の群が  \mathbb{Z}/3\mathbb{Z} に

同型であることから  A_{0}(X)  \subseteqq  \mathbb{Z}/3\mathbb{Z} が分かる.このときブラウアー群  Br(X)/Br(k) の

生成元は  cor_{X_{M}}/x (e1) である ([4] Prop.2.1, [8] Prop.4.2.6). ここで  cor_{X_{M}}/x は余制限
写像  Br(X_{M})arrow Br(X) を表すものとする.よって,  A_{0}(X) の元でこの生成元とのブラウ
アー ・ マニンペアリングが非自明なものを構成すればそれが求める生成元となっている.

 A_{0}(X_{M}) の元  C' で  C',  e_{1}x_{M}  \neq 0 なるものが定理2.2から構成できることが分かってい

る.このゼロサイクルを使って以下のペアリングが計算ができる.

 \ovalbox{\tt\small REJECT} q_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}C', cor_{x_{M/X}}
(e_{1})\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x=}\ovalbox{\tt\small REJECT} C', q^{\ovalbox
{\tt\small REJECT}}q_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(e_{1})\ovalbox{\tt\small 
REJECT}_{X_{M}}
 =\ovalbox{\tt\small REJECT} C', (1+\sigma)e_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}
_{X_{M}}
 = 2⟨  C’,  e_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{X_{M}} (∵  \sigma(e_{1})=e_{1} ).
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ここで  \sigma は  Gal(M/k) の生成元を表す.最初の等号は射影公式である  (\sigma(e_{1})=e_{1} の詳細

は [4] Prop.2.1, [8] Prop.4.2.6を参照せよ). 以上から,  q_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}C' が求めるゼロサイクルであ
る.よって  C'=\Cyrillic_Xa\ovalbox{\tt\small REJECT} [Q2] —ϕ  \ovalbox{\tt\small REJECT}  [P_{\zeta_{3}}] と取れば良い.
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