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安定結婚問題に対する最適解付き例題生成の困難性

松山 祐貴 ∗ 宮崎 修一 †

1 はじめに

男女が n 人ずつおり，各人が異性に対する希望順位

をつけたリストを持っている。そのリストを元に男女

のペアを作る際、「互いに現在マッチしている相手より

も上位である」ペアが存在しないような組み合わせを安

定マッチングという。安定マッチングを求める問題は

安定結婚問題 [1]と呼ばれ、盛んに研究されている。ま

た、安定結婚問題は研修医の病院配属や大学の研究室配

属等に利用されている。

安定マッチングは一般に複数存在する。希望リスト

がタイ (同順位) を含まない完全リストの場合 (SM)、

タイを含む完全リストの場合 (SMT)、タイを含まない

不完全リストの場合 (SMI)は、安定マッチングのペア

数 (サイズと呼ぶ)はすべて等しく [2,13,14]、ある一つ

の安定マッチングを Gale-Shapleyアルゴリズム [1]を

用いて多項式時間で求めることができる [4]。したがっ

て、この三つの問題において、最大サイズの安定マッチ

ングを求めることは容易である。

しかし、希望リストがタイを含む不完全リストの場合

(SMTI)、複数存在する安定マッチングはサイズが等し

いとは限らない。そのため、安定マッチングは多項式時

間で求められるものの、そのサイズが最大である保証が

ない。サイズ最大の安定マッチングを求める問題は NP

困難であり [6, 9]、多項式時間アルゴリズムの存在は期

待できない。そのため、局所探索法などのヒューリス

ティックなアプローチや、理論的な精度保証のある近似

アルゴリズム [7, 10,11]などが考案されている。

アルゴリズムの良さを実験的に評価する研究の中

に最適解とアルゴリズムの解を比較する実験もある

が [3,5,12]、サイズの大きな例題の最適解を求めるには

指数時間を要する。そのため、サイズの小さな例題に対

してしか実験できないといった問題が存在した。よっ

て、あらかじめ最適解のサイズがわかっている例題を用

いることができるならば、この問題を解決できる。ア

ルゴリズムの性能を公平かつ正確に評価するためには、

より多彩な例題を使用することが望ましい。しかし、文
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献 [8, 15] と同様の手法を用いることにより、任意の例

題を最適解付きで生成できるような多項式時間アルゴ

リズムが存在するならば NP=coNPであることを示す

ことができる。

そこで本研究では、最適解が既知であり、すべてとは

言わないまでも幅広い例題を生成可能なアルゴリズム

の構築可能性を検討する。本研究では、実験的性能評価

のための入力として広く使われている Gentと Prosser

の手法 [3]をベースにした例題生成アルゴリズムを提案

する。具体的には、まず SMI例題 I を作り、その安定

マッチング M を求める。SMI 例題ではすべての安定

マッチングが同サイズであるため [2]、M は I の最大サ

イズ安定マッチングである。その後希望リストにタイ

を次々に追加していくことにより、最終的に SMTI 例

題 I ′ を作る。タイを追加する前の例題の安定マッチン

グはタイを追加した後の例題でも安定であるため、M

は I ′ の安定マッチングである。我々の目標は、M が I ′

の最大安定マッチングとなることである。そのために

は、タイを追加する際にM より大きな安定マッチング

を作ってしまわないことが必要である。

第 1の手法では、人物 pのリスト上でタイを追加する

際、pのM でのパートナーをタイに入れる場合に、あ

る制約を設けた。これにより、M より大きな安定マッ

チングを作らないという条件を満たすことができる。

しかしその反面、M より小さな安定マッチングも作ら

ないため、安定マッチングのサイズが常に一定であると

いう問題が判明した。

次に、M より大きな安定マッチングを作らないとい

う条件を保ちつつ、タイの追加方法に関する上記の制約

を緩めることによって、サイズの小さな安定マッチング

を持つ例題が生成できる可能性を検討した。第 1 の手

法よりも詳細な分析を行い、実際に制約を緩めた生成手

法を新たに考案したものの、依然として安定マッチング

のサイズが一定であることがわかった。

そこで制約を最大まで緩和し、タイを追加する際に

M より大きな安定マッチングが出来るか否かを判定

し、出来ないならば追加するというアルゴリズムを考

えた。この判定を正確に行えるならば、サイズの小さ

な安定マッチングを持つ例題を生成することができる。

1



しかし、この判定を行う多項式時間アルゴリズムが存在

するならば P=NPとなることがわかった。

本研究で得られた事実により、所望の例題生成アル

ゴリズムを得るためには、タイを追加する際の制約とし

て 2番目のアルゴリズムよりは緩く、3番目のアルゴリ

ズムよりは厳しいもので、さらに多項式時間で判定でき

るものを模索する必要があることが分かった。

2 準備

2.1 最大サイズ安定結婚問題

SMTI のサイズ n の例題は、n 人の男性、n 人の女

性、および各人のタイを含む不完全希望リストから構

成される。人物 pの希望リストに、（異性の）q という

人物が含まれている場合、「q は pに受け入れ可能」と

いう。ここで、男性mが女性 wを受け入れ可能な時の

み、wがmを受け入れ可能としても一般性を失わない。

p, q, q′ 三人の人物がおり、q, q′ が同じ性別であり、

pが異性であるとする。pの希望リストにおいて、q を

q′ より上位に書いてある場合、q ≻p q′ と書き、同順位

に書いてある場合、q =p q′ と書く。

ペア (m,w)の集合で、各人は高々一度しか出現しな

いものをマッチングと呼ぶ。マッチングM に含まれる

ペアの数をM のサイズと呼び、|M |と書く。マッチン
グM に対して (m,w) ∈ M ならば、M(m) = wおよび

M(w) = mと書き、mと w はマッチしているという。

また、このときマッチングM においてmを w のパー

トナー、w を mのパートナーと呼ぶ。人物 pがM に

現れない場合、pはM において独身であるという。

マッチングM に対して次の 3つの条件すべてを満た

すペア (m,w)をM のブロッキングペアと呼ぶ。

1. M(m) ̸= wで、m, wは互いに受け入れ可能

2. w ≻m M(m)またはmがM において独身

3. m ≻w M(w)または wはM において独身

このようなブロッキングペアを持たないマッチング

を弱安定マッチングという。本論文では弱安定マッチ

ングを単に安定マッチングと呼ぶこととする。SMTI

例題には一般に異なるサイズの安定マッチングが存在

する。SMTI 例題 I の最大サイズ安定マッチングのサ

イズを opt(I)と書く。そして、サイズ最大の安定マッ

チングを求める問題を最大サイズ安定結婚問題 (MAX

SMTI)と呼ぶ。

2.2 例題生成アルゴリズム

本稿で言う MAX SMTI の例題生成アルゴリズムと

は、自然数 nを入力とし、サイズ nの SMTI例題 I とそ

の最適解との組 (I, opt(I)) を非決定的に出力するもの

である。例題生成アルゴリズム Gが任意の SMTI例題

を生成可能なとき、Gは完全であると言う。文献 [8,15]

と同様の議論で、以下の定理を示すことができる。

定理 1. MAX SMTIに対する完全な多項式時間例題生

成アルゴリズムが存在するならば、NP=coNPである。

証明. MAX SMTI の判定問題に対応する以下の言

語 L = {(I, k) | I は SMTI例題, opt(I) ≥ k} を
考える。L は NP 完全であり [6]、言語 {(I, k) |
I は SMTI例題, k は整数 } はクラス P に属するため、

Lの補集合 L = {(I, k) | I は SMTI例題, opt(I) < k}
は coNP完全である。

完全な多項式時間例題生成アルゴリズム H が存在し

たとし、それを使って入力 (I, k) が L に属するか否か

を非決定的に判定する以下のアルゴリズム Aを考える。

Aは I のサイズ nを入力としてH を実行し、その出力

を (I ′, k′)とする。I ′ = I かつ k′ < k ならば (I, k)を

受理し、それ以外ならば受理しない。これは多項式時間

で動作し、Lへの所属を正しく判定するので、L ∈ NP

となる。これより NP=coNPが導かれる。

2.3 Gale-Shapleyアルゴリズム

Galeと Shapleyは、SMにおいて安定マッチングを

見つけるための多項式時間アルゴリズム (Gale-Shapley

アルゴリズム) [1] を提案した。本論文で提案する例題

生成手法は、このアルゴリズムをサブルーチンとして使

用する。Gale-Shapleyアルゴリズムを以下に記す。

Gale-Shapleyアルゴリズム� �
独身の男性mが存在する限り、以下の操作を繰り

返す。

ステップ 1

男性mはまだプロポーズしていない女性の中

で、希望リストの最高位の女性 w にプロポー

ズする。

ステップ 2

1. wが独身ならば、mは wと婚約する。　

2. wがすでにm′ と婚約している場合、

（a） m′ ≻w mならば、mからのプロポー

ズを断る。　　　

（b） m ≻w m′ ならば、m′ との婚約を解

消しmと婚約する。� �
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2.4 Gentと Prosserの例題生成アルゴリズム

本研究の提案手法の基となる、[3]で使用されている

例題生成アルゴリズムを記す。

入力を以下の三つとする。

• 例題サイズ n

• リストから人物を除く確率 p1

• リストの一つ上の人物と同順位になる確率 p2

Gentと Prosserの例題生成アルゴリズム� �
ステップ 1

すべての男女について、長さ nのランダムなリ

スト、すなわち n人の異性の置換を生成する。

ステップ 2

各男女のペア (m,w)に対して、確率 p1 で m

のリストから wを削除し、wのリストからm

を削除する。

ステップ 3

いずれかの男女のリストが空になった場合は、

例題を破棄してステップ 1に戻り、やり直す。

ステップ 4

男性 m と m のリスト上の j(j ≥ 2) 番目の

各女性について、確率 p2 で j − 1番目の女性

と同順位にする。すなわち 2 人の女性をタイ

に入れる。j − 1 番目の女性がすでにタイに

入っているなら j 番目の女性を同じタイに入

れる。この操作をすべての男性に対して行っ

た後、すべての女性に対しても同様の操作を

行い、男性をタイに入れる。� �
ステップ 1 でタイのない完全リストがまず出来上が

る。次にステップ 2 でリストの長さの期待値が p1n と

なる不完全リストとなる。

3 例題生成アルゴリズム 1

Gentと Prosser の例題生成手法 [3] は確率的アルゴ

リズムであるが、2節で述べたように本稿では非決定性

の例題生成アルゴリズムを考えるため、Gentと Prosser

のアルゴリズムの確率的動作部分を非決定性に置き換

える。また、ステップ 3 においてリストが空になった

場合の対処は本質的ではないため、ここではやり直しは

しないことにする。その上で、Gentと Prosserのアル

ゴリズムのステップ 3 までと同様に進め、SMI 例題 I

を得る。I に Gale-Shapleyアルゴリズムを用いること

により、安定マッチングM を求める。

以下では、希望リスト上でタイに含まれていない人物

は、便宜上サイズ 1 のタイに含まれているものとみな

す。タイの結合とは、ある人物の希望リスト上で隣り

合うタイをまとめて 1 つのタイにすることを指す。ス

テップ 5 では隣り合う 2 つのタイを非決定的に結合す

ることにより、例題に（長さ 1ではない実質的な）タイ

を追加していく。ただし、タイを結合する場所を制限

することにより、タイ結合後もM が最適解であり続け

るようにする。このアルゴリズムを本論文ではアルゴ

リズム 1 と呼ぶことにする。アルゴリズム 1 への入力

は、生成する例題のサイズ nである。

アルゴリズム 1� �
ステップ 1

すべての男女について、長さ n のリスト、す

なわち n人の異性の置換を生成する。

ステップ 2

各男女のペア (m,w)に対して、このペアを例

題から削除するか否かを決定する。削除する

と決定した場合は、mのリストから w を削除

し、wのリストからmを削除する。

ステップ 3

作成された SMI例題を I とする。

ステップ 4

I を Gale-Shapley アルゴリズムを使って解

き、得られたマッチングをM とする。

ステップ 5

以下を一定回数繰り返す。任意に人物 p を選

び、また pの隣り合う 2つのタイを選び、これ

らのタイを結合する。ただし、異性 M(p) が

含まれるタイと、その直後のタイとは結合し

ない。

ステップ 6

作成された SMTI例題を I ′ とする。(I ′, |M |)
を出力する。� �

3.1 出力が正しいことの証明

ここでは、ステップ 6 の出力が例題と最適解のペア

になっていることを示す。

定理 2. opt(I ′) = |M |である。

証明. これを示すためには (1) ステップ 4で求めたM

が I ′ の安定マッチングであること、および (2) M より

サイズの大きな I ′ の安定マッチングが存在しないこと

を言えばよい。
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(1) M が I ′ で安定でないと仮定する。すると、I ′ にお

いて、M のブロッキングペア (m,w) が存在する。し

かし、弱安定性におけるブロッキングペアの定義より、

(m,w) は I においてもM のブロッキングペアとなる

ため、M が I で安定であることに矛盾する。

(2) M よりサイズの大きい I ′ の安定マッチン

グ M ′ が存在すると仮定する。すると、頂点集合

V = {m1,m2, . . . ,mn, w1, w2, . . . , wn}、枝集合 E =

{(m,w)|(m,w) ∈ (M ∪M ′)} とする二部グラフ上に、
M では独身であるが、M ′ ではマッチしている男性m1

から始まり、M では独身であるが、M ′ ではマッチして

いる女性 wk で終わるパスが存在する。M ′(m1) = w1、

M(w1) = m2、M ′(m2) = w2、M(wk) = mk−1、

M ′(wk) = mk とする。図 1 で、実線が M ′ のペア、

点線がM のペアを表す。

図 1 二部グラフ上のパス

I で m1 ≻w1
m2 ならば、(m1, w1) が M のブロッ

キングペアとなり M の安定性に矛盾するため、I で

m2 ≻w1 m1 である。ステップ 5でM(w1)はそれより

下位の男性とは同じタイにしない条件により、m2 と

m1 は同じタイに入らないため、I ′ でもm2 ≻w1 m1 と

なる。

次に、I で w1 ≻m2 w2ならば、ステップ 5でM(m2)

はそれより下位の女性とは同じタイにしない条件に

より、w1 と w2 は同じタイに入らないため、I ′ でも

w1 ≻m2
w2 となる。すると、(m2, w1) が I ′ における

M ′ のブロッキングペアとなりM ′ の安定性に矛盾する

ため、I で w2 ≻m2
w1 である。

同様に、このパス上の m1 以外のすべての男性 mに

ついて、I でM ′(m) ≻m M(m)が、パス上の wk 以外

のすべての女性 wについて、I でM(w) ≻w M ′(w)が

成立する。図 2 は図 1 に希望リストを書き加えたもの

である。

すると、I で wk ≻mk
wk−1 となり、(mk, wk)がM

のブロッキングペアとなるため M の安定性に矛盾す

図 2 各人の希望リスト

る。よって、M よりサイズの大きい I ′ の安定マッチン

グは存在しない。

3.2 安定マッチングサイズが一定であることの証明

定理 3. I ′ の安定マッチングはすべて同じサイズで

ある。

証明. I ′ のタイを壊した SMI例題すべてからなる集合

を S = {I1, I2, . . . , Ik}とする。ステップ 5でタイを結

合して I から I ′ を作る際、各人 p のリストにおいて

M(p)はそれより下位の異性と同じタイに入らない。そ

のため、I でM(p) ≻p q ならば I ′ でもM(p) ≻p q で

あり、その結果任意の I ′′(I ′′ ∈ S)においてM(p) ≻p q

となる。したがって、M は S のすべての SMI 例題で

安定である。

また、I ′の任意の安定マッチングをM ′とすると、M ′

は S のうち、少なくとも一つの SMI 例題で安定であ

る [9]。その例題を Ii とする。前述の議論より、Ii にお

いて、M も安定である。SMI例題はすべての安定マッ

チングのサイズが等しいため [2,13,14]、|M | = |M ′|と
なる。したがって、I ′ の安定マッチングはすべてサイ

ズが |M |となる。

4 例題生成アルゴリズム 2

アルゴリズム 1 で結合してはいけないという制約を

加えたタイを結合しても、最適解のサイズが変化しない

場合が存在する。この場合の条件を分析し、アルゴリ

ズム 1 の制約を緩めた生成手法を新たに考案した。こ

のアルゴリズムを本論文ではアルゴリズム 2 と呼ぶこ

とにする。
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アルゴリズム 2� �
アルゴリズム 1のステップ 3まで同じ方法で SMI

例題 I を作成する。

ステップ 4

I を Gale-Shapley アルゴリズムを使って解

き、得られたマッチングをM とする。

ステップ 5

以下を一定回数繰り返す。任意に人物 p を選

び、また pの隣り合う二つのタイを選び、これ

らのタイを結合する。ただし、上位側のタイ

に M(p) が含まれ、かつ下位側のタイに独身

または p ⪰r M(r) となる r が含まれるなら、

これらのタイは結合しない。

ステップ 6

できた SMTI 例題を I ′ とする。(I ′, |M |) を
出力する。� �

4.1 出力が正しいことの証明

定理 4. opt(I ′) = |M |である。

証明. M よりサイズの大きい I ′ の安定マッチン

グ M ′ が存在すると仮定する。すると、頂点集合

V = {m1,m2, . . . ,mn, w1, w2, . . . , wn}、枝集合 E =

{(m,w)|(m,w) ∈ (M ∪M ′)} とする二部グラフ上に、
M では独身であるが、M ′ ではマッチしている男性m1

から始まり、M では独身であるが、M ′ ではマッチして

いる女性 wk で終わるパスが存在する。M ′(m1) = w1、

M(w1) = m2、M ′(m2) = w2、M(wk) = mk−1、

M ′(wk) = mk とする。図 3 で、実線が M ′ のペア、

点線がM のペアを表す。

図 3 二部グラフ上のパス

w1 の希望リストにおいて、I でm1 ≻w1
m2 ならば、

M において (m1, w1)がブロッキングペアとなるため、

M の安定性に矛盾する。よって、I で m2 ≻w1 m1 と

なる。また、m1はM において独身であるため、ステッ

プ 5の条件より I ′ で m2 =w1
m1 とはならない。した

がって、I ′ でm2 ≻w1
m1 となる。

次にm2 の希望リストにおいて、I ′ で w1 ≻m2
w2 な

らば、M ′ において (m2, w1) がブロッキングペアとな

るため、M ′ の安定性に矛盾する。したがって、I ′ で

w2 ⪰m2
w1 となる。I ′ で w2 ≻m2

w1 の場合は I でも

w2 ≻m2
w1 となる。I ′ で w1 =m2

w2 の場合は I では

w1 ≻m2
w2 および w2 ≻m2

w1 のどちらも可能性があ

る。したがって、これらは「(1) I で w1 ≻m2
w2 かつ

I ′ で w1 =m2
w2」と「(2) I で w2 ≻m2

w1」に場合分

けできる。

(1) I で w1 ≻m2 w2 かつ I′ で w1 =m2 w2 の場合

Iでm2 ≻w2 m3であると仮定する。Iでw1 ≻m2 w2

であり、M(m2) = w1 であるため、ステップ 5の条件

より、w1 と w2 が同じタイに入ることはない。これ

は w1 =m2 w2 に矛盾するため、I で m3 ≻w2 m2 で

ある。また、ステップ 5 の条件により、I ′ において

w1 =m2 w2 と m3 =w2 m2 の両方が成り立つことはな

い。場合分けの条件より I ′ で w1 =m2
w2 であるので、

I ′ で m3 =w2
m2 は成り立たず、I ′ でも m3 ≻w2

m2

となる。

図 4 (1)の場合の二部グラフ

(2) I で w2 ≻m2 w1 の場合

I で m2 ≻w2
m3 ならば、(m2, w2) が M の I にお

けるブロッキングペアとなる。よって I でm3 ≻w2
m2

である。I で w2 ≻m2
w1 なので、ステップ 5の条件よ

り m3 が含まれたタイと m2 が含まれたタイは結合さ

れない。よって I ′ でもm3 ≻w2
m2 となる。

図 5 (2)の場合の二部グラフ

以上により、(1)、(2)のいずれの場合も I ′でm3 ≻w2

m2である。もし I ′で w2 ≻m3 w3ならば、(m3, w2)が

M ′ のブロッキングペアとなるため、I ′ で w3 ⪰m3 w2

である。上記 (1)、(2) と同様の場合分けを経ることに

5



より、I ′ でm4 ≻w3
m3 となることがわかる。以下、同

じ議論を繰り返すことにより、I ′ で mk ≻wk−1
mk−1

となる。

ここで、mk の希望リストにおいて、I で wk ≻mk

wk−1 ならば、M において (mk, wk)がブロッキングペ

アとなるため、M の安定性に矛盾する。よって、I で

wk−1 ≻mk
wk となる。また、wk はM において独身で

あるため、ステップ 5の条件より I ′でwk−1 =mk
wkと

はならない。したがって、I ′ で wk−1 ≻mk
wk となる。

図 6 wk−1,mk, wk の希望リスト

すると、(mk, wk−1)がM ′ のブロッキングペアとな

り、M ′ の安定性に矛盾する。したがって、M よりサ

イズの大きい I ′ の安定マッチングは存在しない。

4.2 安定マッチングサイズが一定であることの証明

定理 5. ステップ 4で求めた安定マッチングM よりサ

イズの小さい I ′ の安定マッチングは存在しない。

証明. M よりサイズの小さい I ′ の安定マッチン

グ M ′ が存在すると仮定する。すると、頂点集合

V = {m1,m2, . . . ,mn, w1, w2, . . . , wn}、枝集合 E =

{(m,w)|(m,w) ∈ (M ∪M ′)}とする二部グラフを考え
た時に、M でマッチしているが、M ′ では独身の女性

w1 から始まり、M ではマッチしているが、M ′ では独

身の男性mk で終わるパスが存在する。M(w1) = m1、

M ′(m1) = w2、M(w2) = m2、M ′(mk−1) = wk、

M(wk) = mk とする。

図 7 二部グラフ上のパス

図 7で、実線がM ′ のペア、点線がM のペアを表す。

定理 4と同様の議論により、I ′ で mk ≻wk
mk−1 と

なる。すると、(mk, wk) がM ′ のブロッキングペアと

なり、M ′ の安定性に矛盾する。したがって、M より

サイズの小さい I ′ の安定マッチングは存在しない。

5 例題生成アルゴリズム 3

まず、SMTI 例題の隣接する二つのタイを結合した

結果、安定マッチングの最大サイズが増えるか否かを判

定する以下の問題を考える。

サイズ増加判定問題

入力： SMTI例題 I と Ĩ。ただし Ĩ は、I に対して、あ

る人物 p の希望リスト上の隣接する二つのタイを結合

した結果。

答： opt(Ĩ) = opt(I) ならば YES。そうでなければ

NO。

本節で提案するアルゴリズム 3 では、これまでのア

ルゴリズムと同様隣接するタイを結合していくが、結合

する前にサイズ増加判定問題を解き、その結果が YES

であれば結合する、NOであれば結合しないといった動

作をする。

アルゴリズム 3� �
アルゴリズム 1 のステップ 3 までと同じ方法で

SMI例題 I を作成する。

ステップ 4

I を Gale-Shapley アルゴリズムを使って解

き、得られたマッチングをM とする。

ステップ 5

以下を一定回数繰り返す。任意に人物 p を選

び、また p の隣り合う二つのタイを選ぶ。こ

れらを入力としてサイズ増加判定問題を解き、

答が YESであれば結合し、NOであれば結合

しない。

ステップ 6

作成された SMTI例題を I ′ とする。(I ′, |M |)
を出力する。� �

5.1 困難性の証明

サイズ増加判定問題を多項式時間で解くことが出来

れば、アルゴリズム 3 は多項式時間で動作する。しか

し定理 6 が示すように、サイズ増加判定問題は NP 困

難である。

まず、以下の補題 1 を示す。サイズ増加判定問題の

入力 I と Ĩ は必ず opt(Ĩ) ≥ opt(I)の関係にあるため、

答がNOであることは opt(Ĩ) > opt(I)を意味する。補

題 1は、opt(Ĩ)は opt(I)より高々 1しか大きくならな
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いことを保証している。

補題 1. I と Ĩ をサイズ増加判定問題の入力の SMTI例

題とする。このとき、opt(Ĩ) ≤ opt(I) + 1が成り立つ。

証明. 一般性を失うことなく、タイを結合される人物

を男性とし mとする。I の最大サイズ安定マッチング

の一つをM、Ĩ の最大サイズ安定マッチングの一つを

M̃ とする。すなわち opt(I) = |M |、opt(Ĩ) = |M̃ | で
ある。

文献 [9]より M̃ を安定マッチングとする Ĩ のタイの

壊し方が存在する。そのようにして得られた SMI例題

を Ĩ1 とする。次に、I において男性mを除くすべての

人物のタイを Ĩ1 と同じように壊して得られた SMTI例

題を I1 とし、I1 の最大サイズ安定マッチングの一つを

M1 とする。M1 は I の安定マッチングでもあるため、

|M1| ≤ |M |である。
ここで、定理 2 の証明と同様に M1 と M̃ を重ね合

わせた二部グラフを考えると、連結成分は孤立頂点、

パス、またはサイクルとなる。M1 は I1 で、M̃ は Ĩ1

で安定であり、I1 と Ĩ1 は m 以外は同じ希望リスト

を持つため、定理 2 の証明と類似の議論を行うことに

より、パスが存在するならばそのパスは男性 m を含

んでいることが言える。すなわパスは高々一つしか存

在しないため、M1 と M̃ のサイズは高々 1 しか違わ

ず、|M̃ | ≤ |M1|+ 1 ≤ |M |+ 1となり、証明が完結す

る。

定理 6. サイズ増加判定問題を解く決定性多項式時間

アルゴリズムが存在するなら P=NPである。

証明. サイズ増加判定問題を解く決定性多項式時間ア

ルゴリズム A が存在すると仮定する。MAX SMTI 例

題 I が与えられた際、それを解くアルゴリズム B を以

下のように構築する。変数 x を用意し、初期値を 0 に

する。また I1 = I とする。

Ii に長さ 2 以上のタイが存在するならば、それを適

当に 2つに分割した SMTI例題 Ii+1を作り、Ii と Ii+1

を Aに与える。opt(Ii+1) ̸= opt(Ii)ならば xを 1増加

させ、opt(Ii+1) = opt(Ii)ならば xの値を変更しない。

これを、例題がタイを含む限り繰り返し、最終的に得ら

れた SMI例題を Ik とする。

補題 1 より opt(Ii+1) ̸= opt(Ii) ならば opt(Ii+1) =

opt(Ii)−1なので、opt(Ik) = opt(I)−xとなる。Ik は

SMI例題であるため、opt(Ik)は多項式時間で計算可能

である。従って opt(I)を多項式時間で計算できること

になり、B はMAX SMTIの最適解を求める多項式時

間アルゴリズムである。以上から P=NPとなる。

6 おわりに

本研究ではアルゴリズム 1、2でタイの結合条件に制

限を加えて最適解付き例題を生成する手法を提案した

が、生成された任意の SMTI 例題で安定マッチングの

サイズが一定であるとう問題が生じた。そこで、制限

を最大限に緩和した結果、その制限を満たすことの判定

が多項式時間では行えないという問題が生じた。

今後の方針として、まずはサイズの異なる安定マッ

チングを持つ例題を生成できるようなタイの結合条件

を調査したい。また、その条件を使ったアルゴリズム

が出力する SMTI例題の特徴づけも行っていきたい。

謝辞. 本研究は JSPS科研費 JP16K00017の助成を受

けたものです。
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