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本研究では，粘弾性流体を表すモデルの一つである非圧縮性マクスウェル流体の基礎方程式を 2次元コロケー
ト格子上で有限体積法により計算する手法を検討した．著者らが提案したコロケート格子を用いる非圧縮性ニュー
トン流体の解法を改良し，マクスウェル流体の構成式を基礎方程式に加え，運動方程式中の応力項を計算する際
の流速の参照点を空間的にコンパクトにする手法を提案し，非物理的な数値振動を抑制できることを数値実験に
より確認した．さらに，流速の発散を制御可能な C-HSMAC法を圧力解法に用いることにより，通常の SMAC
法で発生する可能性のある応力の数値振動を抑制できることを確認した．最後に，簡単な数値実験を通じて，提
案された計算手法によりマクスウェル流体の弾性的な挙動を定性的に再現できることを示した．
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C-HSMAC method

1. 緒言

粘弾性流体1) の挙動を予測，制御することは様々な
分野で重要な研究課題となっており2),3)，その数値解法
に関しても多くの研究がなされている4),5),6)．本研究で
は，粘弾性流体を表すモデルの一つである，非圧縮性
の上対流マクスウェルモデル1) (以下，マクスウェル流
体と表記)の数値解法について検討を加える．
本研究の解法は，コロケート格子有限体積法による非

圧縮性ニュートン流体の解法7) を改良したものであり，
マクスウェル流体の構成式を新たに基礎方程式に加え，
この構成式から計算される応力を運動方程式に用いて
流体計算を行う．マクスウェル流体の構成式中には応力
の時間微分項が存在するため，構成式を離散化し，応力
を時間発展させる必要がある．既往の研究では，粘弾性
流体の応力を計算する際，応力を弾性応力と粘性応力に
分解する EVSS法8)がよく用いられる9),10),11)．EVSS法
では，運動方程式中の粘性項を計算する際，隣接する計
算セル上に定義される流速のみを用いて運動方程式中
の粘性項を計算することが可能である．しかし，EVSS
法を用いると，構成式中に流速勾配の時間微分項や流
速勾配の移流項などが加わり，計算が複雑になる．こ
の複雑さを回避するため，本研究では EVSS法を用い
ず，運動方程式中の応力項が参照する流速の空間分布
がコンパクトになる手法を提案する．また，平行平板

間で流速の初期値に振動を与える数値実験を行い，提
案手法の数値安定性を検討する．

本研究では，非圧縮性マクスウェル流体の計算にお
いて，圧力解法が計算結果に与える影響についても検
討を行う．非圧縮性流体の計算では，流速の発散D (=

∂uj/∂xj)が十分 0に近い値となる必要がある．そこで，
Dをしきい値により制御する C-HSMAC法12)と，その
ような制御がなされない従来の SMAC法13)を用いて正
方形閉領域内のマクスウェル流体の一部に外力を作用
させる数値実験を行い，緩和時間を変えた場合の流速
や流速の発散 D (= ∂uj/∂xj)，応力成分などの時間変
化を比較する．加えて，新たに提案した構成式の離散
化手法と C-HSMAC法を用いて，平行平板間のマクス
ウェル流体に非定常な外力を作用させる数値実験を行
う．この数値実験により，緩和時間を変化させた場合に
得られる非圧縮性マクスウェル流体の粘弾性的な挙動
について考察を加える．

2. 数値解析手法

(1) 基礎方程式

非圧縮性マクスウェル流体の基礎方程式は非圧縮条
件，運動方程式，構成式である．まず，構成式は次のよ
うに表される1)．
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τij + λ

[
∂τij
∂t

+ uk
∂τij
∂xk

−
(
Likτjk + τikLjk

)]
= µ (Lij + Lji) (1)

ここで，tは時間，xi は直交座標系における座標成分，
λは緩和時間，µは粘性係数，ui は流速ベクトルの xi

成分，τij は xiに直交する面に働く xj 方向の応力成分，
Lij は ∂ui/∂xj で表される速度勾配テンソル成分であ
る．また，特に断りがない場合，本文に示す式中の変数
の添え字には総和の規約を用いる．式 (1)から分かるよ
うに，マクスウェル流体の構成式は τij の時間微分項を
含むため，本研究では式 (1)を時間方向に離散化し τij

を時間発展させる．
本研究では有限体積法を用いて離散化するため，基

礎方程式をそれぞれ積分形で表示する．非圧縮マクス
ウェル流体の基礎方程式である，非圧縮条件，運動方
程式，構成式をそれぞれ積分形で表示すると，以下の
ようになる． ∫

S

ujnj ds = 0 (2)

∫
V

∂ui

∂t
dv =

∫
V

fvi dv −
∫
S

uiujnj ds

− 1

ρ

∫
S

pni ds+
1

ρ

∫
S

τjinj ds (3)

∫
V

τij dv + λ

[ ∫
V

∂τij
∂t

dv +

∫
S

τijuknk ds

−
∫
V

(
Likτjk+τikLjk

)
dv

]
= µ

∫
V

(Lij + Lji) dv

(4)

ここで，V は検査体積，Sは V の境界面，ρは密度，p

は圧力，ni は S 上の外向き単位法線ベクトルの xi 成
分，fvi は体積力の xi 成分である．なお，本研究にお
いて基礎方程式中の変数は全て無次元されているもの
とする．

(2) 構成式の離散化手法
運動方程式 (3)を計算する際には，計算セル境界上に

空間内挿された応力 τijBを利用する．本研究では，この
τijBを求めるための２種類の計算手法を示し，それらを
比較する．両者を区別するために，便宜的にNCD (Non-
Compact Discretization)法，CD (Compact Discretization)
法と表記する．各計算手法の概要は以下のとおりである．

• NCD法：図–1の左図に示すように，セル中心で定
義される応力 τn+1

ijC の相加平均をとることでセル境
界上の応力 τn+1

ijB を定める．ここで上添え字は時間
ステップであり，下添え字は C がセル中心で定義
される変数を，B がセル境界で定義される変数を
表す．

• CD法：図–1の右図のように，応力 τijBをセル境界
上で直接計算する項 (Rij)と，セル中心で計算して
空間内挿する項 (Tij)に分解する (τn+1

ijC = TijC +

RijC)．実際の計算では，セル中心で TijC のみを
計算し，これを空間内挿した後に，セル境界上で
計算した RijB を加えることにより，τn+1

ijB を定め
る．なお，Tij とRij はそれぞれ粘性および弾性に
関する項を含み，物理的な意味の上で違いはない．

図–1 NCD法およびCD法による応力 τn+1
ijB の

計算手順概要図

ここで，Tij および Rij は次式のように表される．

TijC =
λ

λ+∆t
τnijC − λ∆t

λ+∆t
CTn

ijC

+
λ∆t

λ+∆t

[
Ln
ijCτ

n
jjC + τnijCL

n
jjC

]
+

µ∆t

λ+∆t
Ln
ijC

(5)

RijB =
λ∆t

λ+∆t

[
Ln
iiBτ

n
ijB + τniiBL

n
jiB

]
+

µ∆t

λ+∆t
Ln
jiB

(6)

ここで ∆tは時間刻み幅，CTn
ij は保存形式表示された

τnij の移流項であり，移流項の計算には一次の風上法14)

を用いる．また，式 (5), (6)の右辺の下添え字 iに関し
ては総和の規約を適用しない．

NCD法と CD法を比較すると，τijB の計算方法の違
いにより，式 (3)で与えられる運動方程式の応力項に含
まれる ∂Rji/∂xjを離散化する際に用いる流速の参照点
が異なる．まず，簡単のために１次元の場合について
NCD法による ∂Rji/∂xj の離散化式を示す．

∂Rji(I)

∂xj
≃ λ∆t

λ+∆t

ANCD

(2∆x1)2
+

µ∆t

λ+∆t

BNCD

(2∆x1)2
(7)

ANCD = τn11(I+1)u
n
1(I+2) − τn11(I+1)u

n
1(I)

− τn11(I−1)u
n
1(I) + τn11(I−1)u

n
1(I−2) (8)

BNCD = un
1(I+2) − 2un

1(I) + un
1(I−2) (9)
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ここで I は図–2のように定義されるセル中心点番号で
ある．上記の離散化式より，NCD法では ∂Rji/∂xjを計
算する際に図–2 (a)中の色付きセル中心点上に定義され
る流速を参照し，隣接するセル上に定義される流速を参
照しないことがわかる．次に，CD法による ∂Rji/∂xj

の離散化式は次のように表される．

∂Rji(I)

∂xj
≃ λ∆t

λ+∆t

ACD

(∆x1)2
+

µ∆t

λ+∆t

BCD

(∆x1)2
(10)

ACD = τn11(I+1/2)u
n
1(I+1) − τn11(I+1/2)u

n
1(I)

− τn11(I−1/2)u
n
1(I) + τn11(I−1/2)u

n
1(I−1) (11)

BCD = un
1(I+1) − 2un

1(I) + un
1(I−1) (12)

上記の離散化式より，CD法で ∂Rji/∂xj を計算する際
には，図–2 (b)のように隣接する色付きのセル中心点上
に定義される流速を用いていることが分かる．

(a) NCD法

(b) CD法

図–2 １次元で ∂Rji(I)/∂xj を計算する際の流速
の参照点 (色付きセル中心点を参照)

２次元の場合にも同様の手順により，NCD法および
CD法で ∂Rji/∂xj を計算する際の流速の参照点を確認
することができる (図–3)．図–3に示されるように２次
元の場合でも CD法はNCD法に比べて流速の参照点の
空間分布がコンパクトになる．本研究ではこの参照点
の違いが数値安定性に与える影響を検討する．

(3) 圧力計算手法

本研究の解法は，コロケート格子を利用する非圧縮
性ニュートン流体の解法7)を改良したものであり，図–4
に示すような手順で計算が行われる．最初に，マクス
ウェル流体の構成式 (4)を時間方向に離散化して応力計
算を行う．次に，運動方程式 (3)を時間方向に離散化し
た次式により仮の流速 ûi を計算する．

(a) NCD法

(b) CD法

図–3 ２次元で ∂Rji/∂xj を計算する際の流速の
参照点 (色付きセル中心点を参照)

ûi = un
i + fvi∆t+ Cn

i ∆t− 1

ρ

∂pn

∂xi
∆t

+
1

ρ

∂Tji

∂xj
∆t+

1

ρ

∂Rji

∂xj
∆t (13)

ここで，Cn
i は保存形表示された un

i の移流項であり，こ
の計算には一次の風上法14) を用いる．
ûi の計算後，本研究では C-HSMAC 法12) に基づき
圧力計算，流速の修正，流速の発散の評価が行われる
(図–4中の色付き部分)．C-HSMAC法12) における圧力
計算式と流速の修正式を以下に示す．

∂2ϕk

∂x2
j

=
ρ

∆t
D̂k (14)

pk+1 = pk + ϕk (15)

ûk+1
i = ûk

i − 1

ρ

∂ϕk

∂xi
∆t (16)
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図–4 計算手順概要

ここで，上付き添え字 kはC-HSMAC法の反復ステップ
数，D̂k は流速の発散 ∂ûk

j /∂xj を表す．また，pk，ûk
i，

ϕk の初期値はそれぞれ p0 = pn，û0
i = ûi ϕ

0 = 0 で
ある．ϕkは式 (14)を空間方向に離散化して得られる連
立一次方程式を解くことで得られ，この ϕkを用いて式
(15)および式 (16)より pと ûiを更新する．C-HSMAC
法では，計算領域内のすべてのセルにおいて，次式が
満たされるまで内部反復が行われる．∣∣∣D̂k

∣∣∣ < εc (17)

ここで εcは流速の発散に対する収束判定のしきい値で
あり，要求する精度に応じて任意の値を設定できる．上
式が満足されない場合には，得られた流速を式 (14)の
右辺に用いて，次式により更新される連立一次方程式の
求解法のしきい値 εks を用いて，上記の計算を繰り返す．

εk+1
s = αεks (18)

ここで，αは 0 < α < 1となるパラメータであり，εks の
初期値 ε0s には適当な値を設定しておく．既往の研究で
は，式 (14)を空間方向に離散化し得られる連立一次方
程式の求解に Bi-CGSTAB法を用いた場合もあるが15)，
本研究では簡単のため SOR 法を用いる．また，本研
究では C-HSMAC法の有効性を確認するために従来の
SMAC法との比較を行うが，本研究で扱う SMAC法は
上記の C-HSMAC法の反復計算を行わず，反復回数を
1とした解法に相当する13)．

3. CD法とNCD法の数値安定性

CD法と NCD法の数値的な安定性を比較するために
数値実験を行った．計算領域を図–5に示す．図–5に示
されるように，計算領域は各辺の長さ Lが 1.0の正方
形領域で，上下の壁面において流速にはノンスリップ
条件を，圧力には ∂p/∂x2 = 0を課した．また，左右の
境界には周期境界条件を課した．
流速の初期条件は，図–5に示されるように，x2 = 0.5

の水平断面H 上にのみ，大きさが等しく正負が交互に
逆となる鉛直方向流速 u2を与え，他の領域の流速は 0

とした．なお，H上では |u2| = 1.0とした．各方向の計
算セル数は 20× 21，計算の時間増分∆tは 1.0× 10−2

とし，CD 法と NCD 法を用いて流れが定常になるま
で計算を行った．なお，圧力計算には C-HSMAC法を
用い，ε0s，εc および α はそれぞれ ε0s = 1.0 × 10−6，
εc = 1.0× 10−10，α = 0.1とした．

図–5 計算領域と流速の初期条件

図–5の水平断面H 上における初期状態の鉛直方向の
流速分布を図–6に，定常状態における鉛直方向の流速
分布を図–7に示す．図–7に示されるように，CD法を用
いた計算では，粘性の効果により，十分な時間が経過
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した後に流速分布はほぼ静止状態となる．これに対し，
NCD法を用いた計算では，定常状態においても初期に
与えた流速変動が残存する非物理的な流速分布となっ
ている．このため，NCD法では，計算中に発生した流
速変動が数値的な不安定性をもたらす可能性がある．
以上のような CD法とNCD法における数値安定性の

違いは，応力項に含まれる Rij を離散化する際に用い
る流速の参照点の違いにより生ずると考えられる．図–3
に示されるように，CD法においてRij は隣接するセル
の流速から計算されるのに対し，NCD法では，隣接す
るセルではなく，１セル離れた位置の流速を利用する．
したがって，NCD法では本計算条件のように波長が計
算セル幅の 2倍となるような u2 の振動を与えた場合，
各セル中心で評価される流速勾配 (∂u2/∂x1)が 0とな
り，Rij に含まれる流速の空間的な変動を適切に計算で
きないと考えられる．なお，上記の結果を踏まえ，以
降の計算には全て CD法を用いることとする．

図–6 初期状態におけるH 上の u2 の分布

図–7 定常状態におけるH 上の u2 の分布

4. マクスウェル流体に対する
C-HSMAC法の適用性

C-HSMAC法の適用性を確認するために，ニュート
ン流体 (λ = 0) またはマクスウェル流体で満たされた

non-slip

non-slip

x1

x2

L

L

n
o

n
-s

li
p

n
o

n
-s

li
p

f1 = 0

f1 = 0

f1 = f

9L / 20

L / 10

図–8 正方形の閉領域と外力の空間分布

正方形の閉領域の一部に外力を作用させて流れを発生
させる数値実験を行った．圧力計算には，C-HSMAC法
と SMAC法を利用した．

図–8に示されるように，計算領域は，L = 1.0の正方
形領域とした．すべての壁面において流速にはノンス
リップ条件を，圧力には∂p/∂x1 = 0および∂p/∂x2 = 0

を課した．また，図–8に示されるグレーの領域にのみ
x1 軸正の向きに外力 f = 1.0を与えた．グレーの領域
の幅は 2∆x2であり，各方向の計算セル数は 20× 20と
した．ニュートン流体とマクスウェル流体で密度と粘性
係数は同様の値を設定し，ρ = 1.0，µ = 1.0×10−2とし
た．また，SOR法と C-HSMAC法のしきい値と関連す
るパラメーターは，それぞれ ε0s = 1.0, εc = 1.2×10−6，
α = 0.10であり，時間増分∆tは 2.0×10−2とした．本
計算では SMAC法と C-HSMAC法を比較するため，手
法の違いが顕著となるようなしきい値を与えた．なお，
初期状態 t = 0で流体は静止しているものとする．

上記の計算条件のもとで，圧力計算に SMAC法と C-
HSMAC法を用いて，それぞれ t = 20まで計算した．
まず λ = 0.10 のマクスウェル流体の計算結果につい
て考察を行う．計算領域中心付近の点 P (x1 = 0.525，
x2 = 0.525) 上の D ( = ∂uj/∂xj), u1, τ11 の時間変化
を，順に図–9, 10, 11に示す．図–9 に示されるように，
圧力計算に C-HSMAC法を用いることでDの値がすべ
ての時刻で十分 0に近い値となっており，非圧縮条件
である式 (2)が高精度に満足されていることがわかる．
一方，SMAC法では C-HSMAC法に比べてDの値が大
きく振動し続ける結果となった16)．また，図–10および
図–11に示されるように，C-HSMAC法では，時間経過
とともに u1と τ11は一定値に収束していき，t = 20で
は定常状態が得られた．一方，SMAC法では u1や τ11

の値が振動し続ける結果となった．以上より，本計算
条件で妥当な定常解を得るためには非圧縮条件である
式 (2)を高精度に満足させることが重要であり，マクス
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ウェル流体に対してもDの値を調整できる C-HSMAC
法が有効であると考えられる16)．

図–9 点 PにおけるDの時間変化16) (λ = 0.10)

図–10 点 Pにおける u1の時間変化16) (λ = 0.10)

図–11 点 Pにおける τ11の時間変化16) (λ = 0.10)

SMAC法について，圧力ポアソン方程式 (14)を解く
SOR法のしきい値 εs と Dの関係を考察するため，εs

を表–1に示すように Case 1から Case 4の 4種類用意
し，λの値 0から 0.10まで 0.01ずつ変えて,計 44ケー
スの計算を行った．計算により得られた，|D|aveと λの
関係を図–12にまとめて示す．ここで |D|aveは流速の発
散の絶対値 |D|の t = 0から t = 20までの時間平均を
表す．|D|aveを計算する際には t = 0.2から 20まで 0.2

間隔で得られる計 100個の |D|を用いた．図–12に示す
ように，SOR法のしきい値である εsの値を小さくする
ことで |D|aveの値は小さくなることが確認された．特
に，Case 4に関しては |D|aveのオーダーは 1.0× 10−6

と C-HSMAC法により計算された値と同様に，十分小
さな値となった．また，λと |D|ave の関係に着目する

と，λの値が 0の場合，すなわちニュートン流体の場
合と比べて，λの値が 0でない粘弾性流体場合の方が
|D|ave の値が大きくなる傾向があることが分かる．
このように，SMAC法においても，計算条件に応じ
てしきい値を適切に設定することで，C-HSMAC法と
同様に妥当な数値解を得ることは可能である．しかし，
SMAC法において適切な SOR法のしきい値 εs を設定
するためには，計算条件が変わるたびに上記のような試
行を複数回行う必要がある．なお，計算時間については
計算セル数や連立一次方程式の解法などに依存するこ
とや，SMAC法ではしきい値の設定に複数回の試行を
要することから，C-HSMAC法と SMAC法で一概に比
較することはできない．一方で SMAC法において，連
立一次方程式の求解で極端に小さなしきい値を与える方
法も考えられるが，計算セル数や時間刻み幅などの計算
条件によっては SOR法や Bi-CGSTAB法の反復計算が
収束しないなどの問題が発生する可能性がある．以上を
踏まえると，λや計算セル数などの計算条件を変えた場
合にも試行が不要であるという点において，C-HSMAC
法はマクスウェル流体の計算に対し有用であると考え
られる．

表–1 Case 1から 4で設定した εs

Case 1 Case 2 Case 3 Case 4

εs 1.0 10−1 10−2 10−10

図–12 SMAC法における λと |D|ave の関係

5. マクスウェル流体の粘弾性数値実験

マクスウェル流体は，緩和時間 λの値が大きいほど弾
性的な挙動を強く示す．本研究では，CD法とC-HSMAC
法によりマクスウェル流体の基本的な挙動を再現でき
ることを確認するために，λ = 0，5，10として以下の
数値実験を行った．
図–13に示されるように，計算領域は L = 1.0の正方
形の領域で上下の壁面において流速にはノンスリップ
条件を, 圧力には ∂p/∂x2 = 0の条件を用いた．また，
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左右の境界面は周期境界条件とした．初期状態 (t = 0)
において，x1 軸正の向きに外力 f1 = 1.0 を計算領域
全体に作用させ，t = 150で f1 = 0とした．なお，初
期状態で流体は静止しているとする．また，SOR法と
C-HSMAC法のしきい値および関連するパラメーターは
それぞれ ε0s = 1.0× 10−6, εc = 1.0× 10−10，α = 0.10

であり，各方向の計算セル数は 21 × 21，時間増分は
∆t = 1.0× 10−4 である．上記の条件のもとで，λ = 0

(ニュートン流体)および λ = 5，10とした条件で，そ
れぞれ t = 400まで計算を行った．なお，λ以外の物性
値は，各条件で同様とし，ρ = 1.0，µ = 1.0× 10−2 で
ある．

図–13 マクスウェル流体の計算領域

計算領域中心付近の点 Q (x1 = x2 = 0.50) におけ
る u1の時間変化を図–14に示す．図–14から分かるよう
に，λの値によらず u1は t = 150まで約 12.4に収束し，
t = 150で外力を 0とした後は 0に収束する．一方，そ
れぞれの値に収束するまでの過程は λの値によって異
なる．λ = 0 (ニュートン流体)では，u1 は上記の値に
単調に収束するが，λ = 5，10において u1 は t = 20.8

付近で最大値をとった後，外力を 0とする t = 150ま
で減衰振動しながら約 12.4に収束し，t = 150で外力
を 0とした後は t = 171付近で値が負の最小値となり，
その後は減衰振動しながら 0に収束する．なお，λの
値が大きいほど弾性的な性質が強くなるため，λ = 10

では λ = 5の場合よりも点 Qにおける u1 の振動の振
幅が大きくなる結果となった．加えて，図–15，図–16，
図–17に t = 21，120，171における u1の鉛直分布を示
す．ここで，x1 = 0.5の断面を参照した．図–15に示す
ように t = 21においては λが大きいほど弾性の影響に
より一時的に u1 の値も大きくなる．また，図–16より
定常時では λによらず u1の分布はほぼ一致することが
わかる．図–17では，λが大きければ弾性の影響により
一時的に u1が負の値をとる結果が確認された．以上の
結果より，CD 法と C-HSMAC 法を用いる計算法によ

り，マクスウェル流体の基本的な粘弾性的な挙動が定
性的に再現できたと考えられる．

図–14 点 Qにおける u1 の時間変化

図–15 u1 の鉛直分布 (t = 21, x1 = 0.5)

図–16 u1 の鉛直分布 (t = 120, x1 = 0.5)

図–17 u1 の鉛直分布 (t = 171, x1 = 0.5)

I_283



6. 結言

本研究では，コロケート格子有限体積法により非圧
縮性マクスウェル流体を計算する手法について検討を
行った．応力の離散化手法については，NCD法で見ら
れた数値不安定性が本研究で提案する CD法により回
避できることが確認され，マクスウェル流体の計算で
は CD法が有効であることが示された．
圧力解法については，流速の発散値Dを制御可能な

圧力計算手法である C-HSMAC法を用いることにより，
ニュートン流体とマクスウェル流体の両者について流速
および応力を精度よく計算できることが示された．な
お，SMAC法でも圧力ポアソン方程式を離散化して得
られる連立１次方程式の求解におけるしきい値を適切
に設定すれば，C-HSMAC法と同様の結果を得ること
が可能であるが，計算条件が変わると何度かの試行が
必要となる可能性があることも合わせて示した．
提案した CD法と C-HSMAC法を用いて平行平板間

のマクスウェル流体に対して，時間的に変化する外力を
作用させた場合に生じる流れの数値実験を行った．そ
の結果，λを大きくするほどマクスウェル流体の弾性的
な挙動が強くなることを確認し，提案手法によりマク
スウェル流体の弾性的な挙動を定性的に再現できるこ
とを示した．
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