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1 はじめに
3次元ファノ多様体の双有理超剛性に関する最近の結果について紹介する. 3次元の単

線織多様体は, 極小モデルプログラムを実行することにより森ファイバー空間と双有理
同値になることはよく知られている. 3次元の森ファイバー空間とは, その底空間の次元
に応じて, ピカール数 1のファノ多様体,（曲線上の）del Pezzo束,（曲面上の）コニッ
ク束の 3種類に大別される. 簡潔に説明すれば, 双有理（超）剛性とは双有理同値類にお
ける森ファイバー空間の構造の一意性のことである. ファノ多様体の双有理（超）剛性
は 1970年代初頭に Iskovskikh–Manin [10]により始めて 3次元非特異 4次超曲面に対
して示され, 現在では多くの結果が得られてきている. もともと双有理（超）剛性の研究
はファノ多様体の非有理性を導くことを主たる動機として研究されてきた*1が, 現在で
は与えられたファノ多様体の双有理同値類における森ファイバー構造の決定それ自体が
双有理幾何学的に意義のあることと考えられる.

本稿では, 第 2節においてファノ多様体の双有理（超）剛性の定義および特徴付けを
紹介し, 第 3節において 3次元ファノ多様体の双有理（超）剛性に関する既知の紹介を
行い, 最終的に第 4節において著者による 3次元余次元 4主ファノ多様体の双有理超剛
性に関する結果（=定理 4.3）を紹介する.　主定理の証明の詳細には一切踏み込まない
ため, その点に関して興味のある読者は [16]を参照いただきたい.
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*1 ファノ多様体が双有理（超）剛性を有すれば非有理的である.
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2 双有理（超）剛性の定義
まずは双有理（超）剛性の定義を正確に与える. 本稿では, ファノ多様体は高々端末特

異点しか持たないような Q分解的正規射影多様体で反標準因子が豊富であるもの, とす
る. 同様に, 森ファイバー空間 Y/T は Y が高々端末特異点しか持たないようなものとす
る. ピカール数 1のファノ多様体 X は構造射 X → SpecCにより森ファイバー空間と
みなされるが, X/SpecCとは記述せず単に X と表記する. また森ファイバー空間 Y/T

が X と双有理同値であるという際には Y と X が双有理同値であることを意味する.

定義 2.1. X をピカール数 1 のファノ多様体とする. X と双有理同値である森ファイ
バー空間が（同型を除いて）X のみからなる場合に, X は双有理剛性を有するという.

X が双有理剛性を有し, かつ Bir(X) = Aut(X)が成り立つ時に, X は双有理超剛性を
有するという. ただし, Bir(X)は X の自己双有理写像のことである.

ファノ多様体の双有理超剛性は次のように特徴付けされる.

定理 2.2 (Cheltsov–Shramov [5, Theorem 1.26]). ピカール数 1のファノ多様体 X に
対して次は同値である.

(1) X は双有理超剛性を有する.

(2) X 上の任意の可動線形系M ∼Q −nKX に対して, 組 (X, 1
nM)は標準的である.

つまり, 一般のメンバーM ∈ Mに対して組 (X, 1
nM)は標準的である.

3 3次元主ファノ多様体の双有理（超）剛性
ファノ多様体 X で, そのWeil 因子類群 Cl(X) が Z と同型であり反標準因子 −KX

で生成されるときに主ファノ多様体という. 本節では, 3 次元主ファノ多様体の双有理
（超）剛性に関して知られている結果を解説する.

3次元主ファノ多様体はその反標準環の C代数としての生成系を指定することにより
重み付き射影空間に埋め込むことができる. Altinok, Iano-Fletcher, Reid, Prokhorov

らにより重み付き射影空間に埋め込まれた 3次元主ファノ多様体の分類が進行している
（そのデータベースが [3]に公開されている）. 実際に低余次元（具体的には余次元 3以
下）の場合にはその分類はうまく機能していることが確かめられている（例えば [6]参
照）. 重み付き射影空間に余次元 cの部分多様体として埋め込まれた主ファノ多様体を
余次元 c主ファノ多様体と呼ぶことにする. この際, X の埋め込みの余次元は最小であ
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るものと約束する.

定義 3.1. X を重み付き射影空間 P := P(a0, . . . , an) の部分多様体とする. 自然な射
影 An+1 \ {o} → P(a0, . . . , an) による X の逆像が非特異であるときに X は準非特異
（quasi-smooth）であるという. また, a0, . . . , an の任意の n個の組み合わせの最大公
約数が 1であり, かつ Pの特異点集合 Sing(P)の X への制限X ∩ Sing(P)の X におけ
る余次元が 2以上の場合に X は適正（well formed）であるという.

重み付き完全交叉については, 準非特異性が適正性を導くことを注意しておく（[9,

Theorem 6.17]参照）. また準非特異かつ適正な部分多様体 X ⊂ P(a0, . . . , an)は高々
巡回商特異点しか持たないことに注意しておく. 余次元 1, 2, 3の 3次元主ファノ多様体
の族の個数はそれぞれ 95, 85, 70族存在しており, 以下ではそれらの双有理（超）剛性に
関する既知の結果を列挙する.

定理 3.2 (Cheltsov–Park [4], Corti–Pukhlikov–Reid [7], Iskovskikh–Manin [10]). 準
非特異な 3次元重み付き主ファノ多様体は双有理剛性を有する. 95族のうち 50族につ
いてはその任意のメンバーは双有理超剛性を有し, 残りの 45族についてはその一般メン
バーは双有理剛性を有するが双有理超剛性は有しない*2.

定理 3.3 (Ahmadinezhad–Zucconi [2], Iskovskikh–Pukhlikov [11], O [13]). 85族から
なる準非特異な 3次元余次元 2主ファノ多様体のうち, その一般メンバーが双有理剛性
を有するものは具体的に分類され, それらは 19族からなる. その 19族に属する任意の
メンバーは双有理剛性を有する. さらに, その 19族のうち 8族についてはその任意のメ
ンバーは双有理超剛性を有し, 残りの 11族についてはその一般メンバーは双有理超剛性
を有しない.

3 次元余次元 2 主ファノ多様体の残りの 66 族に関する研究が [14, 15] でなされてお
り, 双有理双剛性（birationally bi-rigid）などと呼ばれる性質が出現している.

定理 3.4 (Ahmadinezhad–O [1]). 70族からなる準非特異かつ適正な 3次元余次元 3主
ファノ多様体のうち, その一般メンバーが双有理剛性を有するものは具体的に分類され,

それらは 3族からなる. その 3族のうち 2族についてはその一般メンバーは双有理超剛
性を有し, 残り 1族の任意のメンバーは双有理超剛性を有しない.

上記の結果を表 1にまとめておく. 余次元が高くなるほど双有理（超）剛性を有する
3次元主ファノ多様体が減少していることが観察される. 特に余次元 3での少なさによ

*2 ただし, 特殊なメンバーで双有理超剛性を有する場合がある.
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り, さらなる高余次元の場合の双有理（超）剛性を有するものの希少性が示唆される.

表 1 双有理（超）剛性を有する 3次元主ファノ多様体の族の個数

余次元　 1 2 3 · · ·
族の個数 95 85 70 · · ·

一般メンバーが双有理剛性を有する族の個数 95 19 3 · · ·
一般メンバーが双有理超剛性を有する族の個数 50 8 2 · · ·

4 3次元余次元 4主ファノ多様体の双有理超剛性
前節の状況を受けて, [16]において 3次元余次元 4主ファノ多様体の双有理剛性に関

する研究を行なった. 本節ではその結果を紹介する.

余次元 3以下の場合と異なり, 余次元 4以上においては主ファノ多様体の分類は困難
な状況である. 重み付き射影空間に埋め込まれた主ファノ多様体の数値データの分類は
行われておりそのデータベースが [3]にて公開されている. ただし, 実存する主ファノ多
様体から得られる数値データはデータベース上に存在する*3, データベース上にある数
値データに対応する主ファノ多様体の存在は現状では一般に不明である. ここで, （3次
元余次元 cの主ファノ多様体の）数値データとは, 以下の情報を含む：

• 重み付き射影空間の重み a0, . . . , ac+3.

• 定義方程式の個数とそれぞれの次数 d1, . . . , dl.

• 反標準次数 (−KX)3.

• X の特異点の個数と型.

余次元 4 で該当する数値データは 145 組存在し, その数値データに対応する 3 次元主
ファノ多様体の構成も徐々に与えられてきている. 数値データを眺めることで対応する
主ファノ多様体が双有理超剛性かどうかを予想することが可能である. その方法を説明
する.

定義 4.1. X ⊂ P(a0, . . . , a3+c)を準非特異かつ適正な 3次元余次元 c主ファノ多様体
（あるいはそのデータ）とし, P ∈ X を 1

r (1, a, r − a)型の特異点とする. 不等式

(−KX)3 − 1

ra(r − a)
> 0

*3 さらに補足すると, 数値データと射 f 奈央多様体の族は 1 対 1 に対応しない. つまり, 一つの数値デー
タに対応する複数の異なる主ファノ多様体の族が存在する場合がある.
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が成立するときに P ∈ X は射影中心（projection center）であるという.

上記の定義に現れる不等式の補足をしておく. X がデータではなく実際の主ファノ多
様体であるとき, P を中心とする唯一の因子収縮射 φ : Y → X が存在する（[12]参照）.
φは 1

r (1, a, r − a)–重み付き爆発であり,

(−KY )
3 = (−KX)3 − 1

ra(r − a)

であるので, P ∈ X が射影中心であることは (−KY )
3 > 0 という条件のことである.

(−KY )
3 > 0である場合に, Y からいわゆる「2-ray game」を実行することで森ファイ

バー空間への双有理写像が構成されることが経験的に観測されている*4. 実際に余次元
3以下の場合に次の事実が観測される：

事実 4.2. c ∈ {1, 2, 3}とし, X を準非特異かつ適正な 3次元余次元 c主ファノ多様体
とする.

(1) X 上に射影中心が存在しないならば, X は双有理超剛性を有する.

(2) c ∈ {2, 3}であり, かつX が（X の所属する族の中で）一般であるとき, (1)の逆
も成立する.

[16]において, 余次元 4で上記 (1)が成立することを調べ, その結果として双有理超剛
性を有する 3次元余次元 4主ファノ多様体の存在を示した. その具体的な結果を紹介し
たい.

145組の 3次元余次元 4主ファノ多様体の数値データのうち, 射影中心が存在しない
ものは 4組存在する. データベース番号を用いればその 4組は,

#25, #166, #282, #308

である（それぞれのデータの具体的記述については [3] 参照）. 最近 Coughlan–Ducat

[8]により, #25および#282に対応する（準非特異かつ適正な）主ファノ多様体の族が
構成された. より詳細には, #25 に対しては 1 族が, #282 に対しては 2 族が構成され
た. 便宜上 #282に対応するこの 2族を F (1)

282,F
(2)
282 と表すことにする.

定理 4.3 (O [16]). (1) #25,#166,#308 に対応する任意の準非特異かつ適正な主
ファノ多様体は双有理超剛性を有する.

(2) i = 1, 2に対して, F (i)
282 に属する一般メンバーは双有理超剛性を有する.

*4 証明されている事実ではない.
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定理の (1)は数値データのみを用いて証明がなされるのに対して, (2)では数値データ
のみでの証明は困難であり X の具体的な情報（定義方程式など）を利用した. 証明は込
み入っているため詳述することは控え, 簡単な方針を説明するにとどめる. X が双有理
超剛性を有しない場合は森ファイバー空間 Y/T への非同型な双有理写像 f : X 99K Y

が存在する. f を定める可動線形系をM ∼Q −nKX とすれば, 組 (X, 1
nM)が標準的で

ないことが知られている（定理 2.2参照）. 特にこれはMに属する因子が特定の部分多
様体 Γ ⊂ X で高い重複度を持つことを意味する. X 上の因子の交点数などを分析する
ことによりそのような高い重複度を持つ有効因子が存在し得ないことを示すことで矛盾
を導く, というのが証明の（一つの）方針である. 実際には, Γが曲線, 非特異点あるい
は特異点の別に応じて異なる議論を展開することになる.
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