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$\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$型部分因子環の分類について

増田俊彦 (高知大理)

1ff
本稿は [11] の簡単な解説である. ます本稿における設定及び記号について説明する. 特に断
らない限り $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}$ は $[\mathrm{M}:\Re]<\infty$ である $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型部分因子環である. $\mathrm{M}$ から $\mathrm{N}$へは index
を最小にする conditional expectation $E$ が一意的に存在するが, 以下では $\varphi$ は $\varphi \mathrm{o}E=\varphi$

を満たす faithful normal state としておぐ 部分因子環に関しては basic construction に
よっていつでも因子環の包含列 $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}\subset \mathrm{M}_{1}\subset \mathrm{M}_{2}\subset,$ . . を構成できる. $\mathrm{M}_{1}$ は $\mathrm{M}$ と

Jones projection $e_{\mathrm{N}}$ によって生或される von Neumann環であるがこの場合因子環となっ
ている. すると $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}$ に対して standard invariant とよばれる有限次元 von Neumann環
の列 $\{\mathrm{M}’\cap \mathrm{M}_{k}\subset \mathrm{N}’\cap \mathrm{M}_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ が得られる.
次に $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}$ に対してモジュラー自己同型群によって同時接合積をとる. つまり $\tilde{\mathrm{N}}\subset$

$\tilde{\mathrm{M}}$ :=N $n_{\sigma^{\varphi}}\mathrm{R}\subset \mathrm{M}\aleph_{\sigma^{\varphi}}\mathrm{R}$ を考えるのだ $\mathrm{B}_{-}^{\backslash ^{\backslash }}$, こむは今 9場 $\underline{\mathrm{D}}\mathrm{I}\mathrm{I}_{\infty}$ 型部分因子環である. こ

の部分因子環からも standard invariant $\{\mathrm{M}’\cap \mathrm{M}_{k}\subset\overline{\mathrm{N}}’\cap \mathrm{M}_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ が得られる. ここで重
要な仮定をおぐ

仮定 1 $\{\mathrm{M}’\cap \mathrm{M}_{k}\subset \mathrm{N}’\cap \mathrm{M}_{\mathrm{k}}\}_{k=1}^{\infty}=\{\mathrm{M}’\cap \mathrm{M}_{k}\subset \mathrm{N}’\cap \mathrm{M}_{k}\}_{k=1}^{\infty}$

本稿で解説するのは次の定理である.

定理 2 $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}$ を仮定 1 を満たす $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型部分因子環とする. ここで $\mathrm{N},$ $\mathrm{M}$ が単射的かつ
standard invariant が [14] の意味で強従順であるとする. この時 $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}\cong$ )$\Psi\otimes \mathfrak{N}_{\infty}\subset$

M8t\otimes N、となる. ここで $\mathrm{N}^{\mathrm{s}\mathrm{t}}\subset \mathrm{M}^{\mathrm{s}\mathrm{t}}$ は standard invariant から定まる canonical な $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型
部分因子環で, $\zeta$ は単射的 $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型因子環である.

この定理に関して少し注意をしておく $|$ [14] において Popaはかなり一般的な分類定理
を証明しており (因子環の型にはよらない), その定理の系として, 定理 2 を証明して v‘る.
本講演ではこの方法とは違い, Connes と Haagerup による単射的 $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型因子環の一意性の
証明 [4], [6] に基づいた証明の方針を解説する. また仮定 1 については, この仮定が成り立
つための条件が [7] によって求められている. $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型部分因子環が finite depth という条件
を満たせば, いつでも成立する, 群作用との関連では, この仮定は Sutheland-Takesaki の
意味での modular invariant [16] が自明である事に相当する.
証明のアイディアを簡単に説明する. $T>0$ を固定し, $\theta:=\sigma_{T}^{\varphi}$ とおいて, $\Omega\subset\varphi$ :=

$\mathrm{N}\mathrm{N}g\mathrm{Z}\subset \mathrm{M}\aleph$ \mbox{\boldmath $\theta$}
$\mathrm{Z}$ を考える. これは $\mathrm{I}\mathrm{i}\mathrm{I}_{\lambda}$型部分因子環 (但し $T=-\log\lambda/2\pi$ ) になるので,

この上の $\mathrm{T}$ の dual action �を分類する, というのが基本方針である. ここで注意すべき
は, このようにして生じる $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{\lambda}$ 型部分因子環はすでに Loi[9] によって分類されて $\mathrm{V}$ ‘る事で
定理 2 と同様の結果が成り立っている事である. 言うまでちなく, この Loi の結果自体は
Popa の $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型部分因子環の分類理論 [12], [13] に基づいている.
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2 垣 $\mathrm{I}_{\lambda}$ 型部分因子環への $\mathrm{T}$ の作用

この節では $\theta\in\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}$( $\mathrm{M}$ , N) が判れば, 定理 2 が従う事を説明する.

命題 3 $\Omega\subset\varphi$ を上の如くとする. この時, $\Omega\subset P\cong W^{\mathrm{t}}\otimes \mathfrak{R}_{\lambda}\subset \mathrm{M}^{\mathrm{s}\mathrm{t}}\otimes$欠, である.

証明の概略. 仮定 1及び [7] によって $\theta$ が長田-幸崎の意味 [2] で強自由である事と, $\theta$ の Loi
不変量が自明である事を用いる事により, $\Omega\subset\varphi$ の standard invariant が, $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}$ のそれ
と等しい事がわかる. $\Omega\subset\varphi$ の type $\mathrm{I}\mathrm{I}$ standard invariant もこれらに等しい事がすぐ分か
るので, [9] によって命題が成立する事が分かる. 口

次の命題はmodel action の一意性に相当する.

命題 4 (y $\alpha\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{I}, \mathrm{O})$ に対して, $\hat{\alpha}$ が [17] の意味で強自由でかつ $\Omega n_{\alpha}\mathrm{Z}\subset P\aleph$
\mbox{\boldmath $\alpha$}

$\mathrm{z}\underline{\simeq}$

$\Omega\subset\varphi$ なら, $\alpha\sim \mathrm{i}\mathrm{d}\wp\otimes\sigma$ である. ここで $\sigma$ は $\Re_{0}$ への $\mathrm{Z}$ の outer action である.
(2) $\alpha$ を [17] の意味で強自由な $\Omega\subset\varphi$への $\mathrm{T}$ の作用でかつ, $\Omega u_{\alpha}\mathrm{T}\subset\varphi\nu$

\mbox{\boldmath $\alpha$}
$\mathrm{T}\cong\Omega\subset\varphi$ と

なったとする. すると $\alpha\sim \mathrm{i}\mathrm{d}_{\wp}\otimes\hat{\sigma}$である.

命題 $4(1)$ の証明には, Cnt $(\varphi, \mathrm{g})$ と $\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\wp, \mathrm{g})$ の [17], [18] による特徴付け ([8, Theorem 1]
の部分因子環版) が必要になるが, ここではこれ以上詳しくは述べない. (2) は (1) と竹崎
双対定理を組み合わせる事により示される.

$\mathfrak{N}_{\infty}$ の faithful normal state $\varphi^{0}$ を一つ固定し, $\theta^{0}:=\sigma_{T}^{\varphi^{0}}$ とおぐ欠
$\infty$ X50 $\mathrm{z}\underline{\simeq}\mathfrak{N}_{\lambda}$ であ

る. $\Omega\otimes \mathfrak{N}_{\lambda}\subset\varphi\otimes$欠, 上 $\hat{\theta}_{t}\otimes\hat{\theta^{0}}_{-t}$ を考えるとこれが命題 $4(2)$ の仮定を満たす事が証明で
きる. よって, $\hat{\theta}_{t}\otimes\theta_{-t}^{\hat{0}}\sim \mathrm{i}\mathrm{d}\varphi\otimes\hat{\sigma}_{t}$ となる.

命題 5 $\hat{\theta}_{t}\cong\hat{\theta}_{t}\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}\Re_{\lambda}\otimes\hat{\sigma}_{t}$ が成り立つなら, 定理 2 が成立する.

証明. 次の様にして, $\hat{\theta}_{t}\sim \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{M}^{\mathrm{s}\mathrm{t}}}\otimes\theta_{t}^{\hat{0}}$ がわかる.

$\hat{\theta}_{t}\sim\hat{\theta}_{t}\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}_{\Re_{\lambda}}\otimes\hat{\sigma}_{t}$

$\hat{\theta}_{t}\otimes\theta_{-t}^{\hat{0}}\otimes\theta_{t}^{\hat{0}}$

$\sim \mathrm{i}\mathrm{d}\wp\otimes\hat{\sigma}_{t}\otimes\theta_{t}^{\hat{0}}$

$\sim \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{M}}s\mathrm{t}\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}_{\Re_{\lambda}}\otimes\hat{\sigma}_{t}\otimes\theta_{t}^{\hat{0}}$

$\sim \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{M}^{\mathrm{s}\mathrm{t}}}\otimes\theta_{t}^{\hat{0}}$

最後の自己同型は, $\mathrm{N}^{\Re}\otimes \mathfrak{N}_{\lambda}\subset \mathrm{M}"\otimes$欠,上の自己同型である. よって竹崎双対定理によ
り, $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}\cong$ 稼 $\otimes \mathfrak{N}_{\infty}\subset \mathrm{M}^{\mathrm{s}\mathrm{t}}\otimes \mathfrak{N}_{\infty}$が分かる. 口

命題 5 により, 定理 2 の証明には, 一種の model action splitting を証明すれば良いこ
とがわかる. そして model action splittingは次の二つの条件から導かれる.
(i) $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}\cong \mathrm{N}\otimes\Re_{\lambda}\subset \mathrm{M}\otimes \mathfrak{R}_{\lambda}$ .
(ii) $\theta\in\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{M}, \mathrm{N})$ .
ます (i) より, $\varphi_{1}$ を $\mathfrak{N}_{\lambda}$ 上の periodic state とすれば, $\theta=\sigma_{T}^{\varphi}\sim\sigma_{T}^{\varphi}\otimes\sigma_{T}^{\varphi 1}=\theta\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}\Re_{\lambda}$ と

なるので, $\hat{\theta}\sim\hat{\theta}\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}_{\Re_{\lambda}}$ がわかる.
また (i) より, $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}$ -\simeq N\otimes \Re 0\subset M\otimes 烏が分かるので, partial isometryの列 $\{u\text{訂}\subset \mathrm{N}$

で $u_{n}u_{n}^{*}+u_{n}^{*}u_{n}=1$かつ $\mathrm{M}$で centralizing sequenceになるような物が存在する. $U$ を $\Omega\subset\varphi$

内の implementing unitary とし, また仮定によって $\theta=\lim \mathrm{A}\mathrm{d}w$n となる $\{w_{n}\}$ $\subset U$(N) を
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とる. そこで, $v_{n}:=u_{n}w_{n}^{*}U$ と定義すると, $\hat{\theta}_{t}(v_{n})=e^{it}v_{n},$
$v_{n}v_{n}^{*}$ 十 $v_{n}^{*}v_{n}\approx 1$ かっ $\{v_{n}\}$ が $\varphi$

内で centralizing sequence になる. ( $\approx 1$ の部分はうまく $u_{n},$ $w$n をとれば=1 とできる,)
よっ $\vee\tau$ action を込めてで, [1] のように焉の部分をテンソル積で分離する事ができる. つ
まり $\hat{\theta}\sim\hat{\theta}\otimes\hat{\sigma}$ となるので, 命題 5 の仮定が成立する.
最後に “

$\lambda$-stabihty” $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}\cong \mathrm{N}\otimes \mathfrak{N}_{\lambda}\subset \mathrm{M}\otimes\Re_{\lambda}$に関して {は, [1] の property $L_{\lambda}’$ の

“local characterization” が [4] で与えられており, これと $\theta\in\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{M}, \mathrm{N})$ を組み合わせる事
により証明できる. よって問題は $\theta$ の漸近内部性の証明に帰着される.

3 モジュラー自己同型の漸近内部性
[3] で Connes は $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型因子環の自己同型の漸近内部性を次の様に特徴付けた.

定理 6 $\mathrm{M}$ を $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型因子環とする. $\alpha\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{M})$ に対し, 次は同値.
(1) $\alpha\in\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{M})$

(2) $\tilde{\alpha}\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}$ ( $C^{*}(\mathrm{M},$ $J$MJ)) で, $\mathrm{M}\text{上}\tilde{\alpha}=\alpha,$ $J$MJ上自明となる物が存在.

系 7 $\mathrm{M}$ が Effros-Lanceの意味で semi-discrete([5] 参照) なら, Aut(M) $=\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{M})$ .

この系は $C^{*}(\mathrm{M}, J\mathrm{M}J)\cong \mathrm{M}\otimes_{\min}J$MJ が semi-discrete性がら従う事による.
[4] では, $\mathrm{M}$ が単射的 $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$型因子環の時も, -h と $\mathrm{H}-$様に $\mathrm{M}\otimes_{\min}J\mathrm{M}J\cong C^{*}$ ( $\mathrm{M},$ $J$XJ) で

ある事を利用して $C^{*}$ ($\mathrm{M},$ $J$MJ) 上の自己同型 $\tilde{\theta}$ で $\tilde{\theta}|_{\mathrm{M}}=\theta,\tilde{\theta}|_{J\mathrm{M}J}=\mathrm{i}\mathrm{d}$ となる $\tilde{\theta}$ を構成し.
$\sigma_{T}^{\varphi}\in\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{M})$ を示している 4
部分因子環論では包含関係の semi-discrete性という定義はないが,$\backslash$ Effros-Lance式の従

順性の特徴付けというのが, Popaによって得られている. [15] において, Popaは symmetric
enveloping algebra $\mathrm{M}\otimes \mathrm{M}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}}$ を導入し, 従順性の一つの同値な条件として, ( $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型部分

因子環に関して) $C_{\min}^{*}$ ( $\mathrm{M},$

$ee_{\mathrm{N}}$

N,
$\mathrm{M}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}}$ ) $\cong C$’ ( $\mathrm{M},$ $e$N, $J\mathrm{M}J$) を得ている. 前者は symmetric

enveloping algebra の中で生成される $C^{*}$ 環で後者は $B(L^{2}(\mathrm{M}))$ 内で生成される $C^{*}$ 環で
ある.
上述した Connes の結果の部分因子環の類似としては次の定理がある ([10]).

定理 8 $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}$ を $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型部分因子環とすると次は同値.
(1) $\alpha\in\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{M},\mathrm{N})$

(2) $\tilde{\alpha}\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}$ ( $C^{*}(\mathrm{M},$ $e$N, $J\mathrm{M}J$)) で, ‘(上 $\tilde{\alpha}=\alpha,$ $J$MJ上自明, $\tilde{\alpha}(e_{\mathrm{N}})=e_{\mathrm{N}}$ となる物力\Sigma 学巳

系 9 $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}$ を従順な $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型部分因子環とすると, Int(M, N) $=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\Phi$ . 但し $\Phi(\alpha)=$

$\{\alpha|_{\mathrm{M}’\cap \mathrm{M}_{k}}\}_{k=1}^{\infty}$ は Loi不変量である.

この系は, $\alpha\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ (\Phi ) に対しては $\mathrm{M}\otimes \mathrm{M}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}}$上の自己同型 $\alpha\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}$が $\mathrm{M}\mathbb{E}\mathrm{M}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}}$ に自然に拡

張される事と, Effros-Lance 式の部分因子環の従順性の特徹付けを組 $b_{\mathbb{E}3}^{A}e_{N}$わせる事により
得られる. $\alpha\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ (\Phi ) の条件が必要な事に関して補足をしておぐ Symmetric enveloping
mlgebra を考える利点の一つとして $\mathrm{M}\mathbb{E}\mathrm{M}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}}$ 内で basic construction $\mathrm{N}\subset \mathrm{M}\subset \mathrm{M}_{1}\subset\cdots$

が構成できる事が挙けられるが, この時 $\mathrm{M}’\cap \mathrm{M}_{k}\subset \mathrm{M}^{o\mathrm{p}\mathrm{p}}$が成立し, この関係を考慮する
と $\alpha\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ (\Phi ) でなくてはならない事が判る.
ここで本来の問題にもとる事にする. 強従順な $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型部分因子環に対して $\theta=\sigma_{T}^{\varphi}\in$

$\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{M}, \mathrm{N})$ となる力 $\mathrm{a}$, が問題であったが, この問題を扱うのに, symmetric enveloping al-
gebra を用 $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$る.



32

$\theta|_{\mathrm{M}’\cap \mathrm{M}_{k}}=\mathrm{i}\mathrm{d}$ が全ての $k$ について成り立つので $\theta\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}$ は
$\mathrm{M}\bigotimes_{e_{\mathrm{N}}}\mathrm{M}$

opp上の自己同型 $\theta \mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{d}$

に $\theta \mathbb{E}\mathrm{i}\mathrm{d}(e\mathrm{N})=e\mathrm{N}$ となるように拡張できる. これと Effros-Lance式の特徴付けによって,
$C^{*}$ ( $\mathrm{M},$ $e$N, $J\mathrm{M}J$)上の自己同型 $\tilde{\theta}$ が $\tilde{\theta}|_{\mathrm{M}}=\theta,\tilde{\theta}|_{J\mathrm{M}J}=\mathrm{i}\mathrm{d}$ かつ $\tilde{\theta}(e_{\mathrm{N}})=e\mathrm{N}$ となるように構成
する事ができる. これを用いると $\sigma_{T}^{\varphi}\in\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{M}, \mathrm{N})$ が証明できるが, この過程で bicentralizer
の trivialityが必要になる. ます漸近内部的自己同型の特徴付けが [4] と同様に以下のよう
に与えられる 4

定理 10 次は同値.
(1) $\theta\in\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{M}, \mathrm{N})$ .
(2) 任意の $\psi_{1},$ $\cdots,\psi_{n}\in(\mathrm{M}_{*})_{+}$ と $\epsilon>0$ に対して, 次のような $0\neq x\in \mathrm{N}$が存在する.

$||$ x$\xi j-\theta$ ($\xi$j)x $|| \leq\epsilon\sum_{i=1}^{n}||$x$\xi$j $||$ .

ここで $\xi j\in L^{2}(\mathrm{M})_{+}$ は $\varphi j$ の representing vector である.

この定理を適用して, $\sigma_{T}^{\varphi}\in\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{M},\mathrm{N})$を証明する. ます $\psi_{1},$
$\cdots,$

$\psi_{n}$及び $\epsilon$ を固定する.
$\varphi:=[\mathrm{M} : \mathrm{N}]\sum\psi_{i}\mathrm{o}E$ とおくと, Pimsner-Popa不等式を用いる事により, $\psi_{\dot{\iota}}\leq\varphi$ が判る.
$\varphi \mathrm{o}E=\varphi$ も明らかである.

$T_{j}x\xi_{\varphi}:=x\xi \mathrm{j}$ と $T_{j}$ を定義すると, $T_{j}\in J\mathrm{M}J$ である. そこで $b_{j}:=JT_{j}^{*}J\in \mathrm{M}$ と
置くと, $||b_{\mathrm{j}}||\leq 1$ かつ $b_{j}^{*}\xi_{j}=\xi_{j}b_{j}=\xi_{\varphi}$ である. $X:= \sum_{j=1}^{n}e_{\mathrm{N}}|b_{j}^{*}-Jb_{j}^{*}J|^{2}e_{\mathrm{N}}$ と置ぐ
f(x)\in C。(R+) を [4] のようにとって, $1-e_{\mathrm{N}}+X+e_{\mathrm{N}}|f(\Delta_{\varphi})-1|^{2}e_{\mathrm{N}}$ という作用素を考
える. ノルムを見る事により,

$0\leq 1-e\mathrm{N}+X+e\mathrm{N}|f(\Delta_{\varphi})-1|^{2}e\mathrm{N}\leq 4n+2$

が判るので,

$0\leq 4n+2-(1-e\mathrm{N}+X+e_{\mathrm{N}}|f(\Delta_{\varphi})-1|^{2}e_{\mathrm{N}})\leq 4n+2$

が成立する. $||4n+2-(1-e_{\mathrm{N}}+X+e\mathrm{N}|f(\Delta_{\varphi})-1|^{2}e_{\mathrm{N}})||\leq 4n+2$ が判るが, ここで
$X\xi_{\varphi}=0,$ $e_{\mathrm{N}}\xi_{\varphi}=\xi_{\varphi},$ $f(\Delta_{\varphi})\xi_{\varphi}=\xi_{\varphi}$ が成り立つ事より, $\xi_{\varphi}$ が実際にノルムを達成する事
が確認できる. よって $||4n+2-$ ( $1-e_{\mathrm{N}}+X+e\mathrm{N}|f$ (\Delta ,) 一月 2eN)|| $=4n+2$ となる. こ
こで $||4n+2-(1-e_{\mathrm{N}}+\tilde{\theta}(X)+e\mathrm{N}|f(\Delta_{\varphi})-1|^{2}e\mathrm{N})||=4n+2$ が成り立つ事を仮定し
よう. $\tilde{\theta}(X)=\sum_{j=1}^{n}e\mathrm{N}|\theta(b_{j}^{*})-Jb_{j}^{*}J\}^{2}e\mathrm{N}$である事に注意すると, これから単位ベクトノレ

$\xi\in L^{2}(\mathrm{M})$ が次の様に取れる.
(a) $||(1-e_{\mathrm{N}})\xi||\leq\epsilon$,
(b) $||\theta(b_{j}^{*})e_{N}\xi-Jb_{j\mathrm{N}}^{*}Je\xi||\leq\epsilon,$ $1\leq j\leq n$ ,
(c) $||(f(\Delta_{\varphi})-1)e_{\mathrm{N}}\xi||\leq\epsilon$ .

(a) より $\eta:=e_{\mathrm{N}}\xi\in L^{2}(\mathrm{N})$ とすると, $\eta$ はほとんとノルム 1 のベクトノレである. さら
に適当に $\eta$ を $x\xi_{\varphi},$ $x\in \mathrm{N}$ の形の元で近似してやると, (b) から $||\theta(b_{j}^{*})x\xi,$ $-Jb_{j}^{*}Jx\xi,||\approx$

$/\mathrm{J}\backslash$ , となる. (c) を使うことで, $x\xi_{\varphi}$ を $\xi_{\varphi}x$ {こうまく置き換えて, $||\theta(b_{j}^{*})\xi_{\varphi}x-x\xi_{\varphi j}b||=$

$||\theta(b_{j}^{*}\xi,)x-x\xi j||=||\theta(\xi j)x-x\xi j||\approx$ 小, となって証明が完成する.
上の証明での一つのポイント lよ, $||4n+2-(1-e_{\mathrm{N}}+\tilde{\theta}(X)+e_{\mathrm{N}}|f(\Delta_{\varphi})-1|^{2}e_{\mathrm{N}})||=4n+2$

となっている点である. すでに $\tilde{\theta}\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}$ ( $C^{*}($ $\mathrm{M},$ $e$N, $J\mathrm{M}J$)) が構或できる事はみているが,
この等式が成立するためには大雑把にいって, $\tilde{\theta}$が $C^{*}$ ($\mathrm{M},$ $e$N, $J\mathrm{M}J,$ $\Delta_{\varphi}^{it}$ ) の自己同型にまで
のびていればよい. (厳密には $C^{*}$ ($\mathrm{M},$ $e$N, $J\mathrm{M}J,$ $\Delta_{\varphi}^{jt}$) では大きすきるので, 適当な部分代数
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を考えなくてはいけないが, ここでは詳述する事はさける,) そのために $C^{*}$ ( $\mathrm{M},$ $e$N, $J\mathrm{M}J$)
と $C_{\min}^{*}$ ( $\mathrm{M},$ $e$N,

$\mathrm{M}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}}$ ) の対応に注目する. この対応で $\Delta_{\varphi}^{it}$ は自然に $L^{2}(\mathrm{M}\mathbb{E}\mathrm{M}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}})$ 上のユ
$e_{\mathrm{N}}$

ニタリ $\Delta_{\varphi}^{it}\mathbb{R}\Delta_{\varphi^{o\mathrm{p}\mathrm{p}}}^{-it}$ に対応し, $C_{\min}^{*}(\mathrm{M},$
$e_{\mathrm{N}}$ , $\mathrm{M}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}}$ , \Delta i\mbox{\boldmath $\varphi$}t\ltimes \Delta \mbox{\boldmath $\varphi$}-oi\mapsto上では自然に $\theta\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}$ の拡張

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$が考えられる. ( $\mathrm{N}=\mathrm{M}$ の時は上の $\Delta_{\varphi}^{it}\otimes\Delta_{\varphi^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}}}^{-1t}$

.
は $\Delta_{\varphi}^{it}\otimes\Delta_{\varphi}|.t$ に, $\tilde{\theta}$ は Ad $\Delta_{\varphi}^{it}\otimes 1$ に対応し

ている.)
そこで $C_{\min}^{*}$ ($\mathrm{M},$ $e$N, $\mathrm{M}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}},$ $\Delta_{\varphi}^{it}$ 凶 $\Delta_{\varphi^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}}}^{-it}$) と $C^{*}$ ($\mathrm{M},$ $e$N, $J\mathrm{M}J,$ $\Delta_{\varphi}^{il}$ ) の間に自然な同型対応

があれば, この対応を通じて, $\tilde{\theta}$ が $C^{*}$ ($\mathrm{M},$ $e$N, $J\mathrm{M}J,$ $\Delta_{\varphi}^{it}$ ) 上で考えられる. この同型を示す
ために bicentralizerの自明性が必要になるのである. (上にも注意した通り, 厳密にはこれ
らの環では大きすぎるので適当な部分環を考える.)
部分因子環に対する relative bicentralizerの定義をここで述べておく.

定義 11 $\varphi$ を $\varphi\circ E=\varphi$ となる faithful normal state とする.
(1) $C(\varphi):=\{(x_{n})\in l^{\infty}(\mathrm{N}, \mathrm{N})|||[x_{n}, \varphi]||arrow 0, (narrow\infty)\}$ と定義する.
(2) $B(\varphi):=$ { $a\in \mathrm{M}|[a,$ $x_{n}]arrow 0,$ $(narrow\infty)\sigma$-strongly for any $(x_{n})\in C($ \mbox{\boldmath $\varphi$})} と定義し, こ
れを relative bicentralizer と呼ぶ.

明らかに $\mathrm{N}’\cap \mathrm{M}\subset B(\varphi)\subset \mathrm{N}_{\varphi}’\cap \mathrm{M}$ であるので, もし $\mathrm{N}’\cap \mathrm{M}=\mathrm{N}_{\varphi}’\cap \mathrm{M}$ なら $B(\varphi)=$

$\mathrm{N}’\cap \mathrm{M}$ となる. Bicentralizerの自明性は大雑把にいって $\mathrm{M}_{\varphi}’\cap \mathrm{M}=\mathrm{C}$ となるような faithful
normal state の存在を意味しているが, relative bicentralizerでは $\mathrm{M}_{\varphi}’\cap \mathrm{M}_{k}=\mathrm{M}’\cap \mathrm{M}_{k}\text{と}$

なる faithful normal state の存在を意味している. これについては [6] と同様の議論によっ
て, Popaが [14] で証明している. (この条件は [14] での部分因子環に対する central freeness
と関係がある.) つまり仮定 1 より, $\mathrm{M}’$ \cap Mk=M’\mbox{\boldmath $\varphi$}。 $\cap(\mathrm{M}_{k})_{\varphi 0}$ が dominant weight $\varphi_{0}$ につ

$\mathrm{t}^{\mathrm{a}^{\vee}}T\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathfrak{v}\text{立}\vee\supset \text{の}^{\mathit{3}}.\hslash$s, $-\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-}\subset\backslash \backslash$ relative commutant theorem $\mathrm{M}’$
$\cap \mathrm{M}_{k}=\mathrm{M}_{\varphi 0}’\cap(\mathrm{M}_{k})_{\varphi 0}\hslash\backslash ^{\backslash }$

成立するので, 結局 M’\mbox{\boldmath $\varphi$}。 $\cap \mathrm{M}_{k}=\mathrm{M}’\cap$ Mk が成り立つ. これ g0出発点として [6] と同様の
議論を行えば良い.

$B(\varphi)=\mathrm{N}’\cap \mathrm{M}$ がわかると, EN\mbox{\boldmath $\varphi$},。M(x) $= \lim_{narrow\infty}P_{n}$ (x), $P_{n}(x)= \sum_{j=1}^{m_{n}}\lambda_{j}^{\mathrm{n}}\mathrm{A}\mathrm{d}u$\sim x,
$\sum_{j=1}^{m_{n}}\lambda \mathrm{y}=1,$ $\lambda_{j}^{n}>0$ , かつ $\sup_{j}||[\varphi, u_{n}^{j}]||arrow 0,$ $(narrow\infty)$ となるように EN\mbox{\boldmath $\varphi$},。M を近似でき
る. (一種の Dixmier approximation のようなもの.) この事実が, 上の $C^{*}$環の同型を示す
のに決定的となる.
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