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1 研究の背景

非粘性流体中の二次元 Vortex Sheet の時間発展については BiIkhofff‐Rott 方程式と呼ばれる

微分積分方程式によって記述される.ここで; Vortex Sheet とは曲線上に線密度の渦が分布して

いる状態を指す.この方程式については, その線形化方程式が Kelvin‐Hehnholtz 不安定性によ

り Hadaınard の意味で非適切であることから, 非適切な問題であることが指摘されている.一方

で.‐ 初期値が解析的なら Cauchy‐Kowalewski の定理により解析的な時間局所解が存在すること

が証明できるため [12], この解が有限時刻で解析性を失うかどうかが問題となる.しかし.i 一般に
Birkhofff‐Rott 方程式の数学解析は容易ではな \langle 滑らかな初期値に対する非適切性の数学的な証

明はなされていない.一方で, Moore[9] は定常解に滑らかな微小摂動を加えた初期値について 有

限時刻で Vortex Sheet の曲率が発散することを漸近解析の手法を用いて示した.また.: Krasny は

[4] において.‐ Vortex Sheet を点渦近似することでBirkhofff‐Rott 方程式を離散化し その解の時

間発展の数値計算を通して Moore の結果を実証した.さらに,Krasny[5] では Chorin[1] により導
入された Vortex blob 法と呼ばれる方法で Birkhofff‐Rott 方程式を正則化し.計算を安定させるこ

とでVortex Sheet の爆発時間を超えた計算を可能にし..結果として渦の巻き上げ現象が起こるこ

とを示した.渦層の数学解析 ; 数値計算に関する成果のサーベイ論文については.‐ 例えば坂上 [11]
を参照されたい.上記の研究は1層の Vortex Sheet の結果であるが.本研究では2層のVortex

Sheet について.線形化方程式における安定性の解析.解の爆発の数値計算 Vortex blob 法による

の渦の巻き上げ現象の数値計算を行った.特に.2層の場合には Vortex Sheet の相互作用があるた

め.より複雑な渦運動が数値計算によって確認できることがわかった.
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2 一層の Vortex Sheet に関する先行研究

二次元非粘性非圧縮流体における Vortex Sheet は複素曲線によって表すことができる.

 z(\Gamma, t)=x(\Gamma, t)+iy(\Gamma, t) .

ここで.‐  t は時刻であり.  \Gamma は循環を表すラグランジアンパラメータである.Vortex Sheet の時間発

展は Birkhofff‐Rott 方程式と呼ばれる.
 \ovalbox{\tt\small REJECT}
以下で与えられる非線形の微分積分方程式によって記述さ

れる.これは曲線上に初期渦度が集中し.。その時間発展についても曲線で表されるという仮定の下

で二次元 Euler 方程式から形式的に導かれる.

  \frac{\partial}{\partial t} を  ( \Gamma, t)=\frac{1}{2\pi i}\int_{-\infty}^{\infty}\frac{1}{z(\Gamma,t)-
z(\overline{\Gamma},t)}d\overline{「} . (1)

ただし.‐ ゑは  z の複素共役を表し 積分は Cauchy の主値である.ここで.‐   p(\Gamma, t)=z(\Gamma, t)-\Gamma が
 \Gamma について周期的でその周期が1と仮定すると (1) は以下で書き換えられる.

  \frac{\partial}{\partial t}\overline{z}(\Gamma, t)=\frac{1}{2i}\int_{0}^{1}
\cot\pi(z(\Gamma, t)-z(\overline{\Gamma}, t))d\overline{\Gamma} . (2)

ここでは初期条件として  z(\Gamma, 0)=\Gamma+P(\Gamma, 0) を考える.これは定常解である   z(\Gamma, t)=\Gamma に摂動

項  p を加えた形である.この定常解に対する安定性解析については,(1) の線形化方程式に対して
 Pe^{\omega t+ik\Gamma} なる解を求めることができ.: それは

 z(\Gamma_{i}t)=\varepsilon(1-i)e^{\frac{k}{2}t+ik\Gamma}, z(\Gamma, t)=
\varepsilon(1+i)e^{-\frac{k}{2}t+ik\Gamma},

となる.特に前者の解については.任意の増大率を持つ短波長の解を持つことを意味しており

(Kelvin‐Helm宙oltz 不安定性) .: 線形方程式が Hadaulard の意味で非適切な問題であることを意味
している.このことからも 元の非線形 Birkhofff‐Rott 方程式についても非適切な問題であること

が推測されるが; 実際に NIoore の漸近解析 [9] によれば

 z(\Gamma, 0)=\Gamma+i\varepsilon si_{I1}\Gamma,

なる滑らかな初期値に対して:

 1+ \frac{t_{c}}{2}+ 11Ì  t_{c}=1_{I1\frac{4}{\varepsilon}},
を満たす時刻  t。でVortex Sheet の曲率 ( 2微分) が発散することが示されている (ただし 1回

連続微分可能ではある).この事実は. \ovalbox{\tt\small REJECT} Krasny による数値計算 [4] によっても実証されている.そこ

では解の周期性の下.: (2) を以下のように離散化する.

  \frac{d}{dt}\overline{z}_{j}=\frac{1}{2iN}\sum_{k\neq j}^{N}\cot\pi(z_{j}-
z_{k}) . (3)
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図1 点渦近似した常微分方程式 (3) の数値解.時間発展については4次の Runge‐Kutta 法を
用いた (以下の数値計算も同様).左図は  N=50 , 右図は  N=100.

ただし,  z_{j}(t)=z(\Gamma_{j}, t)_{:_{i}}\Gamma_{j}=(j-1)/N_{\mathfrak{i}}j=1 , ...,  N であり 初期データは  zj(0)=\Gamma_{j}+p(\Gamma_{j}, 0)
で与える.(3) は次の常微分方程式系と同値である.

  \frac{dx_{j}}{dt}=-\frac{1}{2N}\sum_{k\neq j}^{N}\frac{s\dot{{\imath}}
nh2\pi(y_{j}-y_{k})}{\cosh 2\pi(y_{j}-y_{k})-\cos 2\pi(x_{j}-x_{k\prime})},
(4)

  \frac{dy_{j}}{dt}=\frac{1}{2N}\sum_{k\neq j}\frac{s\dot{{\imath}}n2\pi(x_{j}-
x_{k})}{\cosh 2\pi(y_{j}-y_{k})-\cos 2\pi(x_{j}-x_{k})}N
(4) の初期データ zj (0)  =\Gamma_{j}+0.01\sin 2\pi\Gamma_{j} に対する数値解を図1に示す.数値解において特異

性の発生時刻  t。は VoItex Sheet を近似している点渦の  x‐軸方向の順序が入れ替わる (点渦が垂
直に並ぶ) 時刻で定義する.実際にこの時刻において曲率が発散していることが数値的に確認でき

る.さらに.1図1から推測できるように点渦の個数を増やす (近似の精度を上げる) と  t。は単調に
減少していき.ある一定の値に近づいてい  \langle . 外挿法により   Narrow\infty における  t_{c} の値を求めること

でMoore の解析により得られる時刻に一致することが知られている [4]. さらに,Krasny は (3) の
Vortex blob 法による正則化方程式を考え,Vortex Sheet の時間発展の数値計算を行った [5]. 正則
化方程式の離散化は次で与えられる.

  \frac{dx_{j}}{dt}=-\frac{1}{2N}\sum_{k\neq j}^{N}\frac{\sinh 2\pi(y_{j}-y_{l_{
\iota}}\prime)}{\cosh 2\pi(y_{j}-y_{k\prime})-\cos 2\pi(x_{j}-x_{k})+\delta^{2}}
,
(5)

  \frac{dy_{j^{A}}}{dt}=\frac{1}{2N}\sum_{k\nearrow\neq j}^{N}\frac{\sin 2\pi(x_
{j}-x_{k})}{\cosh 2\pi(y_{j}\cdot-y_{k\prime})-\cos 2\pi(x_{j}-x_{k\nearrow})+
\delta^{2}}.
(5) の右辺において:‐  \delta>0 では分母が  0 にならず特異性が表れないことに注意する.図1と同じ初

期値に対する数値解を図2に示す.正則化方程式では解は時間大域的に存在するので時刻  t。を超
えて数値計算が可能であり 特異点が現れていた付近において ‘渦の巻き上げ” を確認できる.図2

からわかるように  \delta を小さ  \langle 取ると渦の巻き上げ数が多  \langle なるが.全体としての渦の大きさは変わ

らない.Vortex blob 法については (1) において解が存在する間は  \deltaarrow 0 極限で (1) の解に収束し
また任意の時間区間において二次元 Etller 方程式の弱解に収束することが知られている [8] (二次元
Euler 方程式の Vortex Sheet 初期値に対する弱解の存在は知られているが一意性は不明 [3]).
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図2 正則化方程式の数値解  (N=400) . 左図は点渦の位置,右図はそれらの補間曲線を図示し
ている.  [0,1] 区間には  \delta=0.5,  [1,2] 区間には  \delta=0.25 に対応する数値解を図示.

3 2層の Vortex Sheet の数理解析

前節の1層Vortex Sheet の数理解析を踏まえて2層の Vortex Sheet を考える.時間発展を記述

する Birkhofff‐Rott 方程式は以下で与えられる.

  \frac{\partial}{\partial t}\overline{z}^{+}(\Gamma, t)=\frac{1}{2\pi i}\int_{-
\infty}^{\infty}\frac{d\overline{\Gamma}}{z^{+}(\Gamma,t)-z^{+}
(\overline{\Gamma},t)}-\frac{1}{2\pi\prime i_{i}}\int_{-\infty}^{\infty}
\frac{d\overline{\Gamma}}{z^{+}(\Gamma,t)_{\sim}^{\sim-}-
\prime(\overline{\Gamma},t)},
(6)

  \frac{\partial}{\partial t}\overline{z}^{-}(\Gamma, t)=-\frac{1}{2\pi^{ff}
i_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\int_{-\infty}^{\infty^{-}}
\frac{d\overline{\Gamma}}{z^{-}(\Gamma,t)-z^{-}(\overline{\Gamma},t)}+\frac{1}{2
\pi i}\int_{-\infty}^{\infty}\frac{d\overline{\Gamma}}{z^{-}(\Gamma,t)-z^{+}
(\overline{\Gamma},t)}.
本研究では初期データとして上下平行に位置する2層の VOItex Sheet を与える.

 z^{+}( \Gamma, 0)=\Gamma+i\frac{d}{2}+P^{+}(\Gamma, 0)_{\dot{r}} z^{-}(\Gamma, 
0)=\Gamma-i\frac{d}{2}+p^{-}(\Gamma, 0) .

ただし..  z^{+_{:}}-z^{-} はそれぞれ上層 . 下層の Vortex Sheet を表し,  d はVortex Sheet 問の距離を表す

定数である.まずは安定性解析の結果を述べる.1層の場合と同様に線形化方程式を考え:

 z^{\pm}( \Gamma, t)=\Gamma\pm i\frac{d}{2}+P^{\pm}e^{\omega t+ik\Gamma},
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図3 反対称初期データに対する特異点の発生時刻における数値解  (\varepsilon= o.O1,  k=1,  N=

 100) . 左上,右上,左下 , 右下の順に,  d=0.2,  d=0.15,  d=0.1,  d=0.05 である.

となる形の解を求める 波数  k のモードに対して増大率減衰率を持つ解がそれぞれ2つずつ求め

ることができるが,ここでは次の増大率を持つ解に注目する (複号同順.以下も同様).

 z^{+}( \Gamma, t)=\Gamma+i\frac{d}{2}\mp\varepsilon(\sqrt{1\mp E_{k}}-
i\sqrt{1\pm E_{k}})e^{\frac{k}{2}t\sqrt{1-E_{k}^{2}}}\sin(\pm\frac{k}{2}tE_{k}+k
\Gamma) ,

 z^{-}( \Gamma, t)=\Gamma-i\frac{d}{2}+s(\sqrt{1\mp E_{k}}+i\sqrt{1\pm E_{k}})e^
{\frac{k}{2}t\sqrt{1-E_{k}^{2}}} siıl  ( \pm\frac{k}{2}tE_{k}+k\Gamma) .

ただし,  E_{k}=e^{-kd} である.よって. \ovalbox{\tt\small REJECT} 1層の場合と同様に任意の増大率の短波長の解を持つことが

わかる.  \Gamma に対する周期境界条件の下で (6) を離散化する.

  \frac{dx_{j}^{\pm}}{dt}=-\frac{1}{2N}\sum_{k\neq j}^{N}\frac{sin1_{1}
2\pi(y_{j}^{\pm}-y_{k\prime}^{\pm})}{\cosh 2\pi(y_{jj\prime}^{\pm_{-y_{k}^{\pm})
-\cos^{\urcorner}2\pi(x^{\pm}-x_{k\wedge}^{\pm})}}}
 + \frac{1}{2N}\sum_{jk\neq}^{N}. \frac{s\dot{{\imath}}nh2\pi(y_{j}^{\pm}-,y_{k}
^{\mp})}{\cosh 2\pi(y_{\dot{j}}^{\pm}-y_{k}^{\mp})-\cos 2\pi(x_{\dot{j}}^{\pm}-
x_{k}^{\mp})},

(7)

  \frac{dy_{j}^{\pm}}{dt}=\frac{1}{2N}\sum_{k\neq\dot{j}}^{N}\frac{\sin 2\pi(x_{
\dot{j}}^{\pm}-x_{k}^{\pm})}{\cosh 2\pi(y_{j}^{\pm}-y_{k}^{\pm})-\cos 
2\pi(x_{\dot{j}}^{\pm}-x_{k}^{\pm})}
 - \frac{1}{2N}\sum_{k\neq j}^{N}\frac{\sin 2\pi(x_{j}^{\pm}-x_{k}^{\mp})}{\cosh
2\pi(y_{j}^{\pm}-y_{k}^{\mp})-\cos 2\pi(x_{j}^{\pm}-x_{k}^{\mp})}.
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図4 対称初期データに対する特異点の発生時刻における数値解  (\varepsilon=0.01, k=1, N=100) .

左上,右上,左下,右  1^{-}\backslash の順に,  d=0.2,  d=0.15,  d=0.1,  d=0.05 である.

初期データについては線形化方程式の解をもとに以下の2つを考える.

 z^{\pm}( \Gamma, 0)=\Gamma_{j}\pm i\frac{d}{2}+\varepsilon(\mp\sqrt{1-E_{k}}+
i\sqrt{1+E_{k}})\sin(2\pi k\Gamma_{j}) , (8)

 z^{\pm}( \Gamma, 0)=\Gamma_{j}\pm i\frac{d}{2}+\varepsilon(\sqrt{1+E_{k}}\mp 
i\sqrt{1-E_{k}})\sin(2\pi k\Gamma_{j}) . (9)

(8), (9) については  z^{+}(\Gamma, 0)_{t}\ovalbox{\tt\small REJECT}.z^{-}(\Gamma, 0) の配置がそれぞれ反対称.対称であることから反対称モー

ド.‐ 対称モードと呼ぶことにする.まずは反対称モード (8) について.: 2層の距離  d の値を変化さ
せた場合の特異点の発生時刻における数値解を図3に示す.数値解が示すように.‐  d の値が大きい

ときには上下層問の相互作用は小さ  \langle . それぞれ1層の場合と同様に1周期に1つの特異性が発

生している (上層と下層では特異点の位置が半周期ずれることに注意する).2層が近づ  \langle と上下層
の相互作用が与える影響から特異性が2箇所で発生し その位置も少しずれていることがわかる.

 d=0.05 になるとその変化はより顕著であり. \ovalbox{\tt\small REJECT} 層全体で曲率の変動が数値的に確認できるが.: 数値

誤差が影響している可能性もあるため検証が必要である ([4] で提案されたフィルタリングの手法

は用いている).次に対称モードの初期値 (9) に対する数値解を図4に示す.反対称モードと同じ  \langle

2層が十分離れていれば1層の場合と同様の特異陸の発生が確認できる.ただし.対称モードでは

 d が小さいときにも各層での特異点の発生は1箇所のみである.ただし特異点付近で  x‐軸正の方向

への強い層の巻き込みが見られ,実際に曲率の変動の大きさにも特異点の左右で非対称性があるこ

とが数伯的に確認できる.

次に Vortex blob 法による正則化モデルにおける2層Vortex Sheet の時間発展を考える.正則

化された離散化方程式は (5) の場合と同様に (7) 右辺のそれぞれの分母に  \delta^{2} を加えることで得ら
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図5 正則化モデルにおける数値解  (\varepsilon=0.01, k=2, d=0.05, \delta=0.15) . 左上が反対称初期

データ,左下が対称初期データであり,対応する数値解をそれぞれ右側に示している.

れる.初期値については (8) , (9) において. \sigma  \varepsilon=0.01_{\backslash }.k=2_{-}d=0.05 とする.このときの数値解を
図5に示す.点渦近似の個数については初期時刻において  N=200 としたが.時間発展に伴い点

渦間の距離が一定以上離れた場合には適当な補間手法により  \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash 
\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{c}5 渦の挿入を行っている.反対称モー

ド.対称モードともに時間の経過とともに渦の巻き上がり現象が確認できるが.l 巻き上がり方は大

き  \langle 異なる.特に反対称モードについてはカルマン渦のような渦のパターンの形成が見られる.一

方で対称モードではジェットと呼ばれる.‐ スリット間の狭い隙間から流体を噴出した際などに観察

される渦の形状とよ  \langle 似たパターンが観察される (ジェッ トの数値シミュレーションについては例

えば [6] を参照).また.これら二つのモードについては,初期値のパラメータを変えることで異な

る渦のパターンが形成されることも確認できる ([10] を参照).
本研究ではさらに反対称 . 対称モードを線形結合した初期データを考えることで.より複雑な渦

運動を再現に取り組んだ.特に特徴的な渦パターン形成の例を図6に示す.これらの渦形成のパ

ターンは実際の流体の運動においても実験的に観察されるものであり (例えば石鹸膜実験において
も図6に類似したパターンの干渉縞が現れる  [2])_{:-}1 層のVortex Sheet によるこれらの再現シミュ

レーションも行われている [6] が.‐ そこでの初期データの選び方はい  \langle ぶんか人工的であり,2層モ
デルでは線形化方程式の解である反対称.

 \ovalbox{\tt\small REJECT}
対称モードの単純な線形結合を初期データとして選ぶこ

とで再現できる.

4 二次元 Navier‐‐Stokes 方程式との比較

最後に Vortex blob 法による正則化モデルと二次元 Navier‐Stokes 方程式との関係について

Vortex Slleet による渦のパターン形成から考察を行う.まず速度場  u に対して渦度を  \omega= curl  u_{-}.

108



109

 J-\lambda

 l_{14}

11

 0

つ1

 02'.

り3

 f_{4}-3
 0 01 02 03 04  0_{\lrcorner}^{\mathfrak{k}} 06 07 08 09 1

図6 反対称,対称モードを組み合わせた数値解  (\delta=0.15_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}d=0.05) . 左図は初期データを反

対称  (\varepsilon=0.01, k=3)+ 対称  (\varepsilon=0.015, k=3) , 右図は反対称  (\varepsilon=0.06, k=3)+ 対称

 (\varepsilon=0.02, k=6) とした数値解.

流れ関数  \psi を  u=(\partial\psi/\partial y, -\partial\psi/\partial x) を満たす関数として定義すると.
 \grave{}
二次元 Navier‐Stokes 方程

式から次の方程式が導かれる.

  \frac{\partial^{t}\omega}{\partial t}+\frac{\partial\psi}{\partial y}
\frac{\partial\omega}{\partial x}-\frac{\partial\psi}{\partial x}
\frac{\partial\omega}{\partial y}=\nu\triangle\omega, \frac{\partial^{2}\psi}
{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}\psi}{\partial y^{2}}=-\omega . (10)

ただし  \nu は粘性率に対応する定数である.初期渦度については  z(\Gamma, 0)=x(\Gamma, 0)+iy(\Gamma, 0) の曲

線上に Delta 関数的に分布していると仮定するが.数値計算の都合から以下のような正則化を行う.

まずは. \ovalbox{\tt\small REJECT} z(\Gamma, 0) 上の渦度が生み出す速度場  u_{0}(x, y)=(u_{0}(x, y), v_{0}(x, y)) については

 u_{0}(x, y)-iv_{0}(x, y)= \frac{1}{2i}\int_{0}^{1}\cot\pi(z-\gamma zd\overline{
\Gamma}=-\frac{1}{2}\int_{0}^{1}\frac{\sinh 2\pi(y-y\gamma+\dot{i}S\dot{{\imath}
}n2\pi(x-\overline{x})}{\cosh 2\pi(y-y\gamma-\cos 2\pi(x-\overline{x})}
d\overline{\Gamma}
(11)

となる.ここで. \ovalbox{\tt\small REJECT}\overline{z}=z(\overline{\Gamma}, 0) であり. \ovalbox{\tt\small REJECT}(\overline{x},\overline{y}_{-}) も同様とする.Vort,ex blob 法に基づき (11) を次のよ
うに正則化する.

 u_{0}^{\sigma}(x, y)-iv_{0}^{\sigma}(x, y)=- \frac{1}{2}\int_{0}^{1}\frac{s\dot
{{\imath}}nh2\pi(y-\overline{y})+\dot{i}S\dot{{\imath}}112\pi(x-\overline{x})}
{\cos^{\urcorner}{\imath}_{l}2\pi(y-y\gamma-\cos 2\pi(x-\overline{x})+\sigma^{2}
}d\overline{\Gamma}.
この正則化された速度場に対する渦度を再度計算することで.数値計算の初期値として用いる以下

の正則化された渦度が得られる.

  \omega_{0}^{\sigma}(x, y)=\pi\sigma^{2}\int_{0}^{1}\frac{\cosh 2\pi(y-
\overline{y})+\cos 2\pi(x-\overline{x})}{(\cosh 2\pi(y-y\gamma-\cos 2\pi(x-
\overline{x})+\sigma^{2})^{2}}d\overline{\Gamma}.
(10) の数値計算については  x‐軸方向は周期境界条件.鮎軸方向には Dirichlet 境界条件を課し,時
間方向は前進差分.空間方向は中心差分によるスキームを,初期値の積分計算には台形則を用いた.

また,速度場の数値解  u(x, t)=(u(x, t), v(x, t)) については.: 流れ関数から中心差分によって求

まることに注意する.Navier‐Stokes 方程式における Vortex Sheet の挙動については初期時刻に
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図7 初期値  z(\Gamma, 0)=\Gamma+0.01(1-i)\sin(2\pi\Gamma) に対する数値解.左図は Navier‐Stokes 方程

式における tracer の位置,右図は Vortex blob 法(Birkhoff‐Rott 方程式) の数値解.
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図8 反対称,対称モードを組み合わせた初期値に対する数値解.左図は Navier‐Stokes 方程式

における tracer の位置 右図は Vortex blob 法 (Birkhofff‐Rott 方程式) の数値解.

 z(\Gamma, 0) 上に tracer となる点  x_{n}(0)=(x_{n}(0), y_{n}(0)) を  N 個配置し. \ovalbox{\tt\small REJECT} その時間発展を (10) より求
まる Navier‐Stokes 方程式の解  u(x, t) を用いて

  \frac{d}{dt}x_{n}(t)=u(x_{n}(t), t)
によって記述する.つまり,tracer はNavier‐Stokes 方程式の解には影響を与えない: 速度場によっ

て流される受け身の粒子と考える.

まずは一層の Vortex Sheet について.数値計算結果を図7に示す.Navier‐Stokes 方程式におけ

る粘性係数  \nu_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}} Vortex blob 法における  \delta が十分小さいとき.tracer の軌道と Vortex Sheet はとも

に巻き上がりが起こり.その時間発展にも類似性があるように見える (両者の比較については [13]

も参照).さらに.前節で見たより複雑な渦パターンについても図8に示すようにNavier‐Stokes 方
程式において同じ初期配置について計算をするとよく似た性質をもつ渦のパターンが現れる.これ
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らの数値計算が示唆するようにVortex Sheet のような解のクラスについて.: Navier‐Stokes 方程式

の解の粘性係数ゼロ極限と Vortex bíob 法における正則化 Euler 方程式の解の正則化パラメータ

極限が一致するのかどうか,さらにはそれらの極限解が存在するならばEuler 方程式の弱解とはど

のような関係にあるのかといった数学的な問題についても今後取り組んでいきたい.
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