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空間は regular  T_{1} とする.  \mathbb{R} は実数直線,  \mathbb{I}=[0,1]\subset \mathbb{R} とする.

Tietze の拡張定理としてよく知られているように,空間 Xが正規であるために
は,任意の閉集合が  C^{*}-(C-)embedded であることが必要十分である.また,空間が
族正規であるためには,任意の閉集合が  P‐embedded であることが必要十分である
ことも知られている [2].

定義 1.  E は空間 Xの部分集合とする.  E がX において  C^{*}-  (resp.  C-,  P-)
embedded であるとは,  E から  \mathbb{I} (resp.  \mathbb{R} , バナッハ空間) への任意の連続関数が,
X上の連続関数に拡張できることである.

一般に次の implication が成り立つ.

 P-embedded  \Rightarrow C-embedded  \Rightarrow C^{*} ‐embedded

逆が成り立つのはどのようなときであろうか.特に閉集合の場合はどうか.ここ

では,単調正規空間 X と,非孤立点が高々 1つしかない空間 Y(以下,そのような空
間をほとんど離散な空間とよぶ) の積空間  X\cross Y についてこの問題を考えたい.

空間が正規であるためには,  E\subset P となるような各閉集合  E と各開集合  P に対
して,

 E\subset M(E, P)\subset C1(M(E, P))\subset P

となるような開集合  M(E, P) が存在することが必要十分であるが,更に,

 E\subset E',  P\subset P' ならば  M(E, P)\subset M(E', P')

となるように  M(E, P) を割り当てることができるとき,その空間は単調正規である
という.よく知られているように,距離空間や線型順序空間は単調正規であり,単
調正規空間の部分空間もまた単調正規である.

単調正規空間そのものは族正規なので,その閉集合はすべて  P‐embeddedであり,
 C^{*}-, C‐,  P‐の差異は生じない.一方,単調正規空間とほとんど離散な空間の積空間
には正規でないものがある.ここでは,次の問題を考えたい.

問題1 (Yajima [9]).  X は単調正規空間,  Y はほとんど離散な空間とする.

(1)  X\cross Y における任意の  C^{*} ‐embeddedな閉集合は  C ‐embeddedか?
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(2)  X\cross Y における任意の  C ‐embeddedな閉集合は  P ‐embeddedか?

 (C\neq P) に関して,次の結果を得た.

定理1. 可測基数が存在することと,次のことは同値である.

「単調正規空間  X , ほとんど離散な空間  Y , および,その積空間 X  \cross Y にお
ける閉集合で,  C ‐embeddedであるが  P‐embeddedでないものが存在する.」

可測基数は巨大基数の1種であり,よく知られているように,

 \bullet 可測基数が存在すること,

 \bullet ある正則非可算基数上に正規超フィルターが存在すること,

 \bullet ある集合上に  \sigma‐完備な non‐principal 超フィルターが存在すること,

はいずれも同値である.

正規フィルターは集合論においてとてもよく使われる概念であるが,それをやや
弱めた弱正規フィルターという概念がある.それを使って,  (C^{*}\neq C) に関する次の
結果を得た.

定理2. ある正則非可算基数上に ( \sigma ‐完備でない) 弱正規超フィルターが存在するな
らば,次のことが成り立つ.

「単調正規空間  X , ほとんど離散な空間  Y , および,その積空間 X  \cross Y にお
ける閉集合で,  c* ‐embeddedであるが  P ‐embeddedでないもの  (C ‐embeddedで
ないもの) が存在する.」

この逆が成り立つかどうかはまだわかっていない.

弱正規超フィルターの概念は1970年代にはすでにあり,例えば,[6], [5], [4] など
にそれに関する記述がある.

正則非可算基数  \kappa 上のフィルター  \mathcal{F} が(弱) 正規であるとは,次の条件を満たす
ことである.

 \bullet  \mathcal{F} は良好なフィルター.つまり,各î  <\kappa に対して,  \{\alpha\in\kappa:\^{i}<\alpha\}\in \mathcal{F} で
ある.

 \bullet  \mathcal{F} は(減少列に対する) 対角線共通部分に関して閉じている.つまり,  \mathcal{F} の元
の任意の列  \{F_{\zeta}:\zeta\in\kappa\} に対して,(それが包含関係に関する減少列ならば),

  \triangle_{\zeta\in\kappa}F_{\zeta}:=\{\alpha\in\kappa:
\alpha\in\bigcap_{\zeta<\alpha}F_{\zeta}\}\in \mathcal{F}.
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正則非可算基数  \kappa 上のフィルターが正規であるためには,それが弱正規で  \kappa‐完備
であることが必要十分である.

弱正規超フィルターに関しては次のことが分かっている.

 \bullet  ZFC+ 「可測基数が存在する」 が無矛盾ならば,  ZFC+ 「ある正則非可算基数
上に  \sigma‐完備ではない弱正規超フィルターが存在する」 も無矛盾である.[7],
[8].

 \bullet  ZFC+ 「huge 基数が存在する」 が無矛盾ならば,  ZFC+ 「最小の非可算基数  \omega_{1}

上に弱正規超フィルターが存在する」 も無矛盾である.[3]

 \bullet  V=L を仮定すると,どの正則非可算基数上にも,弱正規超フィルターは存在
しない.[1]
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