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微分次数つき可換代数の反復巡回的ホモロジー

岡山理科大学 栗林勝彦 (Katsuhiko Kuribayashi)
Okayama University of Science

1. $\mathrm{E}$

巡回的ホモロジー (cyclic homology) をどのように一般化するか? その手段は考察
する人の立場や趣味により異なり, 様々な方法が考えられる. ここで紹介する巡回的
ホモロジーの一般化は, ある空間の有理係数コホモロジーとの関連を重視し行なわ
れる. この章ではまず, その–\rightarrow 般化の方法を明確にするため, 巡回的ホモロジーの歴
史的背景を代数的位相幾何学的立場から手短に紹介する.*

$R$ を可換環とする. Connes[5], Loday-Quillen [13] は結合的 $R$-代数 $A$ に対して
Hochschild チェイン複体 (そのホモロジーがHochschild ホモロジー $HH_{*}(A)$ を与え
る) を基に, 巡回的ホモロジー $HC_{*}(A)$ (巡回的コホモロジー $HC^{*}(A)$ ) を定義した.
この巡回的ホモロジーは結合的 ffi代数のカテゴリーから \pi 加群のカテゴリーへの
共変函手を与えることになる. その後, Jones[10]([7], [8] も参照), Goodwillie[9] はこ
の函手を $R$上の次数つき微分代数のカテゴリー $D\mathcal{G}A/R$ がら $R[u]$ -加群 ($u$ の次数は
2) のカテゴリー $R[u]- \mathcal{M}$ への函手

$HC_{*}$ : $D\mathcal{G}A/Rarrow R[u]-$A$\{$

に拡張した . $t$

以下 $F$(U, $X$ ) を空間 $U$ から空間 $X$ への連続写像のっ $\langle$ る空間とする. また $\mathrm{T}$ を
トーラス, $\mathbb{T}$ の $F(\mathrm{T}, X)$ への作用は $f\cdot t(s)=f$ (ts), $f\in F(\mathrm{T}, X)$ , $s,$ $t\in \mathrm{T}$ で与えら
れているものとする. Jones による次の定理は巡回的ホモロジーと代数的位相幾何
学的対象とを関連づけた非常に重要な結果である .\ddagger

Theorem 1.1. [10] $X$ を単連結空間, $C^{*}(X;R)$ を $X$ から得られる特異コチェイン複
体とする, このとき $H^{*}(B\mathbb{T};R)=R[u]$ -加群として巡回的ホモロジー $HC_{*}(C^{*}(X;R))$

はコホモロジー $H^{*}(E\prime \mathrm{r}\cross_{\mathrm{T}}F(\mathrm{T},X)$ ; $R$) に同型である. ただし
$f$

$H^{*}$ ( $E_{\mathrm{T}}$ xy $F(\mathrm{T},$ $X$ ); $R$)
上 $\sigma$) $R[u]$ -代数構造は Borel ファイブレーション $E\text{。}\cross\tau F(\mathrm{T}, X)parrow B$ T の射影 $p$ か
ら誘導されている.

$R$が有理数体 $\mathbb{Q}$ てある場合, $D\mathcal{G}A/\mathbb{Q}$ を微分可換代数 (以下 DGA) のっ $\langle$ る充満な
部分カテゴリー $D\mathcal{G}\mathrm{C}A$ に制限する. このとき巡回的ホモロジーは, 次数っき微分自
由代数のカテゴリー $D\mathcal{G}F\mathrm{C}A$ から次数つき微分 $\mathbb{Q}[u]$-代数のカテゴリー $D\mathcal{G}\mathbb{Q}[u]- A$

へのある函手を用いて表示できることを, Burgelea, Vigu\’e-Poirrier は示した.

Theorem 1.2. [4] $\mathbb{Q}[u]$ -代数のつくるカテゴリーを $\mathbb{Q}[u]- A$ と表す また Q[u]-微分
代数のつくるカテゴリー $\mathbb{Q}[u]- D\mathcal{G}A$ に対してホモロジーを取ることにょり得られる
$\text{函}\backslash$手を $H$ : $\mathbb{Q}[u]- D\mathcal{G}Aarrow \mathbb{Q}[u]- A$ とする. このとき函手 $\mathcal{E}$ : $D\mathcal{G}F\mathrm{C}Aarrow \mathbb{Q}[u]- D\mathcal{G}A$

が存在して, 任意の $DGA(A, d)$ に対して $H\mathrm{o}\mathcal{E}(\wedge V, d)\cong HC_{*}(A, d)$ が成り立っ. た
だし $(\wedge V, d)$ は $(A, d)$ の極小モデルである.

1巡回的ホモロジーの定義から始まり, その幅広い代数的及び幾何学的応用に関しては [12] がら詳
しく知ることができる.

$\uparrow \mathrm{J}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}[10]$ が次数つき微分代数上に拡張した巡回的ホモロジーは正確には (Loday-Quillen 流には),
negative cyclic homology である.

$1_{R=\mathbb{Q}}$ の場合この $\#_{\mathrm{D}}^{\mathrm{f}}$果は, 後述 Theorelll 1.3 て見るように, Burgelea, $\mathrm{V}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\acute{\mathrm{e}}- \mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{i}1^{\backslash }\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}[16]$ にょり
与えられていた.
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空間 $X$ 上の多項微分形式からなる DGA $A_{PL}(X)$ (例えば $[1][6]$ 参照) の極小モデ
ル $(\Lambda V, d)arrow A_{PL}(X)$ (X の極小モデル) をとる. このとき Burgelea, Vigu\’e-Poirrier
は函手 $\mathcal{E}$ を経由して得られる DGA, $\mathcal{E}(\Lambda V, d)$ がさらに $E\mathbb{T}\cross$

。$F($T, $X)$ の極小モデ
ルになることを示した.

Theorem 1.3. [16] $X$ を単連結空間とする. $(\Lambda V, d)$ を $X$ の極小モデルとする. こ
のとき擬同型写像 (quasi-isomorphism) がつ Q[u]-写像

$\varphi$ : $\mathcal{E}(\Lambda V, d)arrow A_{PL}(E\mathrm{T}\cross_{\mathrm{T}}F(\mathbb{T}, X))$

が存在する. 結果として誘導写像 $H$ (\mbox{\boldmath $\varphi$}): $H\circ \mathcal{E}(\Lambda V, d)arrow H^{*}(E\mathbb{T}\cross \mathrm{T}F(\mathrm{T}, X))$ ; $\mathbb{Q}$)
は $\mathbb{Q}[u]$ -代数同型写像となり, Q[u]-加群同型

$HC_{*}(A_{PL}(X))\cong HC_{*}(\Lambda V, d))\cong H\mathrm{o}\mathcal{E}(\Lambda V, d)\cong H^{*}(E\mathbb{T}\mathrm{x}_{\mathrm{T}}F(\mathrm{T}, X)$ ; $\mathbb{Q}$)
を得る,

ここで, 函手 $\mathcal{E}$ の構或方法を眺めてみる. 次数っきベクトル空間 $V$ に対して, そ
の懸垂 $s^{-1}V$ を $(s^{-1}V)^{i}=V^{i+1}$ で定義し, また $V\oplus s^{-1}V$ で生或される自由代数
$\Lambda(V\oplus s^{-1}V)$上, 次数-1 の derivation $\beta$ を $\beta(s^{-1}v)=0,$ $\beta(v)=s^{-1}v$ と定める, ただし
$V$の元 $v$ に対応する $s^{-1}V$ の元を $s^{-1}v$ と表している. さらに $\Lambda(V\oplus s^{-1}V)$上の微分�を
�|v $=d,$ $\beta\partial+\partial\beta=0$ をみたすように定義すると, DGA, $\mathrm{C}(\Lambda V, d)=(\Lambda(V\oplus s^{-1}V), \partial)$

が構或される .\S Theorem 1.2 の函手 $\mathcal{E}$ は次て定義される :
$\mathcal{E}(\wedge \mathrm{I}^{\prime’}, d)=$ ($.\Lambda(V\oplus s^{-1}\mathrm{b}^{r})\otimes \mathbb{Q}[u]$, �十 $’\iota\iota\beta$ ).

すなわち $\mathcal{E}(\wedge V, d)$ を得るために, まず $\mathrm{C}(\Lambda V, d)$ を構或する自由代数と $\mathbb{Q}[u]$ のテンソ
ル積を考え代数を拡大し, 微分�を $\beta$ と次数 2 を持つ因子 $u$ を使って変形するので
ある. Theoren垣.3 は, この拡大, 変形により得られる自由微分代数が実は Borel 構
或 $E\mathbb{T}\cross,\mathrm{r}F(\mathbb{T}, X)$ の極小モデルであるということを主張してぃる.
ここで巡回的ホモロジー函手を一般化する私達の手続きを述べる (詳細は Section

2参照). $\mathcal{E}$ の構或は, 大雑把に言えぼ, 自由ループ空間の極小モデルがら始めて, 上の
手順でそれを拡大, 変形するという方法に基づいている. そこでこの手続きを真似て
私達は巡回的ホモロジー函手を一般化するのである. 実際は, l..連結 DGA $(A, d)$ に
対して, $\eta$ まずその極小モデル ( $\Lambda V,$ $d$V) とモデルの幾何学的実現 $X=|(\Lambda V, d_{V})|$ をと
る. そこで写像空間 $F(\mathrm{T}^{l}, X)$ に注目し, その極小モデルを考える. この極小モデル
$(\Lambda Z, \delta)$ は, Brown-Szczarba[2][3] による写像空間のモデルの作り方を実行すること
で具体的に記述可能である. 得られるホモロジー $H(\Lambda Z, \delta)$ を次数 $l$ の反復Hochschild
ホモロジーといい以下, $HH_{*}^{\{l\}}$ $(A, d)$ と表そう. 次に自由代数 $\Lambda Z$ に $\mathbb{Q}[u]$ をテンソル
して代数を拡大する. 先の構或に現れた derivation $\beta$ を ‘噛然に” に拡張し微分 $\delta$ の

変形に利用する. $||$ こうして得られた微分代数が反復巡回的ホモロジー $HC_{*}^{\{l\}}(A, d)$

を与えるのである. $l=1$ の場合, $HC_{*}^{\{1\}}(A, d)=HC_{*}(A, d)$ となることから, 反復巡
回的ホモロジーは巡回的ホモロジーの一般化といえる.
反復巡回的ホモロジーの構或方法から, Theorem 1.2 と同様に, そのホモロジーが

ある空間のコホモロジー環と関連付くであろうと予想される. 実際, 次の定理を得る.

5実はこの DGA は ( $\wedge V,$ $d$v) を極小モデルに持つ単連結空間 $X$ の自由ループ空間 $LX=F$(T, $X$)
の極小モデルてあることが知られている ([17]).

$7\mathrm{D}\mathrm{G}\mathrm{A}$ (A, $d$) が $A^{0}=\mathbb{Q},$ $A^{i}=0(i<0)$ かつ $H^{i}$ (A, $d$) $=0(0<\prime i\leq l)$ をみたすときその DGA
を l-連結であるという.

$||$ 自然な拡張が再び微分になっていること, そして符号を除いて $\delta$ と可換てあることが, 実は巡回
的ホモロジーを一般化する動機付けとなった (Proposition 2.2 参照).
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Theorem 1.4. [11, Theorem 1.2] $X$ は $l$ -連結空間であり, 任意の整数 $i$ に対して
$\dim\pi_{i}(X)\otimes \mathbb{Q}<\infty$ をみたすものとする, またトーラス $\mathrm{T}$ の $F(\mathbb{T}^{l}, X)$ への作用を
$(f\cdot a)(t_{1}, \ldots, t_{l})=f(at_{1}, \ldots, at_{l}),$ $f\in F$(Tl, $X$ ), $a\in \mathrm{T},$ (t1, ..., $t_{l}$ ) $\in \mathbb{T}^{l}$ で定義する. こ

のとき, Q[u]-代数としての同型対応

$HC_{*}^{\{l\}}(A_{PL}(X))\cong H^{*}(E_{\mathrm{T}}\mathrm{x}_{\mathrm{T}}F(\mathrm{T}^{l}, X);\mathbb{Q})$

が存在する. ここでコホモロジー環 $H^{*}(.E_{\mathrm{T}}\cross_{7}F(\mathrm{T}^{l}, X,\cdot\rangle;\mathbb{Q})\mu_{-\wedge}$ の Q同-代数構造は
Borel ファイブレーション $F$( $\mathrm{T}^{l}$ , X)\rightarrow E。 $\mathrm{x}_{\mathrm{T}}F(\mathrm{T}^{l}, X)parrow B$T の射影 $p$ から誘導さ
れている.

この定理は Theorem 1.2 の証明方法を, 反復次数 $l$ に関する帰納法にうまく組み
込ことにより証明されている. ここで強調したいことは, 代数的に一般化された
derivation $\beta$ を用いて, $F(\mathbb{T}^{l}, X)$ のトーラス作用のモデルは記述されるという結果
[ $11\backslash ’ \mathrm{P}$roposition6.5] が Theorem 1.4 の証明を完或させるための鍵となっているとい
う点である.
反復 Hochschild ホモロジー, 反復巡回的ホモロジーの代数的性質で重要なものの

一つとして, ここでは次の定理を上げておく.

Theorem 1.5. [11, Theorem 1.3] 任意の整数 $l\geq 2$ 及び $H^{*}(A, d)\neq \mathbb{Q}$ をみたす任意
の $l$ -連結 $DGA$ (A, $d$) に対して, 数列 $\{$ eh.mHCi{l}(A, $d)\}_{i\geq 0}$ と $\{\dim HH_{i}^{\{l\}}(A, d).\}_{i}$

\geq 0

はいすれも非有界である.

$l=1$ の場合 $\{\dim HC_{i}(A, d)\}_{i>0}$が非有界であるための必要かっ十分条件は $H^{*}(A, d)$

が 2元以上の代数としての生或元をもつことである ([16, Corollary 2]). また Hochschild
ホモロジーに関していえぼ, $\{\dim HH_{i}(A, d)\}_{i>0}$ も同様の性質を持っ ([17]). $\llcorner$たがっ
て Theorem 1.5 は反復巡回的ホモロジーと通常の巡回的ホモロジーとの相違点を明
らかにしている. 結果として $H^{*}(A, d)$ が–変数の多元環であったとしてもその反復
Hochschild ホモロジー, 反復巡回的ホモロジーはベクトル空間の次元に関して, 次数
による周期性をもたないことがわかる.
以下この稿では反復巡回的ホモロジーを函手として正確に定義し, さらに上述の

Theorem 1.5 を証明する上で重要な役割を果たす自然変換 $HC_{*}^{\{l\}}arrow HC_{*-1}^{\{l+[perp]\}}$ を紹介
する. 引用なしに述べられている定理, 命題, 補題の証明は [11, Section 4] を見て頂
きたい.

2. 反復巡回的ホモロジーの定義

この章では, 次数つき微分代数のカテゴリーを定義域として持っ, 巡回的ホモロ
ジー函手を定義する. ます自由微分代数のカテゴリー上の函手としてそれを定義し
よう,
連結自由 DGA $(A, d_{A})=$ ( $\wedge V,$ $d$A) と連結DGA $(B, d_{B})$ をとる. $B_{q}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(B^{-q}, \mathbb{Q})$

$(q\leq 0)$ と定義し, $(B_{*}, d_{B*})$ を $B$ の積の双対 $D$ を余積, $d$, の双対 $d_{B*}$ を微分として
持つ微分余代数とする. 次に $I$ を自由代数 $\mathbb{Q}[\wedge V\otimes B_{*}]$ の $1\otimes 1-1$ 及び次の形を持

$**\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{l}.1- \mathrm{S}\mathrm{z}\mathrm{c}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{a}[2]$による写像空間のモデルは Lannes’ division functor の実現として与えられ,
その微分は比較的理解しやすい. しかし評価写像 $F$(X, $Y$ ) $\mathrm{x}Xarrow Y$ の代数的モデルの Brown-
Szczarba モデルによる実現はまだ一般には行なわれてぃないようである. [11] ては $X$ の有理ホモト
ヒー型が奇数次元球面の直積である場合, その評価写像のモデルを Brown-Szczarba モデルで書き表
した. これがトーラス作用のモデルの実現に貢献している.
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つ元全体から生或されるイデアルとする:

$a_{1}a_{2} \bigotimes_{-}\beta-\sum_{i}(-1)^{|a_{2}||\beta_{i}’|}(a_{1}\otimes\beta_{i}’)(a_{2}\otimes\beta_{i}’’)$ .

ここで $a_{1}$ , a2 $\in\Lambda V,$ $\beta$ \in $B_{*},$ $D(\beta)=$ \Sigma i $\beta_{i}’\otimes$ \beta :’である. $\mathbb{Q}[\wedge V\otimes B_{*}.]$ は微分
$d:=d_{A}\otimes 1\pm 1\otimes d_{B*}$ をもつ DGA であることに注意する. このとき次が成り立っ.

Theorem 2.1. [2, Theorems 3.3, 3.5] (i) $(d_{A}\otimes 1\pm 1\otimes d_{B*})(I)\subset I$ .
(ii) 合或

$\rho:\mathbb{Q}[V\otimes B_{*}]arrow \mathbb{Q}[\wedge V\otimes B_{*}]arrow \mathbb{Q}[\wedge V\otimes B_{*}]/I$

は次数付き代数の同型写像である.

この定理力 ‘.も, 微分 $d$ は $\mathbb{Q}[\wedge V\otimes B_{*}]/I$上の微分 d-誘導し, それは $\mathbb{Q}[V\otimes B_{*}]$ 上の
微分 $\delta=\rho^{-1}\overline{d}\rho$ を引き起こすことがわかる.
さて自明な微分 $d_{B}\equiv 0$ を持った DGA, $B=\wedge$ ( $t_{1},$

$\ldots,$

$t$ l) を考える, ただし任意
の Hこ対して $|t_{i}|=1$ であるとする. $B$ の基底 $\{t_{1}^{\epsilon_{1}}|..t?\}$ に対して, その双対基底を
$\{(t_{1}^{\epsilon_{1}}\cdots t_{l}^{\epsilon_{l}})_{*}\}$ としよう, 自由代数 $A$ の生或元 $v$ に対して $d_{A}(v)=v_{1}\cdots$ v。であると
き, 先に定義された $\mathbb{Q}[\mathrm{V}^{7}\otimes_{\vee}B*]$ 上の微分 $\delta$ は次の形式で与えられることが容易にわ
かる:

$\delta(v\otimes (t_{1}^{\epsilon_{1}} . ..t_{l}^{\epsilon_{\iota}})_{*})$ $=$ $\sum_{J}(-1)^{\epsilon(J)}v_{1}\cdots v_{m}\cdot T_{J_{1}*}\otimes\cdots$ \otimes TJmオ
$=$ $\sum_{J}(-1)^{\epsilon(J)+\epsilon(v_{1\ldots\circ},\mathrm{v}_{\mathrm{m}}.T_{J_{1^{*}}},\ldots,T_{J_{m}})}‘ v_{1}\otimes T_{J_{1}1}\cdot$ .vm\otimes TJmゆ’

ただし反複余積 $D^{(m-1)}$ を{吏って, $D^{(m-1)}.((t_{1}^{\epsilon_{1}} \cdots t_{l}^{e_{l}}.)_{*})=\sum_{J}(-1)^{\epsilon(J)}T_{J_{1}*}\otimes\cdots\otimes T_{J_{m^{*}}}$,
また $\epsilon(v_{1}, \ldots,\prime v_{m}, T_{J_{1^{*}}}, \ldots, T_{J_{m^{*}}})$ は次数つき代数 $(\wedge V)\otimes B$ において

$(-1)^{\epsilon(v_{1},..,v_{m},T_{J_{1},..\prime}T_{J_{)l}},)}v_{1}T_{J_{1}}$ . . . $v_{m}T_{J_{m}}=v_{1}$ . .. $v_{m}$T $J_{1}$
} $..T_{J_{m}}$

をみたすように定義されている. 得られた微分 $\delta$ を用いてチェイン複体 $(\mathrm{C}^{\{l\}}(\wedge V), \delta_{l})=$

$(\mathbb{Q}[V\otimes B_{*}], \delta)$ を定め, このホモロジーを $(\Lambda V, d)$ の反復 Hochschild ホモロジーとい
う. 以下このホモロジーを $HH_{*}^{\{l\}}(\wedge V, d.)$ で表すことにする.
第 1 章で述べたように, 私達はこのチェイン複体 ( $\mathrm{C}^{\{l\}}(\wedge V)$ , \mbox{\boldmath $\delta$}�を次数 -1 の deriva-

tion $\beta:\mathbb{Q}[V\otimes B_{*}]arrow \mathbb{Q}[V\otimes H_{*}]$ を用いて変形する. まず $\beta$ を次で定義しよう:

$\beta(v\otimes(t\epsilon_{1}1^{\cdot}.. t_{l}^{\epsilon_{l}})_{*})$ $= \sum_{k^{\mathrm{t}}}(-1)^{|v|+\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon_{k-1}}v\otimes(t7^{1}\supset\cdot . t_{k}^{\epsilon_{h^{\wedge}}+1}. \cdot.. t_{l}^{\epsilon_{l}})_{*}$ .

このとき直接計算により, 次の命題を得る.

Proposition 2.2. $\beta^{2}=0$ でありかつ $\delta\beta+\beta\delta=0$ .
こうして ($\mathrm{C}^{\{l\}}(\Lambda V)$ , \mbox{\boldmath $\delta$}�を変形して, $\mathbb{Q}[u]$-DGA

$(\mathcal{E}^{\{l\}}(\wedge V),D_{l})=(\mathrm{C}^{\{l\}}(\wedge V)\otimes \mathbb{Q}_{\lfloor}^{\lceil}u], \delta+u\beta)$

を手に入れることが出来る. このホモロジーを $(\Lambda V, d)$ の反復巡回的ホモロジーと
呼び, 以下 $HC_{*}^{\{l\}}(\wedge V, d)$ で表すことにする. またこのホモロジーは Q[u]-代数構造を
( $\mathcal{E}^{\{l\}}(\Lambda V)$ , D�から受け継ぐことに注意する.

DGA(A, $d$) の 2 つの極小モデル $m_{V}$ : (\Lambda V, $d$) $arrow(A, d)$ と $mw$ : (\wedge W, $d$) $arrow(A, d)$

を考える. 任意の元 $x\in HC_{*}^{\{l\}}$ $(\Lambda V, d)$ と $y\in HC_{*}^{\{l\}}(\wedge W, d)$ に対して同型写像 $\varphi vw$ :
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$(\Lambda V, d)arrow(\Lambda W, d)$ があって図式

$(A, d)$

$7n”\nearrow r’\nearrow$ $\nwarrow^{m_{lV}}$

$(.\wedge V, d)(\Lambda W, d)\overline{\varphi_{VlV}}$

がホモトピー可換さらに, $H(\mathcal{E}(\varphi_{VW}))(x)=y$ が成り立つとき, $\prime x\sim y$ と書くことに
する. 上の三角図式をホモトピー可換にする同型写像 \mbox{\boldmath $\varphi$}’。はホモトピーを除いて一
意に定まることが知られているから関係 $\sim$ は同値関係になる.

DGA(A, $d$) の反復次数 $l$ の反復巡回的ホモロジー $HC_{*}^{\{l\}}(A, d)$ を次て定義する:

$HC_{*}^{\{l\}}(A, d):=$ $\prod$ $HC_{*}^{\{l\}}(\Lambda V, d)/\sim$

$\lambda 4A\ni mV:(\wedge V,d)arrow$ (A,d)

ここで $\mathcal{M}_{A}$ は $(A, d)$ の極小モデル全体からなる集合である. 先の同値関係から
すぐ分かるように, 任意の極小モデル $mv$ : (\wedge V, $d$) $arrow($ \lrcorner 4, $d)$ に対して包含写像
$HC_{*}^{\{l\}}(\wedge V,$ $d1’$ 一垣 $\mathrm{M}_{\mathrm{A}}\mathrm{B}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{e}_{\mathrm{V}}:(\Lambda V,\mathrm{d})arrow(\mathrm{A},\mathrm{d})$

$HC_{*}^{\{l\}}(\Lambda V, d)$ は全単射

$\eta_{m_{V}}$ : $HC_{*}^{\{l\}}(\wedge V, d)arrow HC_{*}^{\{l\}}(A, d)$

を誘導する. そこで $HC_{*}^{\{l\}}$ $(A, d)$ の $\mathbb{Q}[u]$ -代数構造を $\eta_{m_{V}}$ が同型になるように定める.
もう一つ他の極小モデル $m_{W}$ : (\wedge W, $d$) $arrow(A, d)$ を取るとき, 上の同型写像 $\varphi vw$ を
とることにより, 可換図式

$\prime^{\eta_{m_{V}}}\sim^{\eta_{m_{W}}}HC_{*}^{\{l\}}(A, d)$

$HC_{*}^{\{l\}}(\wedge V, d)\overline{H(^{c}.(\varphi_{VW}))}HC_{*}^{\{l\}}(\Lambda W, d)$.

を得る. 従って $HC_{*}^{\{l\}}$
.

$(A, d)$ 上に定義される Q[u]-代数構造は極小モデルの取り方に
依らないことがわかる. 同様に自由 DGA の反復 Hochschild ホモロジーを用いて, –
般の DGA(A, $d$) に対し反復 Hochschild ホモロジー $HH_{*}^{\{l\}}(A, d)$ を定義することがで
きる.
この反復巡回的ホモロジー, 反復 Hochschild を函手として見るために次の lemma

が必要になる.

Lemma 2.3. $\varphi_{0},$ $\varphi_{1}$ : (\wedge V, $d$) $arrow$ (\wedge W, $d$) を自由 $DGA$ ’s の間の $DGA$ 写像とす
る. もし $\varphi_{0}$ が $\varphi_{1}$ にホモトピツクならば, $H(\mathrm{C}(\varphi_{0}))=H(\mathrm{C}(\varphi_{1}))$ かつ $H(\mathcal{E}(\varphi_{0}))=$

$H(\mathcal{E}(\varphi_{1}))$ .
次に DGA写像から誘導される反復巡回的ホモロジーの間の Q[u]-代数写像を定義
しよう $l\varphi$ :(A, $d_{A}$ ) $arrow$ ( $B,$ $d$B) を $\mathrm{D}\mathrm{G}\mathrm{A}$ 写像とし $\overline{\varphi}_{i}$ : $(\wedge V_{i}, d_{i})arrow(\Lambda W_{i}, d:)(i=1,2)$

を $\varphi$ の (2 つ) のモデルとする. DGA 同型写像 $\varphi V_{1}V_{2}$ : $(\Lambda V_{1}, d1)$ $arrow\underline{\approx}(\Lambda V_{2}, d2)$ 及
び $\varphi w_{1}w_{2}$ : ( $\wedge W_{1},$ $d\mathrm{D}arrow\underline{\simeq}$ (\wedge W2, $d\emptyset$ で $\zeta\varphi V_{1}V_{2}\sim\varphi_{W_{1}W_{2}}\overline{\varphi_{1}}$ をみたすものが存在す
るから, 先の Lemma 2.3 から $H(\mathcal{E}(\varphi w_{1}w_{2}))H(\mathcal{E}(\overline{\varphi_{1}}))=H(\mathcal{E}(\overline{\varphi_{2}}))H(\mathcal{E}(\varphi_{V_{1}V_{2}}))$ と
結論することができる. こうして写像 $HC$ (\mbox{\boldmath $\varphi$}): $HC_{*}^{\{l\}}(A, d_{A})arrow HC_{*}^{\{l\}}$ ( $B,$ $d$B) を
$x\in HC_{*}^{\{l\}}(\wedge V_{1}, d1)$ に対して, $HC(\varphi)(x)=H(\mathcal{E}(\overline{\varphi_{1}}))(x)$ と定めることができる. 得
られた写像 $HC$ (\mbox{\boldmath $\varphi$}) が Q\models ]-代数の射であることは定義より明らかである.
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反復 Hochschfld ホモロジーについても同様に, DGA写像 $\varphi$ : (A, $d_{A}$ ) $arrow(B_{\backslash }drightarrow$ か

ら環準同型 $HH$ (\mbox{\boldmath $\varphi$}): $HH_{*}^{\{l\}}.$ (A, $(l_{A})arrow HH_{*}^{\{l\}}$ ( $B,$ $d$B) を定義することができる.
連結可換 DGA のつくるカテゴリーを $D\mathcal{G}\mathrm{C}A,$ $\mathbb{Q}$-代数のつくるカテゴリーを $A$ と

表す. また $\mathbb{Q}[u]$ -代数のつくるカテゴリーを $\mathbb{Q}[u]- A$ としよう. Lemma 2.3 を適用し
て, 私達は目標であった結果に行きつぐ

Theorem 2.4. 反復巡回的ホモロジー, 巡回的 Hochschild ホモロジーはそれぞれ共
変函手 $HC_{*}^{\{l\}}$ : $D\mathcal{G}\mathrm{C}Aarrow \mathbb{Q}[u]- A,$

$HH_{*}^{\{l\}}$ : $D\mathcal{G}\mathrm{C}Aarrow A$ を定義する.

Remark 2.5. 定義より明らかに $HC_{*}^{\{1\}}=HC_{*}$ である. また, 与えられた DGA(A, $d$)
が $l$-連結でなければ, 一般に反復巡回的ホモロジー $HC^{\{l\}}(A, d)$ は連結ではない (負
次数を持った元も許す).

3. $HC_{*}^{\{l\}}$ から $HC_{*-1}^{\{l+1\}}$ への自然変換

ます反復巡回的ホモロジー, 巡回的 Hochschild ホモロジーからなる Connes完全
系列から紹介する.

$(\wedge V, d)$ を連結 DGA とするとき, 次の短完全列が存在することがわかる.

$\mathrm{o}-\mathrm{C}_{*}^{\{l\}}(\wedge V)arrow \mathcal{E}_{*}^{\{l\}}(\wedge V)\pi$ �
$arrow i$

$\mathcal{E}_{*-2}^{\{l\}}(\wedge V)-0$

ただし $i( \sum_{i\geq 0}w_{i}u^{i})=\sum_{i>0}w_{i}u^{i+1},7\Gamma(\sum_{i\geq 0}w_{i}u^{i})=w_{0}(w_{i}\in \mathrm{C}_{*}^{\{l\}}(\wedge V))$ と定義さ
れている. この短完全列は $\overline{\mathrm{C}}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}$ 完全系列

$\ldots\sim HC_{*}^{\{}9_{1}(\wedge V, d)\neq- B$ $HH*${J} $(\wedge V, d)\tilde{<^{\pi}}- HC_{*}^{\{l\}}(\wedge V, d)\sim HC_{*-2}^{\{l\}}(\wedge V, d)sarrow\cdots$

を誘導する. $\cdot w\in \mathrm{C}_{*}^{\{l\}}(\wedge \mathrm{t}/)\vee$ に対して $B([w])=[\beta w]$ であることに注意されたい. ま
た Connes完全系列上の写像 $B,\tilde{\pi}$ そして $S$ は自由 $\mathrm{D}\mathrm{G}\mathrm{A}’\mathrm{s}$ の間の DGA 写像に関し
て自然であるから上の $(\Lambda V, d)$ は任意の連結 DGA $(A, d)$ に置き換えられる. さらに
$B:HH_{*}^{\{l\}}arrow HC_{*-1}^{\{l\}},$ $\pi$-: $HC_{*}^{\{l\}}arrow HH_{*}^{\{l\}}$ そして $S:HC_{*-2}^{\{l\}}’arrow HC_{*}^{\{l\}}$ なる自然変換
を手に入れることができる.
自然変換 $HC_{*}^{\{l\}}arrow HC_{*-1}^{\{l+1\}}$ を定義する. まず, $B_{s}$ を外積代数 $\wedge(t_{1}, \ldots, t_{s})$ とし, さ

らに次数 -1 の derivation $\tau$ : $\mathbb{Q}[\wedge V\otimes B_{l*}]arrow \mathbb{Q}[\wedge V\otimes B_{l+1*}]$ を $a\otimes(t_{1}^{\epsilon_{1}}\cdots t_{l}^{\Leftarrow l}\vee$ 九 $\in$

$\wedge V\otimes B_{l*}$ に対して,
$\tau(a\otimes(t_{1}^{\epsilon_{1}}1\cdot\cdot t_{l}^{\epsilon_{l}})_{*})=(-1)^{|a|+\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon\downarrow a\otimes(t_{1}^{\epsilon_{1}}}\cdots t_{l}^{\epsilon}{}^{t}t_{l+1})_{*}$

と定める. このとき次が成り立つ.

Lemma 3.1. (i) $(d\otimes, 1)\circ\tau=-\tau\circ(d\otimes 1)$ .
(ii) $\tau(I)\subset I_{f}$ ただし $I$ は Theorem 2.1 の前で定義されているイデアノレである.

Lemma 3.1 から derivation $\mathrm{C}(\tau)=\rho^{-1}\tau\rho$ : $\mathrm{C}_{i}^{\{l\}}(\wedge V)arrow \mathrm{C}_{i-1}^{\{l+1\}}(\wedge V)$ が定義でき,
それは条件 $\mathrm{C}(\tau)\delta_{l}=-\delta_{l+1}\mathrm{C}$ (\mbox{\boldmath $\tau$}) をみたす 特に $v\otimes(t_{1}^{\epsilon_{1}}, ..t_{l}^{\Leftarrow\iota})_{*}\in V\otimes B_{l*}$ に対して,

$\mathrm{C}(\tau)(v\otimes(t_{1}^{\epsilon_{1}}\cdots t_{l}^{\epsilon_{l}})_{*})=(-1)^{|v|+\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon_{l}}v\otimes(t_{1}^{\epsilon_{1}}\cdots t_{l}^{\epsilon_{l}}t_{l+1})_{*}$ である.
ここで derivation $\mathcal{E}(\tau)$ : $\mathcal{E}_{i}^{\{l\}}(\wedge V)arrow \mathcal{E}_{i-1}^{\{l+1\}}(.\wedge V)$ を $\mathcal{E}(\tau)|_{C^{\{\iota\}}(\Lambda V)}\dot{.}=\mathrm{C}(\tau),$ $\mathcal{E}(\tau)(u)=$

$0$ と定める. $\beta \mathcal{E}(\tau)=-\mathcal{E}(\tau)\beta$ をみたすことは容易に確かめられるがら, $D_{l+1}\mathcal{E}(\tau)=$

$-\mathcal{E}(\tau)D_{l}$ となる. さらに, $\mathrm{C}(\tau)$ 及び $\mathcal{E}(\tau)$ の自然性から, 上の複体写像 $\mathrm{C}(\tau),$ $\mathcal{E}(\tau)$ は

自然変換 $\tau_{HH}$ : $HH_{*}^{\{l\}}arrow HH_{*-1}^{\{l+1\}}$ と $\tau_{HC}$ : $HC_{*}^{\{l\}}arrow HC_{*-1}^{\{l+1\}}$ を誘導することがわ
かる. 次の定理はこの自然変換と Connes完全列の相性の良さを物語る.
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Theorem 3.2. 図式

$\mathrm{o}-\mathrm{C}_{*}^{\{l\}}(\Lambda V)\mathcal{E}_{*}^{\{l\}}(\wedge V)\mathcal{E}_{*-2}^{\{l\}}(\wedge V)\underline{\pi}\underline{i}arrow 0$

$\downarrow C(\tau)$ $\downarrow \mathcal{E}(\tau)$ $\}C(\tau)$

$0-\mathrm{C}_{*}^{\{l+1\}}(\wedge V)\mathcal{E}_{*}^{\{l+1\}}(\Lambda V)\mathcal{E}_{*-2}^{\{l+1\}}.(\wedge 1\nearrow)\underline{\pi}\underline{i}arrow 0$

は可換である. したがって自然変換として次の等式が成立する:

$\tau_{HC}B=B\tau_{HH}$ , $\tau_{HH}\overline{\pi}=\overline{\pi}\tau_{HC}$ , $\tau_{HC}S=S\tau_{HC}$ .

4. 結び

第 1 章で見たように $HC_{*}^{\{l+1\}}(A, d)$ は一般に負次数の元を持つ. この元が与える代
数的または幾何学的情報について, また全体的な代数構造の解析について知られて
いる結果は現在皆無である. 残念ながら $l$-連結 DGA に対しても, 反復次数 $l$ (\geq 2) の
反復巡回的ホモロジーの具体的計算はまだ実行されていない. 今後, 具体的な DGA
に対して行なわれる反復巡回的ホモロジー, 反復 Hochschild ホモロジーの計算を通
して, Theorem 1.5 と同様, 通常の Hochschild, 巡回的ホモロジーとの相違点が明ら
かにされるであろう. また共変函手 $HC_{*}=HC_{*}^{\{1\}}arrow HC_{*-1}^{\{2\}}arrow|\cdot\cdotarrow HC_{*-l}^{\{l+1\}}$ は

通常巡回的ホモロジーの研究に貢献するのではないかと予想する.
今まで見て来たように, 私達の得た反復巡回的ホモロジーは有理数体上の可換微

分代数上でのみ定義されている. 環 $R$上の一般の微分代数 (可換とは限らない) に関
しての一般化は [11] では与えていない. そのような一般化が, 棒構或等を基にやが
てなされること, そしてそれが Theorem 1.1 のようにある空間のホモロジーと結び
付くことを期待する. この方面での Hochschild ホモロジーの一般化に関しては [14],
[15] を参照.
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