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順序数の積空間における弱い正規性について

筑波大学大学院数学研究科 平田 康史 (Yasushi Hirata)
Gra.duate School of Mathematics, University of Tsukuba

1 はじめに

位相空間の交わらない閉集合の対が, かならす開集合で分離できると
き, その空間は normal(正規) であるという、次の古典的なよく知られて
いる定理からわかるように, 空間が normal であると, その空間からユー
クリッド空間 $\mathrm{R}$への連続写像を扱うのに都合がよい,

THEOREM LL (Tiezej $\ddagger^{\gamma}.rys\circ h_{ll}$) 位相空間 $X$ について, 次の条件は

同値である.

(a) $X$ は $\uparrow\iota ormal$である
$l$

(b) $X$ において, 閉集合はゼロ集合で分離される $($

(c) $X$ の閉集合からユークリッド空間 $\mathrm{R}$ への連続写像は, $X$ 全体から

の連続写像に拡張できる $|$

また, 第二可算な (すなわち, 可算開基をもつ) normat空間は, 距離付け
可能である $\{$

ここで, 位相空間 $X$ の部分集合 $Z$ がゼロ集合であるとは, $X$ からユー

クリッド空間 $\mathrm{R}$への連続写像 $f$ で, $Z=f^{-1}‘’.\{0\}$ となるものが存在する
ことである. 特に, ゼロ集合は閉集合である 1

以下順序数は通常の順序によって導かれる全順序位相をもつ空間と考
える, 「 $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}$ 」 または「コンパクト」 は, フイルターの正規性やコンパ
クト基数のことではなく, 位相的な意味での正規性, コンパクト性をあら
わすこととする. しかしながら, 「正則」 は, 基数の正則性 $(\mathrm{c}\mathrm{f}/\sigma\cdot=\kappa\geq\omega)$

をあらわすこととする 1

Section 2 では, 順序数の積空間の研究の歴史的な背景を紹介する. nor-
mality は, その定義の簡潔さにもかかわらす, 上で述べたように, 位相空間
を調べる上で有用なツールてもある, 一方で, とても壊れやすく, 一般に
は積空間では保存されない. 順序数の空間の積を使ってそのような例を容
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易に作れることはよく知られている. normalityの様態を調べる上で順序
数の積空間が果たした役割は, 単に簡単な例を構成するにとどまらず, 位
相空間論における難解かつ重要な問題の解決に貢献している. Rudinが構
成した Dowker空間は, 順序数のある種の積空間の部分空間であった. ま

た, 順序数の有限積であっても, その位相的性質はかならずしも自明では
なく, 未解決な問題も残っている. その中には集合論の公理系からの独立
性の可能性が (今のところ) 否定できてないものもあり, 集合論的な見地
からみても興味深いとおもわれる.

Sec.tion 3 では, $\omega_{1}$ の有限幕の部分空間の normality, および, それを弱
くした概念について, すでに知られている結果と, 最近わかったことを紹
介する. 1990年代に人って, 家本・大田・玉野は, 順序数の 2 つの部分空
間の積の $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}_{\backslash }$ 可算パラコンパクト性などを, $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}_{1}\mathrm{r}\mathrm{y}$ set の概念
を用いて特徴付けた. その系として, $\omega_{1}$ の 2 つの部分空間の積で normal
でないものの存在が得られる. このことにより, 順序数の積空間の世界で
は normality は強すぎると考えることもてきるかもしれない. norma.lity
を弱くした概念に subnormality と nlild $\mathrm{n}$ormaljtv というものがある, 著

者と家本との共同研究で, これらの性質が $\omega_{1}$ の部分空間の 2 つの積と 3
つの積とで, 異なる動向を示すことが明らかになった. また, $\omega_{1}$ の部分空

間の有限積における subnormality と mild normality を stationary set の
概念を使って特徴づけた.

Section 4では
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

任意の順序数の部分空間の有限積における subnormality
と而 $1\mathrm{d}$ normality を特徴付けた定理を紹介する. その系として, 順序数の
部分空間の有限積において, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{n}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{t}_{\nu}\mathrm{v}$ は mild normality を含意するこ
とがわかる.

2 空間の正規性と順序数の積空間
位相空間には分離公理とよばれる性質が何種類も定義されている. 中

でも, normality などのよく知られているものは,.. 「空間 $X$ のある特定の
部分集合族 $\mathrm{C}_{0},$ $\mathrm{C}_{1}$ が, ある特定の部分集合族 $\mathrm{O}_{0},$ $\mathrm{O}_{1}$ で分離できる」 とい

う形で定義される. ( $\mathrm{C}_{0}$ $=\mathrm{C}_{1}=\mathrm{C},$ $\mathrm{O}_{0}$ $=\mathrm{O}_{1}=\mathrm{O}$ の場合は, 単に 「 $\mathrm{C}$ が
$\mathrm{O}$ で分離できる」 という c) 正確には, 次のような意味である.

$\forall$Q $\in \mathrm{C}_{0}\forall C_{1}’\in \mathrm{C}_{1}[C_{0}\cap C_{1}=\emptysetarrow$

$\exists$O$0\in \mathrm{O}_{0}\exists O_{1}\in \mathrm{O}_{1}(O_{0}\cap O_{1}=\emptyset\Lambda C_{0}\subseteq O_{0}\wedge C_{1}\subseteq O_{1})]$
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よく知られている分離公理の定義を表にすると
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

次のようになる,

一般には, regular や normal から $T_{1}$-性はでてこない. 以下, $T_{i}$. という
呼称を使うときは, $T_{1}$-性も仮定しているものとする, よく知られてぃ
るように., 距離空間は $T_{4}$-性をもち, $T_{4},T_{3\cdot\cdot\vdash 1/2},T_{3},T_{2},T_{1}$ と, 順に弱くなる.
$i=1,2$ , $3,3+1/2$ の場合, $T$, 空間の部分空間は $T_{i}$. 空間である $\llcorner$ , $T_{i}$ 空間
たちの積空間は $T_{i}$. 空間である. また, 距離空間の部分空間は距離空間であ
るし, 可算個の距離空間の積は距離付け可能である.
これに対して, $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{t}_{\nu}\mathrm{v}$ ( $T_{4}$-性) はとても壊れやすい. 順序数の積空間

は, そのことを示す例を提供してきた. ますは簡単な例から紹介する.

FACT 2.1. 次が成り立つ.

(1) 順序数の部分空間は, \eta -空間てある,

(2) 後者型順序数は, コンパクトである $($

(3) $\kappa>\omega$ が正 $\beta_{\backslash }\mathrm{I}\mathrm{J}$基数ならぱ, $\kappa\cross(\kappa\cdot+ 1)$ は normalてはない.

(3) は Fodorの補題を使って, $\{\langle\alpha, \alpha\rangle|\alpha^{r}<\kappa\}$ と $\kappa\cross$ {\kappa } が $G_{\delta}$-集合 (可
算個の開集合の intersection を $Ct\delta$-集合という) で分離できないことがわ
かる,

上の Fact から, $\omega_{1}$ と $\omega_{1}+1$ はともに $T_{4}$ 空間であるにもかかわらす, そ
の積 $\omega_{1}\cross(\omega_{1}+1)$ は $11\mathrm{O}1^{\backslash }\mathrm{n}1\mathrm{a}1$ ではないことがわかる, また, $\omega_{1}\dashv- 1$ はコン

パクト $\mathrm{I}\mathrm{f}\mathrm{a}\iota \mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{f}$ であり, よって, $(\omega_{1}+1)^{2}$ もまたコンパクト Haumlorff,
特に, $T_{4}$空間であるが, その部分空間である $\omega_{1}\cross(.\omega_{1}+1)l$2normal ては
ない.

COROLLARY 2.2. $T_{4}$ -性は, 部分空間, あるいは, 2っの積で, かなら
すしも保存されない.

それでは, 空間の積 $X\cross Y$が norma になるためには, $X,\mathrm{Y}$が単に $T_{4}$空
間であるだけでなく, さらにどのような条件を仮定すればよいのか, とい
うことが問題となった.
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PROBLEM 2.3. $T_{4}$ -空間とコンパクト距離空間の積は, いつも normaf
になるか ?

この問題に関連して, Dowker は次の定理を証明した.

THEOREIVI 2.4. (Dowker $\mathit{1}\mathit{9}^{r},’\acute{\mathit{1}}$ $\beta J$) normal空間 $X$ について, 以下は同

値である 1

(a) 任意のコンパクト距離空間 $Y$ について, $X\cross \mathrm{Y}$ は nomalてある.

(b) $X$ $\cross$ I は normafである, ニこで, $\mathrm{I}=[0,1]$ は実数直線の単位閉区間
である,

(c) ある無限コンパクト距離空間 $Y$ について, $X\mathrm{x}\mathrm{Y}$ は normalである、

(d) $X$ は可算パラコンパクトである $\mathrm{t}$

可算パラコンパクト性の定義は, 以下のとおりである,

DEFINITION 2.5. 位相空間 $X$ の部分集合族 $\mathcal{U}=\langle U_{i}.|i\in I\rangle$ , $\mathcal{V}=$

$\langle V_{i}.|i, \in I\rangle$ について, $V_{i}\subseteq U_{i}$. がすべての $i\in I$ について成り立つとき, $\mathcal{V}$

は $\mathcal{U}$ の partial shrinking, あるいは, $\mathcal{U}$ は $\mathcal{V}$ の expansionであるというこ
とにする ( partial shrinkingで空間全体を被覆するものを shdnking とい
う $\mathcal{V}$が局所有限 (resp. discrete.) てあるとは,$\cdot$

$X$ の任意の点 $x$ に対して,
その近傍 $P$ で, $|\{i\in I|P\cap V_{i}\neq\emptyset\}|<\omega$ (resp. $\leq 1$ ) となることてある,

$X$ の任意の可算開被覆が局所有限な開 shrinkingをもつとき, 空間 $X$ は可

算パラコンパクトであるという 可算パラコンパクトてはない $T_{4}$ 空間を

Dowker空間, norrnalでない可算パラコンパクト空間を anti-Dowker空
間という

上の問題は, $\ulcorner \mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$空間は存在するか ? 」 と言いかえることがてき
るが, この問題が (ZFC に他の公理を付加せずに) 解決されるのは, 1971
年である. 上の Dowker の定理から 20年かかっていること, また, 問題の
内容が位相空間論において基本的かつ重要なものであることを考えると,
この問題はなかなかの難問だったのだと思化れる 1

THEOREM 2.6. (Rudin 1971) Dowker空間は存在する.

Rudin の構成した Dowker空間は,, 次のようなものてある.

$X=\{x\in\square _{fl<\omega}(.\omega_{\mathrm{n}}+1)|\exists m<\omega\forall n<\omega(\omega<\mathrm{c}\mathrm{f}$ x(n.)<\mbox{\boldmath $\omega$}。
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ここで, $\square _{i\in I}\wedge$Yi は Box積とよばれる積空間の一種で, 集合としては通
常の直積空間 (Tychonoff積とよばれる) と同じものだが, $\mathrm{T}y^{V}\mathrm{c}1_{1C\mathrm{J}11\mathrm{O}}.\mathrm{f}\mathrm{f}$積よ
りも強い位相をもつ. 各 $?,\cdot\in I$ について $P_{i}$. が $J\mathrm{Y}_{i}$. の開集合であるときの

$\Pi_{i\in}{}_{I}P_{i}$. たちがこの空間の開基である. (Tychonoff積では, 有限個の $i\in I$

を除いて $P_{i\wedge}=/\mathrm{Y}_{i}$. であることが要求される点で, 両者は異なることに注意
せよ. )
このように, 順序数の積空間は, 簡単な例をつくるだけでなく, 位相空

間論における重要かつ難解な問題の解決に貢献している,

上の定理の方法を応用して, Rudin と厚地はさらなる norniality の壊れ
やすさをあらわす次の定理を証明している 1

THEOREM 2.7. (Rudin $\mathit{1}\mathit{9}7\mathit{5}_{J}$ Atsuji $\mathit{1}\mathit{9}7\eta$ どんな $T_{4}$ 空間との積も $T_{4}$

空間になる空間は, 離散空間のみである.

一方 anti-Dowker空間の存在を示すのは簡単で, $\omega_{1}\cross(\omega_{1}-\vdash 1)$ がその

例となっている. それでは, $\ulcorner_{\omega_{1}^{2}}$ には a.nti-Dowker な部分空間は存在する
か ? 」 というと, これに関しては次の定理が知られている.

THEOREM 2.8. (Kemoto, Smith, Szeptycki [12]) $\mathrm{V}=\mathrm{L}$ が, または,
PMEA が成り立てば, $\omega_{1}^{2}$ には anli-Dowkerな部分空間は存在しない.

ここで, PMEA は Product Measure Extension Axiom とよばれる公理

で, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathfrak{B}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{y}$ stren.gth は, $\mathrm{c},.0.\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{p}\mathrm{a},\mathrm{c}\cdot\dot{\mathrm{c}}$ cardinal の存在より弱 $\langle$ (Nyikos),
measurable $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\mathrm{a}.1$ の存在より強い $(.\mathrm{F}1\mathrm{e}_{-}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r})$ ことが知られている.
上の定理で, $\mathrm{V}=\mathrm{L}$ や PMEA を仮定からはずせるか否かは, 未解決で

ある 1

PROBLEM 2.9. $\omega_{1}^{2}$ の anli-Dowker部分空間の非存在は ZFC のみから
証明できるか ?

このように, 有限積であっても, その位相的性質を知ることはかならす
しも簡単ではない. ZFC から独立な事象もあるかもしれず

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

集合論的に
も興味深いのてはなかろうか.

3 $\omega_{1}$ の有限幕の部分空間の subnormality と

mild normality
1990年代に人って、順序数の積空間の位相的性質を組み合わせ論的に,

特に stationaryの概念を使って特徴付けようとする動きがおこる. その発
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端になったのは, 家本, 大田, 玉野による順序数の 2 つの部分空間の積の
$\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}.1\mathrm{i}\mathrm{t}.y’,$

$\mathrm{c}\mathrm{o}11\mathrm{e}\mathrm{c}11\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{w}\mathrm{i}\Leftrightarrow^{\urcorner}.\mathrm{e}\mathrm{x}.1$or.m‘a$1\mathrm{i}\mathrm{t}.\mathrm{Y}^{r},$ , shrinking property, 可算 J $\backslash \mathrm{Q}$ ラコン $\nearrow\backslash ^{\mathrm{O}}$

クト性などの特徴づけであろう

THEOREM 3.1. ( $I\zeta emoto,’ \mathit{0}$hta,$\cdot$ Tainano1992[11])
各順序数 $\alpha\leq\mu$ に対して, e。 : $\mathrm{c}\mathrm{f}\alphaarrow\alpha$ を strictly increasingかつ連

続な cofinal s何’uence とする. $A_{7}B\subseteq\mu+1$ に対して, 以下が成り立つ.

(1) 次は同値である 1

(a) $A\cross B$ は shrinkingである $($

(b) $A\cross B$ は collectionwise normalである.

(c) $A\cross B$ は $nor\ell nal$てある,

(d) $\lambda=\mathrm{c}\mathrm{f}\alpha$ =cf $l^{f}\geq\omega_{1}$ となる各 $\alpha,\beta\leq f^{A}$ に対して, 以下の条件
が成り立つ.

$(d_{1})\alpha$. $\not\in A,$ かつ, $.\beta\not\in B$ ならば, $A\cap\alpha$ が $\alpha$ で non-stationary
か, $B\cap\beta$ が $\beta$ で non-stationaryが, $(e_{\alpha}^{-1}" A)\cap(e_{\beta}^{-1}" B)$ が

$\lambda$ で stationaryである.

(d2) $\alpha$
. $\in A,$, かつ’. $\beta\not\in B$ ならば, $A\cap\alpha$’が $\alpha$ で $bounde\Delta$が, $B\cap\beta$’

が $\beta$ で non-stationaryである $($

$(d_{3})\alpha\not\in A$ , かつ, ,$\theta\in B$ ならば, $A\cap a$’が $\alpha$ で non-statiofla.ry
か

$\acute{\prime}$

$B\cap\beta$ が $\beta$ で bounddである ‘

(2) 次は同値である.

(e) $A\mathrm{x}B$ は strong $D- prope\hslash y$をもつ.

(f) $\wedge 4\cross B$ は $ex,pandable$である.

(g) $A\cross B$ は可算パラコンパクト性をもつ.

(h) $A\mathrm{x}B$ は weak $D(\omega.)$ -propeny をもつ.

(i) $\lambda=\mathrm{c}\mathrm{f}\alpha$ =cf $\beta\geq\zeta\acute{.}1$ となる各 $\alpha,\beta\leq\mu$ に対して, $(e_{\alpha}^{-1}" A)\cap$

$(e_{\beta}^{-1}" B)$ が $\lambda$ で non-stationaryならば, 以下の条件が成り立つ,

$(i_{1})\alpha$ \not\in A, かつ, $\beta\not\in B$ ならば, $\wedge 4\cap\alpha \mathit{1}$が $\alpha$ で non-stationa.w
か, or $B\cap\beta$が $\beta$ で non-stationaryである.

$(i_{2})\alpha\in A$, かつ, $f;\not\in B$ ならば, $A\cap\alpha$が $a$’で boundedが, $B\cap\beta$

が $\beta$ で non-stationaryてある $\mathrm{t}$
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$(’i_{3})\alpha$ \not\in Aj かつ, $\beta\in B$ ならば, $A\cap\alpha$ が $\alpha$ で non-stationary
か, $B\cap\beta$が [? で boundedである ‘

ここで, collectionwise normality と shrinking propertyはともに normal-
ity よりも強い位相的性質で, 定義は次のとおりである. (その他の概念の
定義については [11] を参照されたい. $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

DEFINITION 3.2. 位相空間の任意の開被覆が閉 shrinkingをもっとき,
その空間は shrinkingであるという 位相空間の任意の discrete な族が,
p.airwilse $di_{9}’.Joint$ な開 enpansion をもつとき, その空間は collectionwise
normal であるという

この定理を $\omega_{1}$ に限定すると次のようになる.

COROLLARY 3.3. $A,$ $B\subseteq\omega_{1}$ について, 以下は同値である.

(a) $A\cross B$ は $shr.i.nf\dot{\mathrm{b}}ir\iota g$ .

(b) $A\cross B$ は collectiollwise normal.

(c) $A\cross B$ は normal.

(e) $A\cross B$ は strong $D$-properry をもつ.

(f) $A\mathrm{x}B$ は $ex,pandable$ .
(g) $A\cross B$ は可算パラコンパクト

(h) $A\mathrm{x}B$ は we.ak $D(\omega)- prope.n.y$をもつ 6

$(d\cdot i)A$ が $B$ のいずれかが $\omega_{1}$ で $non-.s.tationar’y$が, $A\cap B$ が stationary.

よく知られているように, $\omega_{1}$ には交わらない $\omega_{1}$ 個の stationary set が
あるので, 特に次のことがわかる.

COROLLARY 3.4. $A\cross B$ が normalではないような $A,$ $B\subseteq\omega_{1}$ が存在
する,

このように, 順序数の積空間では, normality は non-trivial なものの中
では最も簡単な形のものであってもこわれてしまう

$|$ 以下 normality を
弱めた概念である subnornmlity と nlild normality について考える,
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DEFINITION 3.5. 位相空間の任意の交わらない閉集合の対が C7\mbox{\boldmath $\delta$}-集合
の対で分離されるとき, その空間は subnormalであるという 位相空間

の任意の開被覆が $\Gamma_{\sigma}\sqrt- sh\ell ri?lking$をもつとき, その空間は subshrinkingで
あるという

定義から簡単にわかるように, shrinkingな空間は subshrinkingかつ llOl.-

$\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}$ であり, $|\mathrm{s}n\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{i}_{11}\mathrm{k}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}$ が norma.l な空間は subnormal である $|$

subnorntality は $\mathrm{n}\mathrm{o}.1^{*}\mathrm{n}1\mathrm{a}_{1}1\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ より実際に弱い概念である. 特に $\omega_{1}^{2^{\ell}}$ におい

てはその差は顕著である.

THEOREM 3.6. (Kemoto $\mathit{2}\mathit{0}\theta \mathit{2}$ [10]) $\omega_{1}^{2}$ のすべての部分空間は sub-
$sh\dot{m}nking_{J}$ よって subnormalてある.

上の定理から, 任意の $n<\omega$ に対して, $\omega_{1}^{\tau\iota}$. のすべての部分空間は sub-
normal になるのではないかと予想された, しかしながら, これは成り立た
ないことが, 著者と家本によって証明された.

THEOREM 3.7. ( $Hir^{\tau}ata,$ $Ke?no.to$ 2003 [ZO

(1) $\omega_{1}^{3}$ には subnormalではない部分空間が存在する.

(2) $n<\omega,$ $X\subseteq\{x\in\omega_{1}^{n}. |x(i)<x(j)(\forall i$. $<\forall j<n.)\}$ ならば, $X$ は

subshrinkir\iota g, よって, $sub\uparrow\iota orrnal$.

ここで , $n=2$ のときと $n=3$ のときで差が生じる原因について簡単に
触れておきたい, $X\underline{\subseteq}\omega_{1}^{n}$ に対して} $n=2$ の場合は, $\{x\in X|x(j_{0})=$

$x(j_{1})(\forall j_{0},j_{1}<n)\}$ が stationary が, あるいは, すべての $j_{0}’\neq j_{1}<n$ につ

いて $\{\alpha<\omega_{1}|x(j_{0})=x(j_{1})=\alpha(\exists x\in X)\}$が non-stationaryかのいすれ
かであるが , $n\geq 3$ では, そのどちらでもない場合が存在する. これが両
者の相違である. そのような可能性を排除することで, (2) は成り立つ.

位相空間の閉集合の interior を regular open集合といい, 開集合の
closure を regular closed集合という $|$ 位相空間 $X$ の部分集合 $U$が regular
openであるためには $U=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}x\mathrm{c}1_{arrow \mathrm{X}}.\cdot U$ となることが, $F$が regular closedで
あるためには $F=\mathrm{c}1_{X}$ intえ $F$ となることが必要十分である. よく知られ
ているように, regular open集合の全体は完備ブール代数になり, forcing
に使われている.

subnormality が, 分離するときに使ってよい集合のクラスを開集合全
体から $G_{\delta}$ 集合全体に広げることによって normality を弱めたのに対して,
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mild $1\mathrm{l}\mathrm{O}\mathrm{l}’ \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ は, 分離しなければならない集合のクラスを閉集合全体か
ら regular closed 集合全体に狭めることによって norrn.a.lity を弱めたもの
である 1

DEFINITION 3.8. 位相空間の任意の交わらない regular closed集合の
対が開集合 ( $C_{\tau}^{\mathrm{Y}}\delta$ -集合) の対で分離できるとき, その空間はmfldly normal
(mildly subnormal) であるという

FACT 3.9. $(sub.)no’mal$な空間は mddly (sub)norm.al $C^{\backslash }\backslash$ある.

mild normality は normality よりも真に弱い. 前述の通り, $\omega_{1}\cross(\omega_{1}+1)$

は normal でないが, 順序数の任意個の積は nfildly normal である.

THEOREM 3.10. ( $I\mathrm{f}ala\ell l.tan_{f}$ Szepticki2002[9].) 各.$i,$ $\in I$ について $\alpha_{i}$

が順序数ならば, $\Pi_{i\in I^{0}}$’i は mddly normatてある,

この定理の Kalantan, Szepticki による証明には, elementary submodel
が使われている. (後に elementary submodel を使わない証明が [13] て与
えられている. )

Kalantan, Kemoto は次の定理を示し, (1) が 3つ以上の積に対しても成
り立つかどうかを問うた.

THEOREM 3.11. (Kalantan, $I\zeta e.moto$ 2003 [8].)

(1) 順序数の部分空間 $A,$ $B$ の積 $A\mathrm{x}B$ は mildly normal.

$(\theta \mathit{2})(\omega+\mathrm{I})\mathrm{x}\omega_{1}$ には mddty normalてない部分空間がある,

COROLLARY 3.12. $A,$ $B\subseteq\omega_{1}$ ならば, $A\cross B$ は subnormalかっ $m\cdot ildly$

normalである $c$

著者と家本は $\omega_{1}$ の部分空間の有限積の nffld normality を sta.tionary の
概念を使って特徴づけた. また

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

著者は同じ条件で subnormality も特徴付
けられることを示した.

THEOREM 3.13. (Hirata, Kemoto $[7J$, Hirata $[\mathit{5}J$)
$A=\langle A_{k}|k\in N\rangle$ を $\omega_{1}$ の空てない部分空間からなる有限族, $X=$

$\Pi_{k\in N}A_{k}$ とする ‘ このとき以下は同値てある.

(a) $X$ は $s\cdot ubshri?lking$ .

(b) $X$ は $subno\nu\eta nal.$ .
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$(c’)X$ は mildly normd.

(d) -Y は mildly $subnorr7?,al$.

(e) $N$ の相異なる元からなる長さ 2以上の任意の列 $\langle k_{i}.|i<l\rangle$ に対し

て
$j$
すべての $0<i<l$ に対して $A_{k_{i-1}}\cap A_{k_{i}}$. が $\omega_{1}$ で $stationar^{4}y$ なら

$l\mathrm{h}^{\grave{\backslash }},’ \bigcap_{i<l}A$ki も stationaryである.

この定理は, 上述の Kalantan, Kemotoの問題への解となっていて, mildly

normal に関しても, 2つの積と 3つの積とで様子が異なる例となっている,

COROLLARY 3.14. $A\cross B\mathrm{x}C$が subnormalても mddly normdでも
ないような $A,$ $B,$ $C\subseteq\omega_{1}$ が存在する.

Proof. $S_{0},$ $S,,$ $\mathrm{b}_{2}^{\gamma}$ を互いに交わらない $\omega_{1}$ の stationary set とする, $A=$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\cup S_{1},$ $B=S_{1}\cup S_{2},$ $C=6_{2}^{\gamma}\cup S_{0}$ とおく $A\cap B=S_{1}$. と $B\cap C=S_{2}$ は

stationary だが, $A\cap B\cap C=\emptyset$ . よって) $\langle A, B, C\rangle$ は定理の (e) の条件を

満たさない. 口

順序数の部分空間の無限積の mild normality についてはまだ解決され
ていない.

PROBLEM 3.15. $\omega_{1}$ の paimise disjoint な stationary subsetの可算積
は mildly normalが ?

4 順序数の部分空間の積の subnormality と

mild normality
前節で述べた家本, 大田, 玉野の定理から, 順序数の 2 つの部分空間の

積において, normality, collectionwi normality, $\mathrm{s}_{r}11\mathrm{r}\mathrm{i}11\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ propertyが同
値であるが, より一般に, 次の定理が成り立つ.

THEOREM 4.1. (Fleissner $\mathit{2}\theta \mathit{0}\mathit{2}$ [Zり
$X$ が順序数の有限積の部分空間ならば, 以下は同値てある.

6) $X$ は $nor7llal$.
(b) $X$ は norr}?,alかつ $stro?lgly$ zerO-dimensional.
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(c) $X$ は $collect^{J}i_{\mathit{0}\mathit{7}}\iota u$}$ise$ normal.

(d) -Y’ は shrinking.

ここで空間が strongly $\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{l}.0$-dimellsiollal とは, 任意の交わらないゼロ集
合の対が clopen集合で分離されることである, Urysohn の定理により, 空
間が normal かつ strongly zero-dimeILsional であるためには, 任意の交わ
らない閉集合の対が elopen集合で分離されることが必要十分である.
上の同値性には $X$ が順序数の有限積の部分空間であるという仮定が必

要である. normalかつ subshrinkingな空間は可算パラコンパクトてあるこ
とが知られているので, Dowker空間は normalityが subshrinking性を導か
ない例となっている, さらに Rudinが作った Dowker空間は collectionwise
normalでもあり, よって , collectionwise normalityからも subshrinking性
はでてこない. また, subshrinking property が normality を導かない例
が $A,$ $B\subseteq\omega_{1}$ についての $A\cross B$ の形で得られることは, Corollary 3.4,
Theol.em 3.6 よりわかる.

$.\omega_{1}$ の部分空間からなる有限積ては, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{n}\mathrm{o}1\mathrm{m}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}^{r},$ subsllrillking, nffld
normality, mild subnorma.lity は同値であったが, 一般の位相空間てはこ
の同値性は成り立たない. 特にそのうちのいくつかは, 順序数の有限積の
部分空間においても同値ではない. subslIi娃 ing だがmildly normal ては
ない $X\subseteq(\omega+1)\mathrm{x}\omega_{1}$ の存在は, Tberorem 3.6, Theorem 3.垣より得ら
れる, また, $\omega_{1}\cross(\omega_{1}+1)$ は mildly normalであるが, subnormalではない
ことが知られている.
本節ては, 任意の順序数の部分空間からなる有限積の subnormality と

mild normality を特徴付ける定理を紹介する. 上記の通り, mildly normal
と subnormal とでは異なる特徴づけを必要とする. $\omega_{1}$ の部分空間の場合
に比べて statement がやや複雑になるので, 定理を述べる前に, その特徴
づけから得られる� $1^{\backslash }\mathrm{o}11\mathrm{a}1\gamma$ を先に述べる,

COROLLARY 4.2. $X=\Pi k\in NA$, が順序数の部分空間からなる有限積
のとき, 以下が成り立つ.

(1) $X$ が subshrinkingであることと subnormalであることとは同値で
ある。

(2) $X$ が mddly normalであることと, ?nildly subnormalであることと
は同値である 1

(3) よって, $X$ が subnormalならば, $X$ は $\uparrow nildly$ nomalである ‘
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DEFINITION 4.3. $K=\langle I\mathrm{t}_{-}, K,, S_{IC}\rangle$ が $(-+S)- t^{l}riple$ とは $K=I\iota_{-\cup}^{F}$

$\mathrm{A}^{\vee}.$

+ が diめ $oi^{J}ni$ unionで, $S_{K}\underline{\subseteq}P(K.),$’かつ, 任意の $r\in S_{I\mathrm{f}}$ と $r’\subseteq 7^{*}$ につ

いて,$\Gamma’\in 6_{I\backslash }^{\gamma}.$’となることとする. $(-\cdot- t- S)- t\gamma\dot{\eta}’\zeta Jl$e $K=\langle \mathrm{A}_{-}’.,$ $K_{+}-,$ $S$\tilde に関す
る性質をいくつか, 以下に定義する 1

$\bullet$ $K$ がwell partitioned とは, $I.\mathfrak{t}_{-}$ が空か
$J$
あるいは, $K$ の相異なる

元からなる長さ 2以上の有限列 $\langle k_{i}|i<l\rangle$ で, $\{k_{i-1}., k_{j}\}\in S_{I\dot{\mathrm{c}}}$ が

すべての $i<l$ で成り立つものはかならず $\{k_{i}|fi, <l\}\in.6_{R}^{\gamma}$. となる
こと

$($

$\mathrm{o}K$が even とは, すべての $k_{0}\in K_{-},$ $k$,, $k_{2}\in \mathrm{A}’-+$ について, $\{k_{0}, k,\}\in$

$S_{I\mathrm{f}}$ であることと $\{k_{0}, k_{2}\}\in S_{K}$ であることが同値になること $($

$\bullet$ $K$ が separated とは, すべての $k_{0}^{\eta}\in K_{-}$ と $k_{1}\in \mathrm{A}_{+}^{r}$ について,
$\{k_{0)}k_{1}\}\not\in S_{K}$ となること

$\mathrm{r}$

$\mathrm{o}K’\subseteq K$ とする. $K$ が $K’$-flat とは, $K’$ が $K_{-}$ のいずれかが空か, あ
るいは $K\in S_{K}$ となること

$($

DEFINITION 4.4. $A=\langle A_{k}|k\in N\rangle$ を順序数の部分空間の有限族と
する $\mathrm{c}O$(A) を以下の条件をみたす $\langle K, \langle\langle\alpha_{k}, c_{k}\rangle|k\in K\rangle, \kappa\rangle$ の全体のク

ラスとする 1

$\mathrm{o}K=\langle$ $f^{\nearrow}\iota_{-},$ $\mathrm{A}_{+}’,$ $S$K $\rangle$ は $(-+S)$-か\psi leで, $K(=K_{-}\mathrm{U}fC_{+})\subseteq N_{(}$

$\mathrm{o}l\ddot{v}$ は正則非可算基数.

$\mathrm{o}$ 各 $k\in K$ について, $\alpha_{k}$ は cofi.nalityが $\kappa$ の順序数で, $c_{k}$ は $\kappa$ から $\alpha_{k}$

への stictty increasingかつ連続な cofinal sequence.

$\circ S_{K}$ は $\bigcap_{k\in r}c_{k}^{-1}‘ {}^{\mathrm{t}}A_{k}$ が $\kappa$ で stationaryになるような $\prime r\subseteq K$ の全体.

$\bullet$ $k\in \mathrm{A}_{-}’$ ならば, $\alpha_{k}\not\in A_{k}$ で, $A_{k}\cap\alpha_{k}$ は $0_{k}^{J}$ で stationary.

$\mathrm{o}k\in K_{+}$ ならば, $\alpha_{k}\in\wedge 4_{k}$ で, $A_{k}\cap a_{k}^{J}$ は $\alpha_{k}$ で cofinal.
$\mathrm{o}k\in N\backslash K$ ならば, $A_{k}$ は空でない.

THEOREM 4.5. (Hirata)
$A=\langle A_{k}|k\in N\rangle$ を順序数の部分空間の有限族, $X=\Pi A$ とする. こ

のとき, 以下は同値である $\mathrm{c}$
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(a) $X$ は $mildl’\iota/$ normalである $\mathrm{t}$

(b) $X$ は $\uparrow nildl^{\mathrm{r}}ysub\uparrow lo’rmal$である
$\mathrm{t}$

(c) 任意の $\langle$ It, $\langle\langle\alpha_{k^{n}}, c_{k})|k\in K\rangle, \kappa\rangle\in O$ (A) について, $K$ は well parti-
tionedかつ $e\cdot b.en$である,

THEOREM 4.6. (Hirata)
$A=\langle A_{k}. |k\in N\rangle$ を順序数の部分空間の有限族, $X=\Pi A$ とする ‘ こ

のとき, 以下は同値である.

(a) -Y は $subshrink..i_{Jl}g$である.

(b) $X$ は subnormalである $($

(c) 任意の $\langle \mathrm{A}^{r}, \langle\langle\alpha_{k}, c_{k}.\rangle|k\in K\rangle, \kappa\rangle\in O$(A) について, $K’$ を $\{\beta<\alpha_{k}$.
$|$

$\mathrm{c}\cdot \mathrm{f}.\beta\geq\kappa\}$ が $\alpha_{k}$, で $\backslash tationary$ になるような $k\in K$ の全体とすると,
$K$ は well partitioned, $sepa^{l}rated$, かつ, $K’$ -flatである 1
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