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京都大学 博士（理　学） 氏名 堀永　周司

論文題目 Constructions of nearly holomorphic Siegel modular forms of degree two

（論文内容の要旨）

保型形式の構成は保型形式論における基本的な問題の一つといえる. 例として,

ポワンカレ級数, テー関数, アイゼンシュタイン級数や Rankin-Cohen 括弧積など

がある. 本論文ではRankin-Cohen 括弧積を用いた概正則保型形式を構成を提示し

た. 志村氏は critical value におけるアイゼンシュタイン級数の解析的な性質に関

する問題を提起した. その問題を考察するために, 概正則保型形式が志村氏により

定義された. 例えば, 重さが 2のアイゼンシュタイン級数E2は概正則保型形式の典

型例である. そのフーリエ展開は
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で表される. E2 のときと非常に似たような形で重さが (n+ 3)/2 の概正則な次数 n

のジーゲルアイゼンシュタイン級数が志村氏により構成された. 本論文では, その

次数 n のアイゼンシュタイン級数が本質的な働きをする. 概正則保型形式のリー環

の表現論的な側面は Pitale, Saha と Schmidt らにより調べられた. 彼らは SL2と

Sp4の場合に概正則保型形式が生成しうるリー環の表現を分類している. SL2の場

合は, 自明表現, 正則離散系列表現とその極限に加え, 上記アイゼンシュタイン級数

E2 が生成する直既約表現に限る. その直既約表現は自明表現を部分表現に持ち, 自

明表現で割った際に重さが 2 の正則離散系列表現に同型になる. これは最低ウェイ

ト 0のVerma 加群の反傾表現に同型である. Sp4の場合も同様に, ユニタリな最低

ウェイト表現に加え, 特定の放物型 Verma 加群の反傾表現が候補として挙げられ

ている. しかし, 分類された表現すべてが保型形式の空間に実現できるかも分かっ

ていない．本論文では可約な表現に着目し, その表現を生成する概正則保型形式を

構成している. gを Sp2n(C)のリー環とする. 今, H = Sp2n(R) = K∞はエルミー

ト対称空間である. ここで, K∞は Sp2n(R)の極大コンパクト部分群であり, 基点

i =
√
−11n ∈ HはK∞に対応する点とする. このとき, 次の分解が存在する:

g = k⊕ p+ ⊕ p−

ここで, 部分リー環 kは極大コンパクト部分群 K∞ のリー環の複素化であり, p+

(resp. p−)はHnの基点 iに関する正則接空間 (resp. 反正則接空間)に対応するリー

環である. 以下では, 論文に合わせ, gの正ルート系を次のように取る:

{ei − ej | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {−(ei + ej) | 1 ≤ i < j ≤ n}
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（論文審査の結果の要旨）

この場合, 上記最低ウェイト表現を最高ウェイト表現と読み替えることができ

る. λi − λi+1 ∈ Z≥0を満たすウェイト λ = (λ1, . . . , λn) ∈ C に対して, (ρλ, Vλ)を

k = Lie(GLn(C)) の既約表現で, 最高ウェイト λを持つものとする. p−が自明に作

用することで, ρを p− + kの既約表現とみなす. 以下, リー環 aに対して, U(a)を

aの普遍包絡環とする. ここで, 最高ウェイト λをもつ generalized Verma module

N(λ)を

N(λ) = U(g)⊗U(p−+k) Vλ

により定義する. N(λ)は一意の既約商 L(λ)を持つ. N(λ)∨をN(λ)の反傾表現と

する. U(k)-加群として, 制限された表現たちN(λ)∨|U(k)にN(λ)|U(k)は互いに同型

である. Pitale-Saha-Schmidt の結果により, n = 2のとき, Sp4(R)上の概正則保
型形式の空間に現れる直既約だが可約な表現は, ある 2 以上の整数mが存在して

N(m + 1; 1)∨に同型となる. 一般の nにおいて半整数の場合も含めると, 次が分

かる:

定理. E∗を志村氏の構成した次数 nのジーゲルアイゼンシュタイン級数とする.

このとき, E∗は g-加群としてN((n− 1)/2, . . . , (n− 1)/2)∨を生成する.

n = 2とすると,アイゼンシュタイン級数E∗はウェイトが5/2であり, N(1/2, 1/2)∨

を生成する. この事実はRankin-Cohen 括弧積で概正則保型形式を構成する重要な

事実となっている. Rankin-Cohen 括弧積は保型形式を構成する強力な手法の一つ

である. Rankin-Cohen 括弧積はリー環の表現のテンソル積の分岐則とみることが

出来る. DをMaass-Shimura微分作用素とする．

定理. E∗を志村氏の構成した次数 2, ウェイト 5/2のジーゲルアイゼンシュタイ

ン級数とする. このとき, 正の整数mに対して, 保型形式 [DE∗;E∗]mは 0ではなく,

g-加群としてN(1 + 2m, 1)∨を生成する.

構成した保型形式 [DE∗;E∗]mが 0ではないことは, 具体的なフーリエ係数の計算
に基づいている. また, そのフーリエ係数の計算により保型形式 [DE∗, E∗]mが正則
ではないこともわかる. そして, 正則ではないこととPitale-Saha-Schmidtの表現の
分類を組み合わせることで [DE∗, E∗]mがN(1 + 2m, 1)∨を生成することが分かる.
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