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1. $\mathrm{F}$

$C$ を実 Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $C$ から $C$への写像 $T$ が $C$ か

ら $C$ への nonexpansive であるとは任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$||Tx-Ty||\leq||x-y||$

をみたすときである. $F$ (T) で集合 $\{x\in C : x=Tx\}$ を表す $N$ (C) を $C$ 上のすべて
の all nonexpansive mappings からなる集合とする. 任意の $x\in C$ に対して, この $x$ の

$\omega$-limit set $\text{を}$

$\omega(x)=$ { $z\in C$ : $z= \lim_{iarrow\infty}T^{n_{i}}x$
$(iarrow$ oo $\sigma)$ & $\text{き}n_{i}arrow\infty)$ }.

と定義する. Edelstein [13] は狭義凸な Banach空間において, 定義域がコンパクトであ
る nonexpansive mappings に対する非線形強エルゴード定理を証明した: $C$ を狭義凸
な Banach 空間 $E$ の空でないコンパクト凸部分集合とする. $T$ を $C$ から $C$ への nonex-
pansive mapping とする. $x$ を $C$ の元とする. このとき, 任意の $\xi\in\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}\omega(x)$ に対して,
$S_{n}( \xi)=(1/n)\sum_{k=0}^{n-1}T^{k}\xi$ は $T$ の不動点に強収束する. ここで, $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}A$ は $A$ の凸包の閉包と
する. また, Dafermos and Slemrod [11] が狭義凸な Banach 空間において, 定義域がコ
ンパクトである one-parameter nonexpansive semigroup に対する非線形強エノレゴード
定理を証明した. 一方, 定義域が有界である nonexpansive mappings に対する最初の非
線形強エルゴード定理は Hilbert 空間において Baillon [5] が確立した: $C$ を Hilbert 空
間 $H$ の空でない有界閉凸部分集合とする. $T$ を $C$ から $C$ への nonexpansive mapping
とする. $x$ を $C$ の元とする. このとき, $S_{n}(x)=(1/n) \sum_{k=0}^{n-1}T$kx は $T$ の不動点に弱収束
する. Bruck [8] は Baillonの定理 [5] を一様凸で Fr\’echet微分なノルムをもつ Banach空
間へ一般化した. Br\’ezis-Browder[6] は odd-type の nonexpansive mappings に対する非
線形強エルゴード定理を Hilbert空間において証明した (Reich [20] も参照). Atsushiba-
Takahashi [2] は Bruck $[8, 9]$ の考えを用いて, Edelstein [13] の強収束定理の改良をし
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た: $x$ を $C$ の任意の元とする. このとき, $S_{n}(x)=(1/n) \sum_{k=0}^{n-1}T$kx は $T$ の不動点に強
収束する. [3] では狭義凸な Banac.h空間のコンパクト凸集合での one-parameter nonex-
pansive semigroup に対する非線形強エルゴード定理を証明した. さらに, [4] で, 狭義凸
な Banach空間のコンパクト凸集合で可換な semigroup をパラメタとする nonexpansive
mappings の semigroup に対する非線形強エルゴード定理を証明した.
本研究では写像に仮定する条件として, コンパクト性に関連する性質につぃて探究
してきた. そこで写像の定義域がコンパクトであること (あるいは写像がコンパクト写
像であること) より弱い仮定のもとで考察し, 得られた非線形強エルゴード定理を報告
する.

2. 準備

本論文では以後, $E$ は実 Banach 空間を表し, $E^{*}$ は $E$ の共役空間とし, $\langle y, x^{*}\rangle$ は $x^{*}\in$

$E^{*}$ の $y\in E$ での値を表す $x_{n}arrow x$ は点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束することを表し, また
$\lim_{narrow\infty}x_{n}=x$ も $x_{n}$ が $x$ に強収束することを表す $\mathbb{R}$ と $\mathbb{R}^{+}$ はそれぞれ, すべての実数から
なる集合, すべての非負の実数からなる集合とする. さらに, $\mathrm{N}$ はすべての非負の整数
からなる集合を表す $E$ の部分集合 $A$ に対して, $\mathrm{c}\mathrm{o}A,$

$\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}A$ と $\mathrm{c}\mathrm{o}_{p}A$ はそれぞれ, $A$ の凸
包, 閉凸包, 集合 { $\sum_{i=0}^{p}a$iyi: $y_{i}\in A,$ $a_{i}\geq 0,$ $\sum_{i=0}^{p}a_{i}=1$ } とする. また $D_{f}$ (x) で $x\in E$

を中心する半径 $r$ の開球をあらわす
$C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $\Gamma$ て狭義単調増加, 連続で凸で $\mathbb{R}^{+}$ がら $\mathbb{R}^{+}$

への関数で $\gamma(0)=0$ をみたすもの全体をあらわすことにする. $C$ から $C$ への写像 $T$ は,
ある $\gamma\in\Gamma$ について任意の $x,$ $y\in C$ と $\lambda\in[0,1]$ に対して

$\gamma$ (N $\lambda Tx+$ $(1-\lambda)$Ty-T($\lambda x+(1$ $-\lambda$ )y) $|$ D $\leq(||x-y||-||$Tx-Ty $|$ D
をみたすならば type $(\gamma)$ であるという ([8] 参照). ある $\gamma\in\Gamma$ に対して $T$ が type $(\gamma)$ で
あるならば 明らかに $T$ は nonexpansive である. すべての affine nonexpansive mapping
はすべての $\gamma\in\Gamma$ に対して type $(\gamma)$ である. 狭義凸な Banach 空間のコンパクト凸部
分集合 $C$ から $C$ への nonexpansive mapping は type $(\gamma)$ である ([2, 8] 参照). また一様
凸な Banach空間の有界閉凸部分集合 $C$ から $C$ への nonexpansive mapping は type $(\gamma)$

である ([8] 参照). $C$ から $C$ への写像 $T$ と $\epsilon>0$ に対して集合 $F_{\epsilon}(T)$ を

$F,(T)=$ {$x\in C:||$Tx-x $||\leq\epsilon$ }
で定義する.
以後, $S$ は単位元をもつ commutative semigroup とする. $(S, \leq)$ は binary relation が

次のように定義されているとき directed system になる. 以後, この論文では $S$ にこの
binary relation が入っているものとする: $a\leq b$であることの必要十分条件は $a+c=b$
をみたす $c\in S$ が存在することである.

$C$ から $C$ への写像の族 $S=$ { $T$(s): $s\in S$} が次の $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i})$ をみたすとき,S $=\{T$ (s):
$s\in S\}$ は $C$ 上の nonexpansive semigroup であると $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う.

(i) $T(s+t)=T(s.)T(t)$ が任意の $t,$ $s\in S$ に対して成立する;
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(ii) $||T(s)x-T$ (s) $y||\leq||x-y||$ が任意の $x,$ $y\in C$ と $s\in S$ に対して成立する.

また, $C$ から $C$ への写像の族 $S=$ { $T$(s): $s\in S$} が次の $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i})$ をみたすとき, $S=$

{ $T$(s): $s\in S$ } は $C$ 上の type(\gamma )semigroupであるという.

(i) $T(s+t)=T$ (s) $T$ (t) 任意の $t,$ $s\in S$ に対して成立する;
(ii) 任意の $s\in S$ に対して $T$ (s) は type $(\gamma)$ である.

ここで $\gamma\in\Gamma$ である. $F$ (S) は { $T($s): $s\in S$} の共通不動点, すなわち $F$ (S) $=$

$\cap F$ ($T$ (s)) を表す-
$s\in S$

以後, $B$ (S) は $S$ 上の有界実数値関数全体からなる Banach 空間とし, そのノルムは
supremum-norm とする. また, $X$ は $B$ (S) の部分空間を表す $\mu\in X^{*}$ に対して, $\mu(f)$

は $\mu$ の $f\in X$ での値を表すが, $\mu(f)$ は $\mu_{t}$ ( $f$ (t)) とかくこともある. $X$ が 1 を含むとき,
$X$ 上の線形汎関数 $\mu$ は $||\mu||=\mu(1)=1$ をみたすならぱ $X$ 上の mean という.

$C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $S=$ { $T$(t): $t\in S$} を $C$ 上

の nonexpansive semigroup で $F$ (S) が空でないとする. をみたすとする. さらに任意
の $x\in C$ に対して { $T$(t)x: $t\in S$} の弱閉包が弱コンパクトであることを仮定する.X
を $B$ (S) の部分空間で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $r_{s}$-invariant であり, また任意の
$x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して, $t\vdash+\langle$$T$ (t)x, $x^{*}\rangle$ は $X$ の元とする. $x$ を $C$ の元とする. この

とき, $X$ 上の任意の mean $\mu$ に対して $\langle$ $T_{\mu}x,$ $y)=\mu_{s}\langle$$T($ s)x, $y\rangle$ が任意の $y\in E^{*}$ に対して
成立する $T_{\mu}$ : $Carrow C$ を考えられる ([23, 16]). また, $T_{\mu}$ は $C$ から $C$ への nonexpansive
mapping になることや $x\in F$(S)[こ対して $T_{\mu}x=x$ が成立することも知られている.
任意の $s\in S$ と $f\in B$ (S) に対して, $r_{s}f\in B(S)$ を

$(r_{s}f)(t)=f(ts)$ , $t\in S$

で定義する. また $r_{s}^{*}$ で $r_{s}$ の共役作用素を表す
$\mu$ は $X^{*}$ の元とする. $\mu(f)$ で $\mu$ の $f\in X$ における値をあらわす $\mu(f)$ を角 $(f(t))$

や $\int f$ (t) $d\mu(t)$ であらわすこともある. さらに $X$ は $r_{s}$-invariant であるとする, つまり
$r_{s}(X)\subset X$ がすべての $s\in S$ に対して成り立つとする. このとき, 任意の $s\in S$ と

$f\in X$ に対して $\mu(r_{s}f)=\mu(f)$ が成立するならば, $X$ 上の mean $\mu$ は invariant という.
$s\in S$ に対して, point evaluation $\delta_{s}$ を $\delta_{s}(f)=f$ (s) をすべての $f\in B$ (S) に対して成立
させるものと定義する. point evaluations の凸結合を $S$ 上の finite mean という. $S$ 上

の finite mean は $B$ (S) の部分空間で 1 を含む任意の部分空間 $X$ 上の mean でもある.
$A_{1}\supseteq A_{2}$ $\supseteq\cdot\cdot\supseteq A_{n}\supseteq\cdots A$ は $E$ の空でない閉部分集合の decreasing chain とする.

このとき $A_{n}arrow A\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}$ は $x_{n}\in A_{n}$ をみたす任意の $\{x_{n}\}$ に対して $\lim_{narrow\infty}\mathrm{d}$is(xn’ $A$) となる
ことを意味するものとする. $C$ が $E$ の空でないコンパクト部分集合ならばその $C$ の任

意の decreasing chain{An} は $A_{n} arrow \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\bigcap_{i}A_{i}$ をみたす

3. 補題

本研究では写像に仮定する条件として, コンパクトに関連する性質について探究して
きた. そこで, この節では写像の定義域がコンパクトであること (あるいは写像がコン
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パクト写像であること) より弱い仮定のもとで考察し, 得られた基本的補題を記述する.
また, type(\gamma ) mapping について成立する基本的補題についても記述する.
次の補題は Bruck[9, Lemma 2.1] によって証明された ([2] も参照).

Lemma 3.1 (Bruck). $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない有界閉凸部分集合とする. この
とき) 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, ある $\gamma_{n}\in\Gamma$ が存在し, $\gamma_{n}(0)=0$ が成立して

$\gamma_{n}$ ( $|| \sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}Ty_{i}-T$ ( $\sum_{i=1}^{n}\lambda$i $y_{i}$) $||) \leq\max(||y_{i}-y_{j}||-||1\leq i,j\leq n$Ty$i-Tyj$ $|$ 0
が $C$ 上のすべての type $(\gamma)$ mapping $T,$ $\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}=1$ をみたす非負の実数列 $\{\lambda_{i}\}_{i=1}^{n}$ と
$C$ の点列 $\{y_{i}\}_{i=1}^{n}$ に対して成立する.

Lemma 3.1 を用いて $[1, 4]$ と同様の証明方法で次の補題を証明できる ([14, 16] も参照).

Lemma 3.2. $C$ を Banach空間 $E$の空でない有界閉凸部分集合とし, $S=\{T(t) :t\in S\}$

は $C$ 上の type (\gamma )semigroup とする. $x$ を $C$ の元とする. このとき, $S$ の任意の finite
mean $\mu$ と $\epsilon>0$ に対してある $w_{0}=w_{0}(\mu, \epsilon)\in S$ が存在して,

$|| \int$ $T(h+s +w)xd\mu$ (s)-T(h) $( \int T(s+w)xd\mu(s))||<\epsilon$

がすべての $h\in S,$ $w$ \geq w0 について成立する.

Lemma 3.2 を用いて $[1, 4]$ と同様の証明方法で次の補題を証明できる ([14, 16] も参照).

Lemma 3.3. $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $S=$ { $T$(t): $t\in S$} は
$C$ 上の type $(\gamma)$ semigroup で $F$ (S) が空でないとする. $x$ は $C$ の元とする. $\{\mu_{\alpha} : \alpha\in I\}$

と $\{\lambda_{\beta} : \beta\in J\}$ を $S$ 上の finite means の net で

$\lim_{\alpha}||\mu_{\alpha}-rt*\mu_{\alpha}||=0$ and $\lim_{\beta}||\lambda\beta-r_{t}^{*}\lambda\beta||=0$ $(t\in S)$ . $(*)$

をみたすとする. このとき: $S$ のある net{p\mbox{\boldmath $\alpha$} : $\alpha\in I$ } と $\{q_{\beta} : \beta\in J\}$ が存在して任意の
$z\in F$ (S) に対し,

$\lim_{\alpha}||\int T(p_{\alpha}+t)xd\mu_{\alpha}(t)-z||=\lim_{\beta}||\int T(q\beta+t)xd\lambda\beta(t)-z||$.

が成立する.

Remark 3.4. Lemma 3.3 において $p_{\alpha}’\geq p_{\alpha},$ $q\beta’\geq q\beta$ をみたす $S$ の nets $\{p_{\alpha}’\},\{q\beta’\}$

をとる. このとき, 任意の $z\in F$(S) に対して

$\lim_{\alpha}||\int$ T(p$\alpha’+t$) $xd\mu_{\alpha}$0)-z $||= \lim_{\beta}||\int T(q\beta’+t)xd\lambda_{\beta}$(t)-,z $||$

が成立する.



88

$C$ を Banach 空間 $E$ の空でない部分集合とする. 任意の $\epsilon>0$ に対してある $m\in \mathrm{N}$

が存在し, $\mathrm{c}\mathrm{o}M\subset \mathrm{c}\mathrm{o}_{m}M+D_{\epsilon}(0)$ が $C$ のすべての部分集合 $M$ について成立するとき,
$C$ は convex approximation property をもつという. Banach 空間 $E$ のコンパクト部分
集合は convex approximation property をもつ ([2, Lemma 2.4]). 狭義凸な Banach 空
間のコンパクト凸集合上の nonexpansive mappings に対する非線形強エルゴード定理
([2, 3, 4]) の証明は convex approximation property が重要な役割を担っている形の証
明である.
コンパクト性より弱く, この convex approximation property とは別の仮定で, 非線形

強エルゴード定理が成立するか探求していた中で得られた基本的補題を報告する. こ

こでは特に, 次の性質に関連して探求した補題を記す: $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない

コンパクト凸部分集合とし, $T$ は $C$ から $C$ への nonexpansive mapping とする. このと

き,$\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ (T) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}arrow F$(T) が成立する.

Lemma 3.5. $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $T$ は $C$ から $C$ への

nonexpansive mapping で $F$ (T) が空でないとする. $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ (T) $\underline{\mathrm{d}}\mathrm{i}\xi p$ (T) が成立すると
する. 任意の $\epsilon>0$ に対してある $\delta>0$ が存在して

$\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}i(T)\subset F_{\epsilon}(T)$

が戒立する.

Lemma 3.5 を用いて次の補題を証明できる. ([4, 14, 16] 参照).

Lemma 3.6. $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $S=\{T$(t): $t\in$

$S\}$ は $C$ 上の type $(\gamma)$ semigroup で $F$ (S) が空でないとする. ある $t\in S$ に対して

$\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}(T(t))$

$\mathrm{d}S\mathrm{i}F$ ($T($t)) が成立するとし, $x$ を $C$ の元とする. $\{\mu_{\alpha} : \alpha\in I\}$ は

$\lim_{\alpha}||\mu_{\alpha}-r_{t}^{*}\mu_{\alpha}||=0$ . $(*)$

が任意の $t\in S$ に対して成立する. $S$ 上の finite means net とする. このとき, 任意の
$\epsilon>0$ と $t\in S$ に対してある $\alpha_{0}($ \epsilon , $t)\in I$ が存在し,

$|| \int T(s+p)xd\mu_{\alpha}(s)-T(t)(\int T(s+p)xd\mu_{\alpha}(s))||<\epsilon$

がすべての $\alpha\geq\alpha_{0}(\epsilon, t)$ と $p\in S$ について成立する. さらに, $F(S)$ がコンパクトであれ

ば, 任意の $x\in C$ と $S$ の $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\{p_{\alpha} :\alpha\in I\}$ に対して, $\{\int T(s+p_{\alpha})xd\mu_{\alpha}(s)\}$ の subnet で
$F$ (S) の点に強収束するものがとれる.

4. 非線形強エルゴード定理

この節では Banach space 空間における非線形強エルゴード定理を証明する. Lem-
mas 3.3,3.6 を用いて次の補題を証明できる. この補題は主定理 (Theorem 4.2) の証明で
本質的となっている.
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Lemma 4.1. $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $S=$ { $T$ (t): $t\in S$}
は $C$ 上の type $(\gamma)$ semigroup で $F$ (S) が空でないとする. $X$ は $B$ (S) の部分空間で
$1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $r_{s}$-invariant であり: また任意の $x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対

して, $t-*\langle$$T$ (t)x, $x^{*}\rangle$ は $X$ の元とする. ある $t\in S$ に対して $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ ($T$ (t)) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}arrow F(T(t))$

が成立するとする. $\{\mu_{\alpha} : \alpha\in I\}$ は

$\lim_{\alpha}||\mu_{\alpha}-r_{s}^{*}\mu_{\alpha}||=0$ $(*)$

が任意の $s\in S$ について成立する $S$ 上の finite mean の net とする. $x$ を $C$ の元とす
る. もし, $F(S)$ がコンパクトであれば, $\int T(p+t)xd\mu_{\alpha}(t)$ は $S=$ {$T($t): $t\in S$} の共
通不動点 $y_{0}[]_{\llcorner}^{\vee}p$ \in S に関して一様に強収束する. さらに, $y_{0}$ は $(*)$ をみたす finite mean
の $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\{\mu_{\alpha} : \alpha\in I\}$ に依存しないし, また $X$ 上の任意の invariant mean $\mu$ に対して
$y_{0}=T_{\mu}x= \int T$(t) $xd\mu(t)$ が成立する.

$X$ は $B$ (S) の部分空間で $1\in X$ であり, 任意の $s\in S$ に対して $r_{s}$-invariant である
とする. このとき., $X$ 上の線形汎関数 $\{\mu_{\alpha} : \alpha\in I\}$ が次の性質をみたすとき strongly
regular であるという ([16] 参照).
(a) $\sup||\mu_{\alpha}||<+\infty$ ;

$\alpha$

(b) $\lim_{\alpha}\mu_{\alpha}(1)=1$ ;
(c) $\lim_{\alpha}||\mu_{\alpha}-r_{s}^{*}\mu_{\alpha}||=0,$ $s\in S$ .

Lemma4.1 を用いて, 次の非線形強エルゴード定理を得る.

Theorem 4.2. $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $S=\{T$(t):
$t\in S\}$ は $C$ 上の type(\gamma )semigroup で $F$ (S) が空でないとする. ある $t\in S$ に対し

て $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}Fl/n$ ($T$ (t)) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}arrow F$ (T(t)) が成立するとする. $X$ は $B$ (S) の部分空間で $1\in X$ で任
意の $s\in S$ に対して $r_{s}$-invariant であり, また任意の $x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して,
$t\vdash*\langle$ $T$ (t)x, $x^{*}\rangle$ は $X$ の元とする. $x$ を $C$ の元とする. $\{\lambda_{\alpha} : \alpha\in I\}$ は $X$ 上の線
形汎関数の strongly regular net とする. このとき, もし, $F(S)$ がコンパクトであれば,
$\int T(h+t)xd\lambda_{\alpha}(t)$ は $S=$ {$T($t): $t\in S$} の共通不動点 $y_{0}$ に $h\in S$ に関して一様に強収
束する. $y_{0}$ は $X$ 上の線形汎関数の strongly regular net $\{\lambda_{\alpha} : \alpha\in I\}$ に依存しないし,
また $X$ 上の任意の invariant mean $\mu$ に対して $y_{0}=T_{\mu}x= \int T$ (t) $xd\mu(t)$ が成立する.
さらに, 任意の $x\in C$ に対し, $Qx= \lim_{\alpha}\int T(t)xd\lambda_{\alpha}(t)$ とおくと, この $Q$ は $C$ 上がら

$F$ (S) の上への nonexpansive mapping になり, $QT(\text{科}=T(t)Q=Q$ がすべての $t\in S$

に対して成立し, かつ $.Qx\in\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}\{T(s)x:s\in S\}$ がすべての $x\in X$ に対して成立する.

次の結果が Theorem 4.2 の系として得られる.

Theorem 4.3. $E,$ $C,$ $X$ と $S=$ {$T$(t): $t\in S$} は Theorem 4.2 と同様とし, $x$ を $C$ の元

とする. ある $t\in S$ に対して $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ ($T$ (t)) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}arrow F$($T($t)) が成立するとする. もし, $F(S)$ が

コンバクトであれば, { $T$(t)x: $t\in S$} が強収束するための必要十分条件は任意の $s\in S$
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に対して

$T(s+t)x-T(t)xarrow 0$

が戒立することである. このとき,{ $T$ (t)x : $t\in S$} の極限点は { $T($t): $t\in S$} の共通不
動点になる.

5. 応用

Theorem 4.2 の系として得られる非線形強エルゴード定理を記す ([16, 24] などを参照)

Theorem 5.1. $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$ から $C\wedge$

の type $(\gamma)$ mapping で $F$ (T) は空でないとする. $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ (T) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}arrow F$(T) が成立するとし,
$x$ は $C$ の元とする. このとき, もし $F$ (T) がコンパクトであれば, $(1/n) \sum_{i=0}^{n-1}T^{i+k}x$ は

$T$ の不動点に $k\in \mathrm{N}$ に関して一様に強収束する.

Theorem 5.2. $E,$ $C,$ $T$ は Theorem 5.1 と同様とする. $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ (T) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}arrow F$ (T) $)$ が成立し,
$x$ {は $C$ の元とする. このとき, もし $F$ (T) がコンパクトであれぱ (1-s) $\sum_{i=0}^{\infty}s^{i}T^{i+k}x$

は $s\uparrow 1$ のとき, $T$ の不動点に $k\in \mathrm{N}$ に関して一様に強収束する.

$Q=\{q_{n,m}\}_{n,m\in \mathrm{N}}$ は次の条件をみたすmatrix とする:

(a) $\sup_{n\in \mathrm{N}}\sum_{m=0}^{\infty}|q_{n,m}|\infty<\infty$
;

(b)
$\lim_{narrow\infty}\sum_{m=0,\infty}q_{n,m}=1$

;

(c) $\lim_{narrow\infty}\sum_{m=0}|q_{n,m+1}-q_{n,m}|=0$.

このとき $Q$ は strongly regular matrix という ([19]). もし $Q$ が strongly regular matrix
であれば, 任意の $m\in \mathrm{N}$ に対して, $narrow\infty$ のときに $|q_{n,m}|arrow 0$ が成立する ([16] も参
照).

Theorem 5.3. $E,$ $C$ と $T$ は Theorem 5.1 と同様とする. $Q=\{q_{n,m}\}_{n,m\in \mathrm{N}}$ は strongly

regular matrix とする. $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ ($T$ (t)) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}arrow F$ ($T($t)) が成立するとし, $x$ は $C$ の元とする. こ

のとき, もし $F$ (T) がコンパクトであれば $\sum_{m=0}^{\infty}q_{n,m}T^{m+k}x$ は $T$ の不動点に $k\in \mathrm{N}$ に

関して一様に強収束する.

Theorem 5.4. $C$ を Banach空間 $E$の空でない閉凸部分集合とする. $U,T$ は $C$ から $C$へ

の type $(\gamma)$ mapping で $UT=TU$であり, $F(U)\cap F$ (T) が空でないとする. –coFlか (T)\rightarrow
$F$ (T) かまたは $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ (U) $\mathrm{d}S\mathrm{i}F$ (U) が成立するとし, $x$ は $C$ の元とする. このとき, も

し, $F(T)\cap F$ (U) がコンパクトであれば, $(1/n^{2}) \sum_{i_{\dot{\theta}}=0}^{n-1}U^{i+k}T^{j+h}x$ は $T$ と $U$ の共通不

動点に $k,$ $h\in \mathrm{N}$ に関して一様に強収束する.
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$C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $S=$ { $T$ (t): $t\in \mathbb{R}^{+}$ } を $C$ から $C$

への写像の族とする. このとき, $S$ がつぎの条件をみたすならば $C$ 上の one-parameter
type(\gamma )semigroup と $\mathrm{A}$ゝう:

(i) 任意の $t\in S$ に対して $T$ ( t) は type $(\gamma)$ である;
(ii) $T(0)=I$ ;
(iii) $T(t+s)=T$(t) $T$ ( s) が任意の $t,$ $s$

. $\in S$ に対して成立する;
(iv) 任意の $x\in C$ に対して $t\vdasharrow T$ (t)x は連続である.

Theorem 5.5. $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $S=\{T$(t): $t\in$

$\mathbb{R}^{+}\}$ は $C$ 上の one-parameter type $(\gamma)$ semigroup で $F$ (S) が空でないとする. ある

$t\in \mathbb{R}^{+}$ に対して $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ ($T$ (t)) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}arrow F$ ($T($t)) が成立するとし, $x$ は $C$ の元とする. も

し,$F(S)$ がコンパクトであれば $(1/s) \int_{0}^{s}T(t+k)x$dt は $S$ の共通不動点に $k\in \mathbb{R}^{+}$ に関
して一様に強収束する.

Theorem 5.6. $E,$ $C,$ $S=$ { $T$ (t): $t\in \mathbb{R}^{+}$ } は Theorem 5.5 と同様とする. ある $t\in \mathbb{R}^{+}$

に対して $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ ($T$ (t)) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}arrow F$($T($t)) が成立するとし, $x$ は $C$ の元とする. もし,$F(S)$ がコ

ンパクトであれば, $r \int_{0}^{\infty}e^{-rt}T(t+k)x$dt は $r\downarrow 0$ のとき, $S$ の共通不動点に $k\in \mathbb{R}^{+}$ に

関して一様に強収束する.

$\mathbb{R}^{+}\cross \mathbb{R}^{+}$ から $\mathbb{R}$への関数 $Q$ が次の条件をみたすとする:

(a) $\sup_{s\in \mathbb{R}\dagger}\int_{0}^{\infty}|Q(s, t)|dt<\infty$ ;

(b) $\lim_{sarrow\infty}\int_{0}^{\infty}Q(s, t)dt=1$ ;

(c) $\lim_{sarrow\infty}\int_{0}^{\infty}|Q(s, t+h)-Q(s, t)|dt=0,$ $h\in \mathbb{R}^{+}$

このとき $Q$ は strongly regular kernel と $\mathrm{a}$ う.

Theorem 5.7. $E,$ $C,$ $S=$ { $T$ (t): $t\in \mathbb{R}^{+}$ } は Theorem 5.5 と同様とする. $Q:\mathbb{R}^{+}\cross \mathbb{R}^{+}arrow$

$\mathbb{R}$ は strongly regular kernel とする. ある $t\in \mathbb{R}^{+}$ に対して $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}F_{1/n}$ ( $T$ (t)) $\mathrm{d}S\mathrm{i}F$($T($t)) が成
立するとし, $x$ は $C$ の元とする. もし, $F(S)$ がコンパクトであれば $\int_{0}^{\infty}Q$ (s, $t$) $T(t+h)xdt$
は $sarrow\infty$ のとき, $S$ の共通不動点に $h\in \mathbb{R}^{+}$ に関して一様に強収束する.
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