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多重ゼータ値と超幾何関数の接続公式

近畿大 $||$ 理工青木貴史 (AOKI Takashi)
近畿大・理工大野泰生 (OHNO Yasuo)

多重ゼータ値の歴史はオイラー [3] にまで遡るが, 多くの数学者の注目を集め出した
のは比較的最近である. ここ十数年の間に, 多重ゼータ値は, 数論は勿論のこと, 結
ひ目の量子不変量, 場の量子論等, 様々な分野で登場し, その結果, 異分野同士の思
わぬ関係が多重ゼータ値を要として見出され, それが新たな興味を引き起こしつつあ
る. ここでは, 超幾何関数の接続公式から導かれる , 多重ゼータ値の間に成立する線
型関係式の新しい族について紹介する.
次のような微分方程式の初等的問題を考える.

問題 $x_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}z$ をパラメータとする 2 階非斉次微分方程式

$t^{2}(1-t) \frac{d^{l}\Phi_{0}}{dt^{2}}+t((1-t)(1-x)-x)$ $\frac{d\Phi_{0}}{dt}+(x^{2}-z^{2})\Phi_{0}=t$ (1)

の原点における正則解 (ベキ級数解)

$\Phi_{0}(t)=\Phi_{0}(x, z;t)=\sum_{\mathrm{n}=1}^{\infty}a_{n}t^{n}$

は一意的に定まる. この解 $\Phi_{0}$ (t) の $t=1$ における値 (が存在すると仮定して) $\Phi_{0}(1)$

を求めよ.

これに答えるためには, ます $\Phi_{0}$ (t) を求めなければならない. 微分方程式の知識が
多少あれば, $\Phi_{0}(t)$ の求め方としては, すぐに次の 2 つの方法を思いつく :

(1) 定数変化法を用いる.

(2) 未定係数法により $\Phi_{0}(t)$ の展開係数 $a_{n}$ を定める.

実は, これらの方法以外に, もう一つ $\Phi_{0}(t)$ を作る方法がある.

(3) 多重ゼータ値を用いて構成された母函数 $\Phi_{0}(t)$ が, 微分方程式 (1) を満たす,

(2), (3) を比較することにより, (等号付き) 多重ゼータ値の新しい関係式が得られる.
高さ $s\geq 1$ , 重さ $k\geq 2s$ の許容的インデックスの全体を $I_{0}(k, s)$ で表す-

定理 2[1] $s\geq 1,$ $k$ \geq 2s を満たす, すべての自然数 $s,$ $k$ に対して次の等式が成り
立つ :

$\sum_{k\in I_{0}(k,s)}\zeta^{*}(k)=2(\begin{array}{ll}k -12s -\mathrm{l}\end{array})(1-2^{1-k}) \zeta(k)$ . (2)
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証明の方針を述べる前に, 記号の説明をする必要がある. 多重インデツクス $k=$

$(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})(k_{i}\in \mathrm{Z}, k_{i}>0)$ は $k_{1}\geq 2$ であるとき許容的 (admissible) または収
束インデックスであると呼ばれる. 許容的多重インデックス $k$ に対して多重ゼータ値
$\zeta^{*}(k)$ を次のように定義する :

$\zeta^{*}(k)=\zeta^{*}(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=\sum_{m_{1}\geq m_{2}\geq\cdots\geq m_{n}\geq 1}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}m_{2}^{k_{2}}\cdots m_{n}^{k_{n}}}$

通常, 多重ゼータの文献で多く見られる定義とは若干異なり, 和を取る条件に等号が
入っていることに注意しておくが, 詳細は参考文献を参照されたい.

証明の方針 インデックス $k=$ $(k_{1}, k_{2}, \ldots , k_{n})$ と不定元 $t$ に対して

$L_{k}^{*}(t)= \sum_{m_{1}\geq m_{2}\geq\cdots\geq m_{n}\geq 1}\frac{t^{m_{1}}}{m_{1}^{k_{1}}m_{2}^{k_{2}}\cdots m_{n}^{k_{n}}}$
$(|t|<1)$

とおくと, 明らかに $L_{k}^{*}(1)=\zeta^{*}(k)$ である. さらに

$X_{0}(k, s;t)= \sum_{k\in I_{0}(k,s)}L_{k}^{*}(t)$

とおけば, $X_{0}(k, s;1)$ は定理の式の左辺である. 不定元 $x,$ $z$ に対して

$\Phi_{0}(t)=\sum_{k,s\geq 0}X_{0}(k, s;t)x^{k-2s_{Z}2s-2}$

により $\Phi_{0}$ (t) を定めると, これは (1) の原点におけるベキ級数解になっていることが
わかる. 従って $\Phi_{0}(1)$ を $x,$ $z$ について展開して $x^{k-2s}z^{2s-2}$ の係数を見れば, 定理の左

辺が得られる.
一方, (2) に従って計算すれば $\Phi_{0}(t)$ の $t^{n}$ の係数 $a_{n}(n\geq 1)$ は次の形に求まる :

$a_{n}= \frac{\Gamma(n)\Gamma(n-x)\Gamma(1-x-z)\Gamma(1-x+z)}{\Gamma(1-x)\Gamma(1-x-z+n)\Gamma(1-x+z+n)}$ .

ここに $\Gamma(z)$ はガンマ函数である. 従って $\Phi_{0}(1)=\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}$ である. この和を計算する

ために $a_{n}$ を次の形に変形する :

$a_{n}= \sum_{l=1}^{n}(\frac{A_{n,l}^{(+)}}{x+z-l}+\frac{A_{n,l}^{()}}{x-z-l})$

ただし,

$A_{n,l}^{(\pm)}=(-1)^{\mathrm{t}} (\begin{array}{ll}-1n l- 1\end{array})\frac{(\pm z-l+1)(\pm z-l+2)\cdots(\pm z-l+n-1)}{(\pm 2z-l+1)(\pm 2z-l+2)\cdots(\pm 2z-l+n)}$ .
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である. 従って, 和の順序を交換すると

$\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}=\sum_{l=1}^{n}(\sum_{n=l}^{\infty}A_{n,l}^{(+)}\frac{1}{x+z-l}+\sum_{n=l}^{\infty}A_{n,l}^{(-)}\frac{1}{x-z-l})$

を得るが, $n$ に関する $A_{n,l}^{(\pm)}$ の和は次のように求められる:

$\sum_{n=l}^{\infty}A_{n,l}^{(\pm)}=(-1)^{l}\frac{(\pm z-l+1)(\pm z-l+2)\cdots(\pm z-1)}{(\pm 2z-l+1)(\pm 2z-l+2)\cdots(\pm 2z)}F(l, \pm z, \pm 2z+1,1)$ .

ここに $F(\alpha, \beta, \gamma;t)$ はガウスの超幾何級数である. ガウスの公式

$F( \alpha, \beta, \gamma;1)=\frac{\Gamma(\gamma)\Gamma(\gamma-\alpha-\beta)}{\Gamma(\gamma-\alpha)\Gamma(\gamma-\beta)}$

により

$\sum_{n=l}^{\infty}A_{n,l}^{(\pm)}=\pm\frac{(-1)^{l}}{z}$

となる. よって

$\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}=\frac{1}{z}\sum_{l=1}^{\infty}(-1)^{l}(\frac{1}{x+z-l}-\frac{1}{x-z-l})$

を得るが, 右辺を $x$ と $z$ に関して展開し $x^{k-2s}z^{2s-2}$ の係数を見ると

2 $(\begin{array}{ll}k -12s -1\end{array})\sum_{l=1}^{\infty}\frac{(-1)^{l-1}}{l^{k}}$

となっているが, $\sum_{l=1}^{\infty}\frac{(-1)^{l-1}}{l^{k}}=(1-2^{1-k})\zeta(k)$ を用いて書き直すと定理の式 (2) の右

辺を得る.

さて, 上述の方法 (1), すなわち定数変化法を用いて解いてみればどうなるか. 斉次
方程式の解の基本系は, 超幾何函数を用いて書き下すことができる. それを用いて定
数変化法を実行し, 得られた解に $t=1$ を代入した式を接続公式により変形すると, 定
理 2 と同等な式として次の定理を得る :

定理 3 パラメータについての適当な条件の下に, 次の式が成り立つ :

$\frac{1}{1-x}\int_{0}^{1}(1-t)^{z-x}F(1-x+z, 1+z, 2-x;t)dt$

$= \frac{1}{z}\sum_{l=1}^{\infty}(-1)^{l}(\frac{1}{x+z-l}-\frac{1}{x-z-l})$
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