
86

How many miles to $\beta\omega?-\beta\omega$ まで何マイノレ

嘉田勝 $*$ (Masaru Kada)
北見工業大学 (Kitami Institute of Technology)

友安一夫\dagger (Kazuo Tomoyasu)
都城工業高等専門学校 (Miyakonojo National College of Technology)

How rnany rniles to Babylon?
Thoee score miles and ten.
Can I get there by candle-light?
Yes, and back again.

If your heels are nimble and light,
You may get there by candle-light.

1 はじめに

ここでは特に断らない限り, コンパクトでない局所コンパクト距離空間を扱うものとす

る. 一般に位相空間 $X$ の Stone-Cech コンパクト化を $.\beta X$ で表す。

位相空間 $X$ のコンパクト化 $\alpha X,$ $\gamma X$ について, $\gamma X$ から $\alpha X$ への連続な全射で, $X$

への制限が恒等写像となるものが存在するとき, $\alpha X\leq\gamma X$ と表す, 特にその写像が同相

写像てとれるとき, $\alpha X\simeq\gamma X$ と表し, $\alpha X$ と $\gamma X$ は同値であるという {
$X$ のコンパク

ト化全体を $K(X)$ とする. 通常, $K(X)$ の元は $\simeq$ に関する同値類と考え, 同値なコンパ

クト化は区別しないものとする. このとき, $K(X)$ は $\leq$ 関係について上半束をなし, $X$

の Stone-Cech コンパクト化 $\beta X$ は $\leq$ に関する最大元, $X$ の一点コンパクト化は (存在

すれば) 最小元となる.

本稿での研究目標は, $K(X)$ の部分集合 $P$ が束の意味て $\beta X\simeq\sup P$ を満たすとき,

$\beta X$ を近似するための本質的に必要な $P$ の元の個数を調べることである. 扱うコンパク

ト化のクラスは Smirnov コンパクト化と Higson コンパクト化である. ともに距離に依
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存するコンパクト化として知られている.

位相空間 $X$ から $\mathbb{R}$ への有界連続関数全体の集合を $C^{*}(X)$ で表す $C^{*}(X)$ は (各点

ごとの和と積について) 環の構造を持ち, また, $\sup$-norm によって距離が導入される.

一般に, 位相空間 $X$ のコンパクト化 $\alpha X$ について, $X$ から $\mathbb{R}$ への有界連続関数のうち

$\alpha X$ 上に連続に拡張できる (すなわち, $\overline{f}\in C^{*}(\alpha X)$ で, $\overline{f}[X=f$ を満たすものが一意

的に存在する) ものの全体を C。とおくと, $C_{\alpha}$ は $C^{*}(X)$ の点と閉集合を分離する閉部

分環をなし, 定数関数をすべて含む. また, この $C_{\alpha}$ は $\alpha X$ を生戒する $C^{*}(X)$ の部分集

合のうち最大のものである. 逆に, 定数関数をすべて含み, かつ $C^{*}(X)$ の点と閉集合を

分離する閉部分環 $R$ が与えられたとき, $X$ のコンパクト化 $\alpha X$ で, $C_{\alpha}=R$ となる, す

なわち, $\alpha X$ 上に連続に拡張できる $X$ から $\mathbb{R}$ への有界連続関数の全体がちょうど $R$ と

一致するものが存在する. 特に, $X$ の $\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}-\check{\mathrm{C}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}$ コンパクト化 $\beta X$ については, すべ

ての $f\in C^{*}(X)$ が $\beta X$ 上に連続に拡張できる.

本稿限りの記法として, 次の略記法を導入する. 空間 $X$ のコンパクト化 $\alpha X$ と, $X$ の

空でない閉集合 $A,$ $B$ に対して, $\mathrm{c}1_{\alpha X}A\cap \mathrm{c}1_{\alpha X}B=\emptyset$ であるときに $A||B(\alpha X)$ と記

し, その否定を $A\uparrow|B(\alpha X)$ と記す. Stone-Cech コンパクト化については, $X$ の互い

に素な閉集合 $A,$ $B$ について常に $A||B(\beta X)$ が成り立つ.

ここで, 次の補題は基本的てあり, 本稿では断ることなく使う.

補題 LL $X$ のコンパクト化 $\alpha X,$ $\gamma X$ について, 次は同値てある.

1. $\alpha X\leq\gamma X$ .
2. $X$ の閉集合 $A,$ $B$ について, $A||B(\alpha X)$ ならば $A||B(\gamma X)$ である.

3. $f\in C^{*}(X)$ が $\alpha X$ 上に連続に拡張可能ならば, $f$ は $\gamma X$ 上に拡張可能である.

次の補題は, 以下の議論において重要てある.

補題 L2. $A$ を $X$ のコンパクト化の集合とする. $X$ の空てない互いに素な閉集合 $A,$ $B$

について, 以下は同値てある.

1. $A||B( \sup A)$ .
2. ある有限集合 $F\subseteq A$ に対し, $A||B( \sup F)$ .

証明. $\alpha X\in A$ に対し, C。を, $\alpha X$ 上に連続に拡張可能な $X$ 上の有界連続関数全体の

なす $C^{*}(X)$ の閉部分環とする. $R=\mathrm{c}1\langle\cup\{C_{\alpha} : \alpha X\in A\}\rangle$ (ただし, $S\subseteq C^{*}(X)$ に対

し (S) は $S$ で生成される $C^{*}(X)$ の部分環を表す) とお $\langle$ と, $R$ は $\sup A$ 上に連続に拡

張可能な $X$ 上の有界連続関数全体のなす $C^{*}(X)$ の閉部分環と一致する.
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$A||B( \sup A)$ とすると, $f\in R$ で, $f$ は $A$ と $B$ を関数分離する, すなわち,

$f”A=\{0\},$ $f”B=\{1\}$ を満たすものが存在する. この $f$ は, $\cup\{C_{\alpha} : \alpha X\in A\}$ の元

の和, 積およひ一様収束する関数列の極限によって得られる. ところが, $f$ が一様収束す

る関数列の極限として得られたとすると, その関数列の途中に現れる関数によって, す

てに $A$ と $B$ は関数分離されている. したがって, $f$ は $\cup\{C_{\alpha} : \alpha X\in A\}$ の元の和と

積によって得られているとしてよい. すると, $\cup\{C_{\alpha} : \alpha X\in A\}$ の元のうち, $f$ の構

成に関わっているものは有限個である. したがって, ある有限集合 $F\subseteq A$ について,

$f\in \mathrm{c}1\langle\cup\{C_{\alpha} : \alpha X\in F\}\rangle$ となる. これは $A||B( \sup F)$ を意味する. 口

$\omega$ から $\omega$ への関数全体の集合を ’て表す, $f,$ $g\in$ ’に対し, すべての $n<\omega$ に

ついて $f(n)\leq g(n)$ てあるとき $f\leq g$ と表し, 有限個を除くすべての $n<\omega$ につい

て $f(n)\leq g(n)$ てあるとき $f\leq^{*}g$ と表す. ’の部分集合 $F$ が \leq *(あるいは $\leq$ ) に

関する dominating family てあるとは, 任意の $g\in\omega^{\omega}$ に対し, ある $f\in F$ が $g\leq*f$

$(g\leq f)$ を満たすときにいう. 基数 0 を, $\leq*$ に関する dominating family の最小の濃度

として定義する, ただし, $\leq*$ でなく $\leq$ に関する dominating family の最小の濃度とし

ても, 基数としては同じになる.

$\omega$ から $2=\{0,1\}$ への関数全体の集合 $2^{\omega}$ に, 2 点離散空間 {0, 1} の可算直積として
の位相を導入した空間をカントール空間と呼ぶ. また, {0, 1} の各点に 1/2 の測度を与

え, 直積測度を考えることて, 2“ に測度を導入する. $2^{\omega}$ におけるベール第一類集合の全

体を $\mathcal{M}$ , ルベーグ測度零の集合の全体を $N$, で表す. $\mathcal{M}$ およひ $N$ は $2^{\omega}$ 上の可算加法

的なイデアノレである. 基数 $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})$ およひ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N)$ を,

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})=\min${ $|A|$ : $A\subseteq \mathcal{M}$ かつ $\cup A=2$‘}
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N)=\min${ $|A|$ : $A\subseteq N$ かつ $\cup A=2^{\omega}$ }

によって定義する.

本稿ては $\omega$ 上の超フィルタを扱うが, 単に超フイルタといえば, non-principml な (す

なわち, 有限集合の補集合をすべて元として持つ) 超フイルタを意味するものとする.

フィルタ $F$ の部分集合 $\mathcal{G}$ が $F$ を生成するとは, 任意の $X\in F$ に対し, ある $\mathrm{Y}\in \mathcal{G}$ が

$\mathrm{Y}\subseteq X$ を満たすときにいう. 基数 $\mathrm{u}$ を, $\omega$ 上の超フイルタを生成する $P(\omega)$ の部分集合

の最小濃度として定義する.
$V,$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M}),$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N),$ $\mathrm{u}$ の間には, 次の関係が成り立つ.

命題 L3. 1. $\aleph_{1}\leq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})\leq\theta\leq \mathrm{c},$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})\leq \mathrm{u}\leq \mathcal{L}$ かつ $\aleph_{1}\leq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N)\leq \mathrm{u}$ てある.

さらに, それそれの $\leq$ について, くが成り立つことは ZFC 上無矛盾てある.
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2. $0<\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N)$ は ZFC 上無矛盾である.

3. $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N)<\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})$ は ZFC 上無矛盾である.

4. $\mathrm{u}<V$ は ZFC 上無矛盾である.

$X,$ $\mathrm{Y}\subseteq\omega$ に対し, $X\backslash \mathrm{Y}$ が有限集合であるとき, $X\subseteq^{*}\mathrm{Y}$ と表す-

実数に対し, $\lfloor r\rfloor$ は $r$ を超えない最大の整数, $\lceil r\rceil$ は $r$ 以上の最小の整数を表す-

正の有理数全体の集合を $\mathbb{Q}^{+}$ で表す,

2 $\mathrm{S}\mathrm{m}\dot{|}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{v}$ コンパクト化 $1_{\sim}^{-}\mathrm{A}\mathit{6}$ Stone-Cech コンパクト化の
近似

$X$ から $\mathbb{R}$ への距離 $d$ に関する有界一様連続関数の全体を $U_{d}^{*}(X)$ で表す. $U_{d}^{*}(X)$ は

$C^{*}(X)$ の閉部分環で, 定数関数をすべて含み, かつ点と閉集合を分離する族てある. こ

の $U_{d}^{*}(X)$ と対応するコンパクト化を $u_{d}X$ で表し, $X$ の Smirnov コンパクト化という.

次の補題に示されている Smirnov コンパクト化の特徴つけは, 以下の議論においてし

ばしば用いられる.

補題 2.1, コンパクトでない距離空間 $(X, d)$ のコンパクト化 $\alpha X$ について, 次は同値て

ある.

1. $\alpha X\simeq u_{d}X$ .
2. $f\in C^{*}(X)$ について, $f$ が $\alpha X$ 上に連続に拡張できることと $f\in U_{d}^{*}(X)$ であるこ

とが同値である.

3. $X$ の閉集合 $A,$ $B$ について, $A||B(\alpha X)$ と $d(A, B)>0$ が同値である.

$X$ と同じ位相を導く距離関数の全体を $\mathrm{M}(X)$ で表す. 次の定理は, 距離空間 $X$ の

$\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}-\check{\mathrm{C}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}$ コンパクト化 $\beta X$ は, $X$ と同じ位相を導く距離関数に関する Smirnov コン

パクト化の全体で近似できることを意味する.

定理 2.2. ([8]) $X$ をコンパクトでない距離空間とするとき, $\beta X\simeq\sup\{u_{d}X:d\in \mathrm{M}(X)\}$

てある.

それては, その近似のために本質的に必要な距離関数の個数はいくらだろうか.

定義 2.3. 距離空間 $X$ に対し,

$\epsilon a(X)=\min\{|D| : D\subseteq \mathrm{M}(X)\mathrm{B}^{\mathrm{a}\vee}\mathcal{D}\sup\{u_{d}X : d\in D\}\simeq\beta X\}$
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と定義する.

まず手始めに, $X$ として半直線 $[0, \infty)$ を考えてみよう $\mathrm{t}$

命題 2.4. $\epsilon a([0, \infty))=0$ .

証明. ます, $\epsilon a([0, \infty))\leq 0$ を示す- $F\subseteq\omega^{\omega}$ を $\leq$ に関する dominating family で, 濃

度が $\theta$ のものとする. ここで, すべての $f\in F,$ $n<\omega$ について $f(n)\geq 1$ と仮定して一

般性を失わない. 各 $f\in F$ に対し, 距離関数 $\rho f$ を, $x,$ $y\in[0, \infty)$ に対し

$\rho_{f}(x,y)=|\int_{x}^{y}f(\lfloor t\rfloor)dt|$

とおくことにより定義する.

$D=\{\rho f..:.f\in F\}$ とし, $A,$ $B\subseteq[0, \infty)$ を互いに素な閉集合とする, このとき,

$A||B( \sup\{u_{d}[0, \infty)$ : $d\in D$ }) を示すことが目標てあるが, そのためには, ある $f\in F$

について $A||B(u_{\rho_{f}}[0, \infty))$ となることを示せば十分てある.

一般性を失うことなく , $A,$ $B$ は, 正の無限大に発散する実数の非減少列 $0\leq c_{0}\leq c_{1}\leq$

’ $\cdot$ . によって
$A=\cup[c_{4k}, c_{4k+1}]k<\omega$ ’ $B=\cup[c_{4k+2}, c_{4k+}\mathrm{s}]k<\omega$

の形に表されているとしてよい. 特に, $A\cap B=\emptyset$ より, すべての $k<\omega$ について

$c_{2k+1}<c_{2k+2}$ てある. この $A,$ $B$ に対し, $h_{A,B}\in\omega^{\omega}$ を

$h_{A,B}(m)= \max(\{$ $\lceil\frac{1}{c_{2k+2}-c_{2k+1}}.\rceil$ : $\mathrm{c}_{2k+2}<m+1\}\cup\{1\})$

により定義する. $F$ は $\leq$ に関する dominating family であるから, $h_{A,B}\leq f$ となる

$f\in F$ が存在する. このとき, $\rho f$ と $h_{A,B}$ の定義によって, すべての $k<\omega$ について

$\rho f(c_{2k+1}, c_{2k+2})\geq 1$ となるのて, $\rho f(A, B)=\inf\{\rho_{f}(c_{2k+1}, c_{2k+2}) : k<\omega\}>0$ てあ

る. ゆえに, $A||B(u_{\rho_{f}}[0, \infty))$ が感り立つ.
次に, $\epsilon\alpha([0, \infty))\geq V$ を示す- そのために, $\kappa<V$ を固定し, $D\subseteq \mathcal{M}([0, \infty))$ かつ

$|D|\leq\kappa$ ならば $\sup\{u_{d}[0, \infty):d\in D\}\not\simeq\beta[0, \infty)$ であることを示す.

各 $d\in D$ に対し, $g_{d}\in\omega^{\omega}$ を,

$g_{d}(m)= \min\{k<\omega$ : $\mathrm{B}_{d}(m,$ $\frac{1}{m})\supseteq(m-\frac{1}{k},$ $m+ \frac{1}{k})\}$

によって定義する. また, 各 $F\in[D]^{<\omega}$ に対し, $g_{F}(m)= \max\{g_{d}(m) : d\in\dot{F}\}$ に

よって $g_{F}\in\omega^{\omega}$ を定義する. $|D|^{<\omega}=|D|\leq\kappa<0$ てあるから, $f\in\omega^{\omega}$ で, すべての
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$F\in[D]^{<\omega}$ について $f\not\leq*g_{F}$ となるものが存在する. ここで, すべての $n<\omega$ につい

て $f(n)\geq 2$ と仮定してよい.

$[0, \infty)$ の閉集合 $A,$ $B$ を, $A=\omega,$ $B=\{m+1/f(m) : m<\omega\}$ により定義する.

各 $F\in[D]^{<\omega}$ に対し? $I_{F}=\{m<\omega : g_{F}(m)<f(m)\}$ とおくと, $I_{F}$ は $\omega$ の

無限部分集合となる. $g_{F}$ の定義より, $m\in I_{F}$ については, すべての $d\in F$ に対

して $d(m, m+1/f(m))<1/m$ が成り立つ. したがって, $\cup\{U_{d}^{*}([0, \infty)) : d\in F\}$

に属する関数 $\psi$ については, 数列 $\{\psi(m)-\psi(m+1/f(m)) : m\in I_{F}\}$ は 0 に収
束しなければならない. したがって, $A \mathrm{M}B(\sup\{u_{d}[0, \infty)$ : $d\in F$}) である. 補

題 12 により, これは $A$ ){ $B( \sup\{u_{d}[0, \infty)$ : $d\in D$}) と同値てある. ゆえに,

$\sup\{u_{d}[0, \infty) : d\in D\}\not\simeq\beta[0, \infty)$ である. 口

ところて, ある $d\in \mathrm{M}(X)$ について $u_{d}X\simeq\beta X$ が成り立つ場合には, $\epsilon a(X)=1$ と

なり, $za(X)$ の概念は意味をなさない.

定理 2.5. ([1, 8]) 以下は同値である.

1. ある $d\in \mathrm{M}(X)$ について $u_{d}X\simeq\beta X$ が成り立つ.

2. ある $d\in \mathrm{M}(X)$ について $U_{d}^{*}(X)=C^{*}(X)$ が成り立つ.

3. $X$ から孤立点を除いて得られる部分空間がコンパクトである.

特に, $X$ が離散空間であれば, $\epsilon a(X)=1$ である.

3 $\beta\omega$ の自明でない近似

$\omega$ の Smirnov コンパクト化による $\beta\omega$ の近似を考えようとすると, $\epsilon a(\omega)$ ては意味を

なさないので, 別の定義を考える必要がある.

定義 3.1. $\mathrm{M}’(X)=\{d\in \mathrm{M}(X) : u_{d}X\not\simeq\beta X\}$ と定義する. $D\subseteq \mathrm{M}’(\omega)$ が Smirnov
Finite Intersection Property (Smirnov-FIP) を満たすとは, すゝての $F\in[D]^{<\omega}$ に対

して $\sup\{u_{d}\omega : d\in F\}\not\simeq\beta\omega$ が成り立つとき [こいう.

基数 $z\mathfrak{p},$
$\mathrm{s}\mathrm{t}$ を, 次のように定義する.

$D\subseteq \mathrm{M}’(\omega),$ $D$ は Sm廿 nov-FIP を満たし,
$\}$

$\hslash>\vee\supset\sup\{u_{d}\omega : d\in D\}\simeq\beta\omega$

$\epsilon \mathfrak{p}=\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}\{|D||D\subseteq \mathrm{M}’(\omega),D\mathfrak{l}\mathrm{h}\mathrm{S}\mathrm{m}\dot{.}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{v}- \mathrm{F}\mathrm{I}\mathrm{P}\text{を}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{B}>\vee\supset\sup\{u_{d}\omega\cdot d\in D\}\simeq\beta\omega$

\epsilon t=min $\{|D||D\subseteq \mathrm{M}’(\omega),\{u_{d}\omega.\cdot d\in D\}.\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}\leq \text{で}\mathrm{E}F^{1}\mathrm{J}\text{さ}\mathrm{B}>\vee\supset\sup\{u_{d}\omega\cdot d\in D\}\simeq\beta\omega$

れていて,
$\}$

$\mathrm{B}_{1’} \supset\sup\{u_{d}\omega : d\in D\}\simeq\beta\omega$
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ただし, $\min$ の対象が空集合の場合には, $\min\emptyset$ を記号 $\infty$ で表現し, すべての基数 $\kappa$

に対して $\kappa<\infty$ と規約する.

この定義は, $\lceil \mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}-\check{\mathrm{C}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}$ コンパクト化を近似するためにいくつの Sm廿$\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{v}$ コンパク

ト化が必要か」 という当初の問題意識に沿ったものである. しかし, このままの定義では

扱いつらいので, 思考の手がかりとして, より単純な概念を定義する.

$X$ を距離空間とする. $d_{1},$ $d_{2}\in \mathrm{M}(X)$ に対し, $d_{1}\leq d_{2}$ とは, すぺての $x,$ $y\in X$ につ

いて $d_{1}(x, y)\leq d_{2}(x, y)$ であることを表す. このとき, $U_{d_{1}}^{*}(X)\subseteq U_{d_{2}}^{*}(X)$ てあり, した

がって $u_{d_{1}}X\leq u_{d_{2}}X$ てあることが容易にわかる. また, 関数 $d:X\mathrm{x}Xarrow \mathbb{R}$ を, すべ

ての $x,$ $y\in X$ に対して $d(x, y)= \max\{d_{1}(x,y), d_{2}(x, y)\}$ とおくことにより定義し, こ

の $d$ を $\max\{d_{1}, d_{2}\}$ で表す, このとき, $d\in \mathrm{M}(X)$ である. すなわち, $\mathrm{M}(X)$ は順序関

係 $\leq$ に関して有向 (directed) である.

$d_{1},$ $d_{2}\in \mathrm{M}(X)$ に対し, $U_{d_{1}}^{*}(X)\subseteq U_{d_{2}}^{*}(X)$ てあるとき (あるいは, 同値な条件として,

$u_{d_{1}}X\leq u_{d_{2}}X$ てあるとき), $d_{1}\preceq d_{2}$ と表す. これは, $X$ 上の恒等写像が $(X, d_{2})$ から

$(X, d_{1})$ への一様連続関数になっていることと同値てある.
$d_{1}\preceq d_{2}$ かつ $d_{2}\preceq d_{1}$ であるとき, $d_{1}\sim d_{2}$ と表し, $d_{1},$ $d_{2}$ は一様同値であるという.

このとき, $\sim$ は $\mathrm{M}(X)$ 上の同値関係となり, $\preceq$ は自然な射影によって商集合 $\mathrm{M}(X)/\sim$

上の半順序関係を導ぐ 明らかに, $d_{1}\leq d_{2}$ ならば $d_{1}\preceq d_{2}$ である. 逆に, $\rho_{1}\preceq$ 内なら
ば, $\rho_{2}’\sim\rho_{2}$ かつ $\rho_{1}\leq\rho_{2}’$ を満たす $\rho_{2}’$ が存在する.

定義 3.2. 基数 $\epsilon \mathfrak{p}’,$
$\epsilon \mathrm{t}’$. を, 次のように定義する.

$\epsilon \mathfrak{p}’=\min\{|D||D\subseteq \mathrm{M}’(\omega),$$D|\mathrm{h} \preceq.\mathfrak{l}’.\text{関し^{}-}C\text{有}\cap \mathrm{p}l>\vee\supset\sup\{u_{d}\omega\cdot d\in D\}\simeq\beta\omega$

で,
$l>\vee\supset \mathrm{M}’(\omega)$

’
$D$ $[]\mathrm{h}$

$\preceq$ $|’$. $\text{関}$ $\text{し}$ $\vee C$ $\text{有}$ $\cap \mathrm{p}$ $\text{で}$ ,
$\}$

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ud\omega$ : $d$ $\in$ $D\}$ $\simeq$ $\beta\omega$

$\mathrm{e}\mathrm{t}’$ $= \min\{|D||D\subseteq \mathrm{M}’(\omega),$$D \mathfrak{l}\mathrm{h}\preceq \text{で}\mathrm{E}F^{1}\mathrm{J}\text{さ}*\iota \text{て}\mathrm{A}\hslash\backslash \vee\supset\sup\{u_{d}\omega:d\in D\}\simeq\beta\omega$

‘て,$\mathrm{M}’$
$(\omega)$

’
$D$ $|\mathrm{h}$ $\preceq$

$\text{で}\mathrm{E}F|\mathrm{J}$ $\text{さ}$ $*\iota \text{て}$ $\mathrm{A}$ $\backslash \text{て}$

$\mathrm{r}$

$\}$

$\hslash\backslash \vee\supset$
$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ud\omega$ : $d$ $\in$ $D\}$ $\simeq$ $\beta\omega$

次に示す相互関係は明らかである.

命題 3.3. $5\mathfrak{p}\leq s\mathfrak{p}’\leq\epsilon \mathrm{t}’=5\mathrm{t}$.

4 コーエン実数, ランダム実数と卯’
本節ては, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})$ およひ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N)$ が $\epsilon \mathfrak{p}’$ の下限となることを示す-



33

補題 4.1. $d\in \mathrm{M}’(\omega)$ に対し, 次の性質を満たす自然数の組の列 $\{(a_{i}^{d}, b_{i}^{d}) : i<\omega\}$ が存

在する.

1. すべての $i,j<\omega$ について $a_{i}^{d}\neq b_{j}^{d}$

$2$ . $i\neq j$ ならば $a_{i}^{d}\neq a_{j}^{d},$ $b_{i}^{d}\neq b_{j}^{d}$ .
3. $d(a_{i}^{d}, b_{i}^{d})<2^{-i}$ .

証明. $u_{d}\omega\not\simeq\beta\omega$ だから, $\omega$ の互いに素な無限集合 $A,$ $B$ で, $A\chi B(u_{d}\omega)$ すなわち

$d(A, B)=0$ を満たすものが存在する. さらに, $A,$ $B$ 両方からそれそれ有限集合を取り

除いても, やはりそれらの間の距離は 0 である. したがって, $A,$ $B$ からそれそれ $a_{i}^{d},$ $b_{\dot{l}}^{d}$

を, 与えられた条件を満たすように帰納的に選ひ出すことができる. 口

補題 4.2. $d\in \mathrm{M}’(X)$ に対し,

$E^{d}=$ { $f\in 2^{\omega}$ : 無限個の $n<\omega$ につ b‘て $f(a_{n}^{d})\neq f(b_{n}^{d})$ }

とおくと, $2^{\omega}\backslash E^{d}\in \mathcal{M}\cap N$ である.

証明.

$E^{d}=\cap\cup\{f\in 2^{\omega} : f(a_{n}^{d})\neq f(b_{n}^{d})\}m<\omega n>m$

と表せる. この式から, $E^{d}$ が $2^{\omega}$ の稠密開集合の可算共通部分であることが容易にわか

る. また, $\{\cdots\}$ の部分は測度 1/2 で, かつ $n$ ごとに独立なので, $\cup\{\cdots\}$ の部分は測度

1 である. したがって $E^{d}$ は測度 1 である. 口

命題 4.3. $\epsilon \mathfrak{p}’\geq\max\{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M}), \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N)\}$ .

証明. $D\subseteq \mathrm{M}’(\omega)$ を, $\preceq$ に関して有向で, かつ $|D|= \kappa<\max\{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M}), \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N]\}$

を満たす集合とする. 補題 12 により, いかなる有限集合 $F\subseteq D$ に対しても $X\mathrm{M}$

$\omega\backslash X$ $( \sup\{u_{d}\omega : d\in F\})$ となる $X\subseteq\omega$ が存在することを示せばよい. ところが,

$D$ は $\preceq$ について有向だから, すべての $d\in D$ について $X1|\omega\backslash X(u_{d}\omega)$ を満たす

$X\subseteq\omega$ を見つければ十分てある.

補題 42 およひ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M}),$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N)$ の定義より, $\cap\{E^{d} : d\in D\}\neq\emptyset$ である.
.
$f\in$

$\cap\{E^{d} : d\in D\}$ とし, $X=f^{-1}(\{1\})$ とお $\text{く_{}\mathrm{t}}$ このとき, どの $d\in D$ に対しても, 無限

個の $n<\omega$ について

1. $a_{n}^{d}\in Xl^{\mathrm{a}\vee}\supset b_{n}^{d}\in\omega\backslash X$

$2$ . $a_{n}^{d}\in\omega\backslash X\hslash 1’\supset b_{n}^{d}\in X$
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のいすれかが成り立つ. すべての $d\in D,$ $n<\omega$ について $d(a_{n}^{d}, b_{r\iota}^{d})<2^{-n}$ であるから,

これは, すべての $d\in D$ について $d(X, \omega\backslash X)=0$ すなわち $X\mathrm{M}\omega\backslash X(u_{d}\omega)$ である

ことを意味する. 口

命題 43 を強制法理論的に解釈すると, 次のようになる. コーエン実数, ランダム実数

の定義については [2, Chapter 1] または [6] を参照されたい.

系 4.4. $\mathrm{V}$ を基底モデル, $f\in 2^{\omega}$ を $\mathrm{V}$ 上のコーエン実数またはランダム実数とし,

$X=f^{-1}(\{1\})$ とおくと, すべての $d\in \mathrm{M}’(\omega)\cap \mathrm{V}$ について $X$ }$|\omega\backslash X(u_{d}\omega)$ が成り

立つ.

命題 L3 によって, $\Phi<\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N)$ は ZFC 上無矛盾てある.

系 4.5. $V<$ 卯’ は ZFC 上無矛盾である.

5 超フィルタと卯’
次に, 仲’ の上限を論じる.

定義 5.1. $d\in \mathrm{M}(\omega)$ と, $\omega$ の部分集合 $X$ に対し, $X$ が番 $\mathrm{S}\mathrm{m}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{v}$-good (または単に
$d$-good) てあるとは, 任意の $\mathrm{Y}\subseteq X$ について $\mathrm{Y}||\omega\backslash \mathrm{Y}(u_{d}\omega)$ であるときにいう $\mathrm{r}$

$Z\subseteq\omega$ が番 Smirnov-bad (または単に $d$-bad) であるとは, 任意の d-Sm廿 nov-good set
$X\subseteq\omega$ に対して, $Z\cap X$ が有限であるときにいう.

$\omega$ の無限部分集合 $X$ に対し, $\omega$ 上の距離 $d_{X}$ を, 次のように定義する. $h:\omegaarrow \mathbb{R}$ を,

$h(j)=\{$
$-1+2^{-j}$ $(j\in X)$

$j$ $(j\in\omega\backslash X)$

と定義し, $d_{X}(m, n)$ を $h(m)$ と $h(n)$ の $\mathbb{R}$ における距離とする.

明らかに, $\omega\backslash X$ は $d_{X}$-good てあり, $X$ は $d_{X}$-bad てある. 特に, すべての $\omega$ の無

限部分集合 $X$ について, $u_{d_{X}}\omega\not\simeq\beta\omega$ すなわち $d_{X}\in \mathrm{M}’(\omega)$ てある. また, $X\subseteq \mathrm{Y}$ で

あれば $d_{Y}\leq d_{X}$ てあり, $X\subseteq^{*}\mathrm{Y}$ であれば $d_{Y}\preceq d_{X}$ てある.

補題 5.2. $\omega$ の無限集合 $X,$ $Z$ について, $g\in U_{d_{X}}^{*}(\omega)$ かつ $Z\subseteq X$ ならば, $g$ の部分列

$g\lceil Z=\{g(n) : n\in Z\}$ は $\text{コ}-$シータリとなり, したがって収束する.

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{明}$ . $\#$ . 口
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命題 5.3. $\epsilon \mathfrak{p}’\leq \mathrm{u}$ .

証明. $\mathcal{U}$ を, $\omega$ 上の超フィルタの生成集合で, 濃度がちょうど $\mathrm{u}$ のものとする. $D=$

$\{d_{X} : X\in \mathcal{U}\}\subseteq \mathrm{M}(\omega)$ とする. $F$ を $\mathcal{U}$ て生成される超フィルタとし, I を $F$ の双対イ

デアルとする.

主張 1. $D$ はくに関して (したがって, $\preceq$ に関しても) 有向である.

証明. $\mathcal{U}$ の元 $X,\mathrm{Y}$ をとる. $Z=X\cap \mathrm{Y}$ とおくと, $Z$ は $F$ の元てあるから, ある $W\in \mathcal{U}$

について $W\subseteq Z$ てある. $W\subseteq X,$ $W\subseteq \mathrm{Y}$ であるから, dX\leq dいかつ $d_{\mathrm{Y}}\leq d_{W}$ てあ

る. $dw\in D$ てあるから, これは, $D$ が $\leq$ に関して有向てあることを示す- 口

主張 2. $\beta\omega\simeq\sup\{u_{d}\omega : d\in D\}$ .
証明. 無限集合 $A\subseteq\omega$ を任意にとる. $A||\omega\backslash A$ $( \sup\{u_{d}\omega : d\in D\})$ を示せば十分で

#6.
I は極大イデアルなので, $A,$ $\omega\backslash A$ のいすれか一方は I に属する. I は $F$ の双対

イデアルであり, かつ, $F$ は $\mathcal{U}$ によって生成されるので, ある $X\in \mathcal{U}$ について, $A$ ,
$\omega\backslash A$ のいすれか一方は $\omega\backslash X$ の部分集合である. $\omega\backslash .X$ は $dx$-good であるから,

$A||\omega\backslash A(u_{d_{X}}\omega)$ である. ところで, $d_{X}\in D$ であるから, $u_{d_{X}} \omega\leq\sup\{u_{d}\omega : d\in D\}$

であり, したがって, $A||\omega\backslash A$ $( \sup\{u_{d}\omega : d\in D\})$ てある. 口

上の 2 つの主張により, 卯’ $\leq \mathrm{u}$ が示された. 口

$5\mathrm{t}$ については, 次のように, $\mathrm{p}$-point と関連付けることがてきる. 非可算正則基数 $\kappa$ に

対し, $\omega$ 上の超フィノレタ $F$ が simple $p_{\kappa}$ -point であるとは, $F$ が長さ $\kappa$ の $\subseteq*$ に関する

下降列からなる生成集合を持つときにいう $[$

命題 5.4. 非可算正則基数 $\kappa$ に対し, simple $\mathrm{p}_{\kappa}$-point が存在するならば, $\epsilon \mathrm{t}\leq\kappa$ てある.

証明. $\mathcal{U}=\{U_{\xi} : \xi<\kappa\}$ を, simple $\mathrm{P}\kappa$-point を生成する $\subseteq*$-下降列とする. $\xi<\kappa$ に対

し, $d_{\xi}=d_{U_{\xi}}$ と定義すると, $\mathrm{M}’(\omega)$ の元の列 $\{d_{\xi} : \xi<\kappa\}$ は $\preceq$ に関する上昇列であり,

かつ, $\sup\{u_{d_{\xi}}\omega : \xi<\kappa\}\simeq\beta\omega$ となる. 口

系 5.5. $\mathfrak{p}\mathfrak{p}=\min${ $\kappa$ : simple $\mathrm{p}_{\kappa}$-point が存在する} (存在しない場合は沖 $=\infty$ ) と定

義すると, $\epsilon \mathrm{t}\leq \mathfrak{p}\mathfrak{p}$ である.
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CH (連続体仮説) のもとでは, $\mathrm{p}$-point は存在し, しかもそれは simple $\mathrm{p}_{\aleph_{1}}$ -point であ

る. また, $\mathrm{C}\mathrm{H}$ を満たす基底モデルに対し, $\mathrm{c}=\aleph_{2}$ を強制し, かつ, 基底モデルの p-point

を強制拡大における $\mathrm{p}$-point の生成集合として保つ強制概念は存在する [2, Section 74].

系 5.6. $\aleph_{1}=$ 卵’ $=\epsilon \mathrm{t}<\mathrm{c}=\aleph_{2}$ は ZFC 上無矛盾てある.

また, MA (マノレティンの公理) のもとでは, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})=\mathrm{c}$ であり, かつ, simple $\mathrm{P}\mathrm{c}$-point

が存在することが知られている.

系 5.7. $\aleph_{1}<\epsilon \mathfrak{p}’=z\mathrm{t}=\mathrm{c}$ は ZFC 上無矛盾である.

ところで, $\epsilon \mathrm{t}=\mathrm{o}\mathrm{o}$ は ZFC 上無矛盾だろうか. すなわち, $\mathrm{r}_{\omega}$ の Smirnov コンパクト

化の $\leq$ に関する上昇列では $\beta\omega$ に到達できない」 という状況は起こりうるだろうか.

次の定理は Kunen [5] によるものて, コーエン実数を付加して得られる強制モデルに関

する有名な結果である. この定理において, $2^{\omega}$ の部分は, $[0, 1]$ , $\mathbb{R},$
$\mathbb{R}^{\omega}$ など, 他のポー

ランド空間 (孤立点を持たない可分な完備距離空間) に置き換えても, 同様に成り立つ.

定理 5.8. $\mathrm{C}\mathrm{H}$ を満たす ZFC のモデルに $\aleph_{2}$ 個のコーエン実数を付加して得られる強制

モデルにおいて, $A$ を $(2^{\omega})^{2}$ のボレル集合とすると,

$\alpha\leq\beta<\omega_{2}\Leftrightarrow$ $\langle f_{\alpha}, f_{\beta}\rangle\in A$

を満たす $2^{\omega}$ の元の列 $\{f_{\alpha} : \alpha<\omega_{2}\}$ は存在しない.

$\omega$ 上の距離関数は $\mathbb{R}^{\omega \mathrm{x}\omega}$ の元てある. $A\subseteq(\mathbb{R}^{\omega \mathrm{X}\omega})^{2}$ を,

$\langle f_{1}, f_{2}\rangle\in A\Leftrightarrow\forall\epsilon\in \mathbb{Q}^{+}\exists\delta\in \mathbb{Q}^{+}\forall\langle m,n\rangle\in\omega \mathrm{x}\omega(f_{2}(m, n)\geq\delta\vee f_{1}(m,n)\leq\epsilon)$

によって定義する. このとき, $A$ は $(\mathbb{R}^{\omega \mathrm{x}\omega})^{2}$ のボレル集合であり, さらに, $\omega$ 上の距離

関数 $d_{1},$ $d_{2}$ について, $\omega$ 上の恒等写像が $(\omega, d_{2})$ から $(\omega, d_{1})$ への関数として一様連続で

あることと $\langle d_{1}, d_{2}\rangle\in A$ は同値である. したがって, 次の補題が成り立つ.

補題 5.9. $\mathrm{C}\mathrm{H}$ を満たす ZFC のモデルに $\aleph_{2}$ 個のコーエン実数を付加して得られる強制

モデルにおいて, $\mathrm{M}’(\omega)$ の中に $\preceq$ に関する長さ $\omega_{2}$ の真の上昇列は存在しない.

一方, $\mathrm{C}\mathrm{H}$ を満たす ZFC のモデルに $\aleph_{2}$ 個のコーエン実数を付加して得られる強制モデ

ノレにおいては, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})=\aleph_{2}=\mathrm{c}$ が成り立つのて, 命題 43 およひ 53 により, $\epsilon \mathfrak{p}’=\aleph_{2}$

てある. したがって, 次の結果を得る.

命題 5.10. $\epsilon \mathrm{t}=\infty$ は ZFC 上無矛盾てある.
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6 $\mathrm{H}_{\dot{\mathrm{I}}}\mathrm{g}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}$ コンパクト化

$X$ 上の距離関数 $d$ がプロパーであるとは, 任意の $r>0,$ $x\in X$ について, $\mathrm{c}1\mathrm{B}_{d}(x, r)$

がコンパクトであるときにいう. 距離空間 $X$ について, $X$ と同じ位相を導くプロパーな

距離関数の全体を $\mathrm{P}\mathrm{M}(X)$ で表す. 局所コンパクトかつ可分な距離空間 $X$ については

$\mathrm{P}\mathrm{M}(X)\neq\emptyset$ である ([4]).
$d\in \mathrm{P}\mathrm{M}(X)$ とする. 関数 $f\in C^{*}(X)$ が (距離 $d$ に関して) slowly oscillating てある

(または, $(*)_{d}$-条件を満たす) とは, 任意の $r>0,$ $\epsilon>0$ に対し, $X$ のコンパクト部分集

合 $K_{r,\epsilon}$ が存在し, すべての $x\in X\backslash K_{r,\epsilon}$ について $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(f’’\mathrm{B}_{d}(x, r))<\epsilon$ が成り立つ

ときにいう. 距離 $d$ に関して slowly oscillating な $C^{*}(X)$ の元の全体を $C_{d}^{*}(X)$ て表す-

これは $C^{*}(X)$ の閉部分環で点と閉集合を分離する族となる. この $C_{d}^{*}(X)$ と対応するコ

ンパクト化を $\overline{X}^{d}$ で表し, $X$ の Higson コンパクト化という.

$X$ の部分集合の族 $\{E_{0}, \ldots, E_{n-1}\}$ が (距離 $d$ に関して) 発散するとは, 任意の $r>0$

について
$\tau$ $\mathrm{B}_{d}(E_{i}, r)=\{x\in X : d(x, E\text{�}<r\}$ に対して, $\bigcap_{k<n}\mathrm{B}_{d}(E_{i}, r)$ が有界である

とき, または, 同値な条件として, 任意の $r>0$ に対して $X$ のコンパクト部分集合 $K_{r}$

が存在し, すべての $x\in X\backslash K_{r}$ について $\sum_{1<n}.d(x, E_{i})>r$ であるときにいう. これ

の意味することを略記号で $\lim_{xarrow\infty}\sum_{i<n}d(x, E_{i})=\infty$ と記す.

$X$ 上のプロパーな距離 $d$ に関する Higson コンパクト化 $\overline{X}^{d}$ は, 次の補題によって特

徴つけられる.

補題 6.1. コンパクトでない局所コンパクトかつ可分なプロパー距離空間 $(X, d)$ のコン

パクト化 $\alpha X$ について, 次は同値である.

1. $\alpha X\simeq u_{d}X$ .
2. $f\in C^{*}(X)$ について, $f$ が $\alpha X$ 上に連続に拡張できることと $f\in C_{d}^{*}(X)$ であるこ

とが同値である.

3. $X$ の互いに素な閉集合 $A,$ $B$ について, $A||B(\alpha X)$ と, $A,$ $B$ が距離 $d$ に関して発

散することが同値である.

Higson コンパクト化についても, 定理 22 と同様の結果が成り立つ.

定理 6.2. ([4]) $X$ をコンパクトてない局所コンパクトな可分距離空間とするとき,
$\beta X\simeq\sup\{\overline{X}^{d} : d\in \mathrm{P}\mathrm{M}(X)\}$ である.

そこて, 次の基数を考えることができる.
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定義 6.3. $\mathfrak{h}a(X)=\min${ $|D|$ : $D\subseteq \mathrm{P}\mathrm{M}(X)$ かつ $\beta X\simeq\sup\{\overline{X}^{d}$ : $d\in D\}$ }.

命題 64. コンパクトでない局所コンパクトな可分距離空間 $X$ に対し, $5a(X)\leq \mathfrak{h}a(X)$

である.

証明. $\mathrm{P}\mathrm{M}(X)\subseteq \mathrm{M}(X)$ であり, かつ, 任意の $d\in \mathrm{P}\mathrm{M}(X)$ に対して $\overline{X}^{d}\leq u_{d}X$ である.

したがって, $\mathfrak{h}a(X)$ の定義の条件式を満たす $D\subseteq \mathrm{P}\mathrm{M}(X)$ は, $\epsilon a(X)$ の定義の条件式を

も満たす. 口

半直線 $[0, \infty)$ については, 命題 2.4 と同様の結果が成り立つ.

命題 6.5. $\mathfrak{h}a([0, \infty))=0$ .

証明. 命題 2.4 およひ 6.4 により, $\mathfrak{h}a([0, \infty))\geq V$ が成り立つ. したがって, $\mathfrak{h}a([0, \infty))\leq$

$\mathfrak{d}$ を示せば十分である.

$F,$ $\rho_{f},$ $D,$ $A,$ $B,$ $\{c_{k} : k<\omega\}$ は命題 2.4 で定義したものとする. このとき,

$A||B( \sup\{[0, \infty)\infty$ : $d\in D$ }) を示すことが目標てあるが, そのためには, ある $f\in F$

について $A||B(\overline{[0,\infty)}^{\rho_{f}})$ となることを示せば十分である. $h_{A,B}\in\omega^{\omega}$ を

$h_{A,B}(m)= \max(\{$ $k( \lceil\frac{1}{c_{2k+2}-c_{2k+1}}\rceil : c_{2k+2}<m+1\}\mathrm{U}\{1\})$

[こより定義する. $F$ は \leq [こ関する dominating family てあるから, $h_{A,B}\leq f$ となる

$f\in F$ が存在する. このとき, $\rho f$ と $h_{A,B}$ の定義によって, すべての $k<\omega$ について

$\rho_{f}(c_{2k+1}, c_{2k+2})\geq k$ となるので, $o \lim_{earrow\infty}(\rho f(x, A)+\rho f(x, B))=\infty$ である. ゆえに,

$A||B(\overline{[0,\infty)}^{\rho f})$ が成り立つ. 口

次の定理によって, $X$ が離散空間の場合には, $\mathfrak{h}a(X)=1$ となる.

定理 6.6. ([4]) 以下は同値てある.

1. ある $d\in \mathrm{P}\mathrm{M}(X)$ について $\overline{X}^{d}\simeq\beta X$ が成り立つ.

2. ある $d\in \mathrm{P}\mathrm{M}(X)$ について $C_{d}^{*}(X)=C^{*}(X)$ が成り立つ.

3. $X$ から孤立点を除いて得られる部分空間がコンパクトである.

Higson コンパクト化についても, $\beta\omega$ の近似を考え, 以下の通り基数 $\mathfrak{h}\mathfrak{p},$
$\mathfrak{h}\mathfrak{p}’,$

$\mathfrak{h}\mathrm{t}$ を定

義する.
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定義 6.7. $\mathrm{P}\mathrm{M}’(X)=\{d\in \mathrm{P}\mathrm{M}(X) : \overline{X}^{d}\not\simeq\beta X\}$ とする, $D\subseteq \mathrm{P}\mathrm{M}’(\omega)$ が Higson

finite intersection property (Higson-FIP) を満たすとは, 任意の $F\in[D]^{<\omega}$ につ $\mathrm{A}$ゝて

$\sup\{\overline{\omega}^{d} : d\in F\}\not\simeq\beta\omega$ が成り立つときにいう. 基数 $\mathfrak{h}\mathfrak{p}$ を次のように定義する.

$\mathfrak{h}\mathfrak{p}=\min\{|D||D\subseteq \mathrm{P}\mathrm{M}’(\omega),D\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}- \mathrm{F}\mathrm{I}\mathrm{P}\mathrm{B}\mathrm{l}\vee\supset\beta\omega\simeq\sup$

{ $\overline{\omega}^{d}d\in$ D\epsilon }fflたし, $\}$

$d_{1},$ $d_{2}\in \mathrm{P}\mathrm{M}(X)$ について, $C_{d_{1}}^{*}(X)\subseteq C_{d_{2}}^{*}(X)$ であるとき (あるいは, 同値な条件と
$-d_{1}$ $-h$して, $X$ $\leq X$ であるとき), $d_{1}\subseteq d_{2}$ と記す、 $d_{1},$ $d_{2}\in \mathrm{M}(X)$ について, $d_{1}\preceq d_{2}$ は

$(X, d_{2})$ から $(X, d_{1})$ への恒等写像が一様連続てあることと同値であったが, $\subseteq$ 関係につ

いては, 次の補題によって特徴つけられる ([3, 7]).

補題 6.8. $d_{1},$ $d_{2}\in \mathrm{P}\mathrm{M}(X)$ について, 以下は同値である.

1. $d_{1}\subseteq d_{2}$ .
2. 任意の $r>0$ に対して, $\delta>0$ が存在し, すべての $x,$ $y\in X$ tこついて, $d_{2}(x, y)<r$

ならば $d_{1}(x, y)<\delta$ である.

定義 6.9. 基数 $\mathfrak{h}\mathfrak{p}’,$
$\mathfrak{h}\mathrm{t}$ を次のように定義する.

$\mathfrak{h}\mathfrak{p}’=\min\{|D||D\subseteq \mathrm{P}\mathrm{M}’(\omega),$$D \mathfrak{l}\mathrm{h}\subseteq|_{\llcorner}’.\text{関し^{}-}C\mathrm{f}\mathrm{i}\cap[]\tau\mathrm{B}\mathrm{l}\vee\supset\beta\omega\simeq\sup\{\overline{\omega}^{d}\cdot d\in D\}$

’
$\}$

$\mathfrak{h}\mathrm{t}=\min\{|D||D\subseteq \mathrm{P}\mathrm{M}’(\omega),D\mathrm{t}\mathrm{h}\subseteq^{\mathrm{s}}\mathrm{E}.F\dagger \mathrm{J}\text{されて}\mathfrak{p}\backslash \vee\supset\beta\omega\simeq\sup\{^{\frac{-\mathrm{c}}{\omega}d}.d\in D\}$

‘ ‘て,
$\}$

命題 6.10. $\mathfrak{h}\mathfrak{p}\leq \mathfrak{h}\mathfrak{p}’\leq \mathfrak{h}\mathrm{t}$.

補題 6,11. $d\in \mathrm{P}\mathrm{M}’(\omega)$ に対し, 次の性質を満たす実数一 $>0$ およひ自然数の組の列

$\{(a_{i}^{d}, b_{i}^{d}) : i<\omega\}$ が存在する.

1. すべての $i,j<\omega$ について $a_{i}^{d}\neq b_{j}^{d}$ .
2. $i\neq j$ ならば $a_{i}^{d}\neq a_{j}^{d},$ $b_{i}^{d}\neq b_{j}^{d}$ .
3. $d(a_{i}^{d}, b_{i}^{d})<r^{d}$ .

$\text{証明}$ . E. $\text{口}$

命題 6.12. $\mathfrak{h}\mathfrak{p}’\geq\max\{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M}), \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(N)\}$.

証明. 命題 43 と同様の議論を, 補題 4.1 のかわりに補題 6.11 を用いて行えばよい. 口
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系 6.13. $\mathrm{V}$ を基底モデル, $f\in 2^{\omega}$ を $\mathrm{V}$ 上のコーエン実数またはランダム実数とし,

$X=f^{-1}(\{1\})$ とおくと, すべての $d\in \mathrm{P}\mathrm{M}’(\omega)\cap \mathrm{V}$ について $X\mathrm{M}\omega\backslash X(\overline{\omega}^{d})$ が成り

立つ.

補題 59 における考察と同様に, $B\subseteq(\mathbb{R}^{\omega \mathrm{x}\omega})^{2}$ を

$(f_{1},$ $f_{2}\rangle\in B\Leftrightarrow\forall r\in \mathbb{Q}^{+}\exists\delta\in \mathbb{Q}^{+}\forall\langle m,n\rangle\in\omega \mathrm{x}\omega(f_{2}(m, n)\geq r\vee f_{1}(m, n)\leq\delta)$

によって定義する. このとき, $B$ はボレル集合であり, また, 補題 68 により, $d_{1},$ $d_{2}\in$

$\mathrm{P}\mathrm{M}(\omega)$ について, $d_{1}\subseteq d_{2}$ と $\langle d_{1}, d_{2}\rangle\in B$ は同値てある. したがって, 定理 58 により,

次のことがわかる.

補題 6.14. $\mathrm{C}\mathrm{H}$ を満たす ZFC のモデルに $\aleph_{2}$ 個のコーエン実数を付加して得られる強制

モデルにおいて, $\mathrm{P}\mathrm{M}’(\omega)$ の中に $\subseteq$ に関する長さ $\omega_{2}$ の真の上昇列は存在しない.

$\mathrm{C}\mathrm{H}$ を満たす ZFC のモデルに $\aleph_{2}$ 個のコーエン実数を付加して得られる強制モデルに

おいては, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})=\mathfrak{h}\mathfrak{p}’=\aleph_{2}=\mathrm{c}$ が成り立つ.

命題 6.15. $\mathfrak{h}\mathrm{t}=\infty$ は ZFC 上無矛盾である.

7 問題

本稿の議論て, 仲’ と $\epsilon \mathrm{t}$ の位置つけはかなり明らかになったが, 卯については, 非可

算であるかとうかさえわかつていない. 仲に関して, 最も期待される結果は次の通りで
$\text{ある}$ .

問題 7.1. 卯’ $=$ 卯 ?

次の問題は, きわめて強い形で卯’ $=$ 卵を導く命題である.

問題 7.2. $d_{1},$ $d_{2}\in \mathrm{M}’(\omega),$ $d= \max\{d_{1}, d_{2}\}$ について, $u_{d}\omega\simeq u_{d_{1}}\omega\vee ud_{2}\omega$ であるか

(または, 同値な問題として, $U_{d}^{*}(\omega)=\mathrm{c}1\langle U_{d_{1}}^{*}(\omega)\cup U_{d_{2}}^{*}(\omega)\rangle$ てあるか?)

$d_{1},$ $d_{2}\in \mathrm{M}’(\omega),$ $d= \max\{d_{1}, d_{2}\}$ について, $u_{d}\omega\geq u_{d_{1}}\omega\vee u_{d_{2}}\omega$ であることは明らか

であるが, $u_{d}\omega\leq u_{d_{1}}\omega\vee u_{d_{2}}\omega$ は明らかではな $\mathrm{A}\backslash$ .
仲’ と $5\mathrm{t}$ の関係については, 次の問題も残っている.

問題 7.3. $\epsilon \mathfrak{p}’<\epsilon \mathrm{t}\leq \mathrm{c}$ は ZFC 上無矛盾てあるか
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最後に, $\mathfrak{h}\mathfrak{p},$
$\mathfrak{h}\mathfrak{p}’,$

$\mathfrak{h}\mathrm{t}$ についての問題を記す.

問題 7.4. 1. $\mathfrak{h}\mathfrak{p}=\mathfrak{h}\mathfrak{p}’$ ?

2. $\mathfrak{h}\mathfrak{p}’\leq \mathrm{u}$ ?

3. $\mathfrak{h}\mathfrak{p}’<\mathfrak{h}\mathrm{t}\leq \mathrm{c}$ は ZFC 上無矛盾であるか
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