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1. まえがき

一次元セルオートマトンを大きく分類するとは定数対1写像、全射、非全射の3つの

クラスに分類される。本論文では定数対1写像の不変群について論じる。

2. 諸定義

一次元セルオートマトンCAとは CA=< Z,Q,n,f >の四組で与えられる。ここで

Zは整数の集合で各オートマトンが配置されている位置の集合表わす。 Qは各オート

マトンの状態を表す記号列の有限集合、 nは正の整数でスコープ幅と呼ばれる。

局所関数j:Qn→QはQ={ai,…，am}のとき m状態スコープ幅nの局所関数という。
c:Z→Qなる写像Cを様相といい各オートマトンの状態の分布を表わす。この様相に
局所関数fで一斉に変換すると新しい様相c'は

c'(i) = f(c(i),c(i + 1), …，c(i + INl-1)) for all i E Z 

で与えられる。 C→c'なる対応をJ00(c)=c'と書く。 C(Q)芍蒋即凜合を表すと
シフト写象a:C(Q)→ C(Q)はび(c)(i)= c(i + 1)で定義される。 kEZに対して、写像
がfoo: C(Q)→ C(Q)を膨1写像という。
写像 rp:C→CがK対1写像であるとは任意のyECに対して (/J-l(y)-:f:. りならば
I炉(y)I= kが成り立つことである。写像rp:C→Cが定数対1写像であるとは適当な
正の整数Kが存在してK対1写像になることである。セルオートマトンの並列写像では

定数対1写像は全射である。

3. 局所関数の行列表示

m状態スコープ幅nの局所関数j:Qn→Q からド・ブルーチングラフを次のように
作る。グラフのノードの集合は Qn-1とする。ノード X1…,X曰からノード X2…,xn 

のエッジに j(X1…,xn)の値を付ける。グラフは有向グラフである。このグラフの状態

遷移行列をA(f)と書く。この行列のサイズはmn-1X mn-1。モノイドに加法 (or)を入

れ、加法，乗法に分配の法則を用いてQ*から記号列上の非可換環R(Q)が自然に定義さ

れる。 A(f)はR(Q)上の行列である。
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定理1 m状態<IQI= m)、スコープ幅nの局所関数f:り→Qに対してmn-1状態

(IQ'I= mn-I), スコープ幅 2の局所関数g:Q'xQ'→Q が存在してA(g)三A(ff-1
が成立する。ここでA(g)= A(ff-1とはIf/:Qn-1→ Q'なるコーディング（全単射写像）
に対してA(g)= lf/(A(ff-1)かつ goo=呵札戸が成り立つとことである。

例 1. m状態スコープ幅2の局所関数f(x,y)の行列表現A(f)は

A(f)~[ : 

f(ai,a1) ... f(ai,am) : J~ こa1μ(a,)
f(am,al) ... f(am,am) 

;~I 

ここでμ(a)はqの隣接行列である。

4. 局所関数の不変式と不変群

{1,2, …，m}上の置換の集合をSmとする。 aESmに対してm状態スコープ幅2の局所

関数f(x,y)を作用させる方法はいろいろある。例えばび*f(a,,a) = f(aa;,aaf)と定義

すると a*f(a,,a) = f(a,,a)のときa*f =fと書き置換ぴに関して不変という。

適当な置換に対して不変のときfは不変式を持つという。
fは置換ぴに関して不変ならばaによって生成される巡回群の各元に対しても不変で
このときfはこの群に対して不変であるといいこの群をfの不変群または単に不変群
といいG(f)で表す。明らかに 2つの不変群によって生成される群も不変群である。

局所関数f(x,y)が不変式を持つとその行列表現A(f)も何らかの不変量を持つはず

である。

例2. Q={tli叫上のスコープ幅2の局所関数fの行列表現が以下で与えられていると

する。 A(f)= (:: :J = a1μ(a1) + a2I ここでIは単位行列でμ(a1)= (~ ~J 
{ 1, 2}上の置換 a(l)= 2, a(2) = 1をa*f(a;,a)= f(aa,aq)のように作用させると

A(f)11 = A(fb = a2, A(f)12 = A(f)21 = a1であるからa*f=fが成立する。

従ってfは群G(f)= {a,a2}の作用に対して不変である。一方A(f)の不変量は 2X2

の置換行列Pに対して集合G(A1)={PI PA(f)P―I = A(f)} ={PI PA(f)P = A(f)} 

= {μ(a1),μ(ai)}は隣接行列の群と一致する。またG(A1)はG(f)= {a, が｝とも同型で

ある。並列写像Lは2対 l写像である。

例3. Q = { ai, a2, a3}上のスコープ幅2の局所関数fの行列表現が次のように与えられて

a3 a1 a2 いるとする。 A~~[生屯 a,]~a,µ(a,)+a,µ(a,)+a,l
a1 a2 a3 
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0 1 0 0 0 1 

ここで µ(a,)~lO O I }µ(a,)~l 1 0 0} { 1 , 2, 3 }上の置換び(I)=2, び(2)=3, 
1 0 0 0 1 0 

び(3)= 1をfに a*f(a,,a1) = f(am,a0)のように作用させるとび*f=fが成立。

従ってf(a,,a)は群G(f)= {a, が，が｝の作用に対して不変である。一方A(f)を不変

にする置換行列Pの集合G(A1)={PI PA(f)P―1 = A(f)} = {μ(a1),μ(ai),μ(a3)} 

は隣接行列の群であり、 G(f)= {び，が，が｝と同型である。並列写像Lは3対 l写像で
ある。また、 A(f)が以下で与えられていると

AU)=[:: :: ::J=a,Aa,)+a,Aa,)+a,I 

{1,2,3}上の置換び(1)= 2, び(2)= 3, び(3)= 1をfにぃ*f(a,, a)= f(aazaが)の

ように作用させるとび*f=fなのでfは群G(f)= {び，が，び3}の作用に対して

不変である。

一方、 A(f)を不変にする置換行列集合G(A1)はG(A1)={PI PA(f)P = A(f)} 

~wえ ~l[I ; え］［え：m 
であり、 G(A1)は隣接行列の群の真部分群である。 G(A1)とG(f)= {CY, が，が｝は同型

である。並列写像looは3対 1写像である。

5. セルオートマトンの直和と不変群

2つの 1次元セルオートマトンC,1=<Z,Qi,71i,f, >とC4=<Z,Q2,n2,fz >の直和は以下の

ように与えられる。 c4④C,1==<Z,Q xQ2,(凡~),J; ④ fz > 

その状態遷移行列はA(J;④ /2) = A(fi)cA(/2)で与えられる。ここで右辺はテンソル

積である[2]。

性質1・U1)"'をkl対 1写像， U2)"'をkz対 1写像とするとu;④ fz)ooはk1kz対1写像
である

性質2. G(fi① f2) = G(fi) X G(/2) 

例4. Q={Gi, 屯心叫上のスコープ幅2の局所関数fの行列表現が以下のように与えら
れているとする。
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{1,2,3,4}上の 2つの置換ぴと Tをf(a;,a)に次のように作用させる。

a* f(a,,a) = f(am,a0), T * f(a,,a) = f(a,,,,a』

ただし、 u(l)= 2,a-(2) =l,a-(3) = 4,a-(4) = 3, 1:(1) = 3,1:(2) = 4,1:(3) = l,1:(4) = 2 

a*f=fかつT*f =fが成立するので (ra)*f=f,(ar)*f=f。

従ってfは群G(f)= {a,r, びT,が｝の作用に対して不変である。一方A(f)を不変に

する置換行列の集合G(A1)={PI PA (f)P―I = A(f)} 

= {μ(a1),μ(a2),μ(aJ,μ(a4)} 

は群をなし、隣接行列の群と同じで不変群G(f)= {a,r,ar, が｝と同型である。 G(f)は

クラインの4元群であるから位数の巡回群の直積である。

従って並列写像Lは2つの2対 1写像の直和なので4対1写像になる。

例5. Q={~, 屯，Cl_i,a4}上のスコープ幅2の局所関数fの行列表現が以下のように与えら
れているとする。
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同様にA(f)を不変にする右不変群Gr(AJ)= {QIヨP,PA(f)Q= A(f)} 

l /・li iき芸］［写；；ill芝き全ill
はそれぞれ群となり、この例では左不変群G1(A1)と右不変群Gr(A1)は一致しG(f)と

同型である。また、この不変群は隣接行列の集合{μ(a,)11~i~m} によって生成される

群の真部分群である。並列写像J,,,は4対 1写像である。
注意 1. 左不変群と右不変群が一致しない場合（但し，同型にはなっている）もある。

不変群を表でまとめると表 lのようになる。

状態数 不変群のタイプ

m=2 G(A1) ={PI PA(f)P―i = A(/)} 

m=3 G(A1) ={PI PA(f)P = A(f)} 

m=4 G(A1) ={PI PA(f)P-1 = A(f)} 

G(A1) ={PI PA(f)P = A(f)} 

G,(A1)={P「Q,PA(f)Q= A(f)} 
G,(A1) = {Ql3 P,PA(f)Q = A(f)} 

表 1. 置換行列による A(f)の不変群

6. 定数対1並列写像と同値関係

文献[1] において Hedlundは並列写像が定数対1写像になるための必要十分条件を

与えている。異なるc,c'EC(Q)と正の整数Kに対して cとc'がtotallyk-separated 

であるとは'liEZに対して C;C;+J…C;+k-1* c'; c¥+1…c';+k-1が成立する事である。

定理2[ 1]. スコープ幅nの局所関数fによる並列写像f""が定数対1写像になるため
の必要十分条件は'ICEC(Q)に対してJoo-l(c) に属する任意の 2つの様相は totally
(n-1)-separatedである。

定数対 1写像は全射であるので定理2より Qn-1に次のような同値関係を導入する。

f"'を定数対 1写像とする。叩生…an-1= b1b2…bn-1のときa1a2…an-1~b1か…bn-1とする。

a, a2• • ・an-I "# b, か・••加のとき

呼 2…an-i~b丸…bn-1⇔ Q上の任意のワードYi…凡に対して異なるワード

al…ae+n-1 とbl…he+n-1に対して Yj= f(a1…a1+n-1) = f(bj…h1+n-1) (l:=;J幻〇

明らかにこの関係は同値関係である。従って集合Qn-1を同値類に分類できる。

故に、 K対1写像ならば kX I Qn-l / ~ I = m曰が成り立つ。

このことから次の定理が成り立つ。
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定理3. Q = {a"…,a叶上のスコープ幅スコープ幅nの局所関数f:Qn→Qによる
並列写像が定数対1写像ならば定数はmの約数である。
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