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BCK-代数における (I)x,y-条件の性質をめぐって

箕面自由学園高等学校 熊澤昌明

Masaaki Kumazawa 

Minoh Jiyuu Gakuen High School 

1 準備と問題

1966年に井関清志先生は，論文 [1]において， BCK-代数を定義した．
まず， BCK-代数の定義とその基本的な性質を確認することから始める．

定義 1.1 定数0と演算＊を持つ代数X=< X;*,O >がBCK-代数であるとは，
Xの任意の元x,y,zに対して，次の (I)~(V)の条件を満たすものとする．

(I) {(x * y) * (x * z)} * (z * y) = 0, 
(II) {x*(X*Y)}*y=O, 
(III) x * x = 0, 
(IV) 0 * x = 0, 
(V) x * y = 0かつ Y*X= 0ならば X=y. 

このとき，次のように BCK-代数の中に順序関係を入れる．

X * y = 0であるとき，そのときに限り x;;;;yとする

次に BCK-代数における基本的な性質をあげる．
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命 BCK-代数Xの中の任意の元x,y,zに対して，以下のことが成り立つ．

X =< X;~> はこに関して半順序集合となる，
x~y ならば X*Z~Y*Z かつ z* y~z * x, 
(x * y) * z = (x * z) * y, 
(x * y) * (z * y)~x * z, 
X *Y~z ならば X* z~Y, 
X * y~X, 
X * 0 = X. 

また， 1975年に田中昭太郎先生は，論文 [4]において， BCK-代数に次の条件
(VI)を加えた代数と同値な代数を研究した

(VI) X I¥ y = y I¥ X ただし X I¥ y = y * (y * X) 

BCK-代数Xの任意の2元x,yに対して，等式x/¥y=y/¥xが成り立つとき，
Xは可換BCK-代数と呼ばれる．

この可換BCK-代数に対して，次のことが成り立つ．

定理 1.3 (Tanaka [4], Iseki, Tanaka [2]) 可換BCK-代数X=< X;*,0 >は
演算 Aに対して下半束となる．
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この定理 1.3は，更に丁寧にいえば可換BCK-代数Xの任意の 2元x,yに対
して下限が存在し，その下限はxAyで与えられることを示している．

ここでは，この定理に示唆を受けた，次の問題を考える．

問題 可換性を持つとは限らないBCK-代数において，どのような条件を滴たせ
は与えられた 2元x,yが下限を持つのか，更にまたどのような条件を満たせばそ
の下限がxAyと一致するのか？

2 BCK-代数における (I)x,y-条件とその基本的な性質

ここで， BCK-代数に新しい lつの条件を定義する。

(I)x,y-条件 BCK-代数Xの2元x,yに対して， Xの元zが存在し，以下の (i)
~(iii)の条件を満たすとき， zは(I)ぉ，y-条件を満たすという．

(i) z~x, z~y, 
(ii) X*Z~X*Y, 
(iii) Y*Z~Y*X. 

以下， XはBCK-代数とし， x,y,zはXの元とする．

まず， (I)x,y-条件は次の 2つの性質を持つ．

命題 2.1 2元x,yに対して， zがxとyの下限であるならば， zは(I)x,y-条件
を満たす．

命題 2.2 可換元x八y=yl¥xは(I)x,y-条件を満たす．

これらの結果により (I)x,y-条件を満たすことが下限の存在と可換元の存在を
拡張した 1つの条件となっていることがわかる．

次に (I)x,y-条件を満たすことを示すためによく使う条件ii)の別の表し方を与
える．

命題 2.3 不等式 z;£x, z ;£y. を満たすとき，以下の3つの条件 (1)~(3)は同
値である．

(1) X*Z;£X*Y, 
(2) x * z = x * Y, 
(3) y I¥ X ;£z. 

ここで， (I)x,y-条件を満たす元の集合を I(x,y)で表し，この集合の性質につい
て述べる．

命題 2.4 I(x,y)=/=¢ ならばこの集合の中に x,yの下限が存在する．

次に (I)x,y-条件に関する最も重要な性質を述べる．この結果は第3節で重要な
働きをする。
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命題 2.5 もし zが(I)x,y-条件を満たす唯一つの元であるならば， zはx,yの
下限となっている．

証明 元zが(I)x,y-条件を満たす唯一つの元であると仮定する．
xとyの下限uが存在し，もし uヂzとすると，命題 2.1と命題 2.3より

y A X ;;:; u, X A y ;;:; u. (2.1) 

である．一方， zが(I)x,y-条件を満たす唯一つの元であり，更に uヂzであるので，
uは(I)x,y-条件を満たさないよって， (I)x,y-条件の条件(ii)は満たさないので，次
がいえる．

y/¥x>u or yl¥xiu or y /¥x芦u, (2.2) 

更に uは(I)x,y-条件の条件 (iii)も満たさないので，次もいえる，

xAy>u or x/¥yifu or XI¥ Y if U. (2.3) 

ここで， (2.1)と(2.2),(2.3)は矛盾している．従って， u=J zと仮定したことが誤
りであった．故に U=Zなので， zはxとyの下限である．

次に順序関係を持つ 2元に関する性質を述べる．

命題 2.6 もし z;£x, ならば z=xl¥zである．

命題 2.7 x,yに対して x八y=yl¥xが成り立つとき，もし uがI(x,y)の元で
ありかつ u=J X (¥ Y, ならば xl¥y<uである．

ここで，集合 X に対して，集合 X の濃度を IXIとすると，命題 2.7より

系 2.8 x,yに対して， x/¥y=y/¥xかつ II(x,y)I2; 2, ならば XI¥ yは集合
I(x,y)の中の下限である．

補題 2.9 X ;£yであるとき， zが(I)x,y-条件を満たす，ならば次の不等式が成り
立つ；

X I¥ y ;;:; Z = X = y I¥ X. 

補題 2.9よりただちに次の命題が得られる．

命題 2.10 X;::; yのとき， I(x,y)= {x}が成り立つ

さらに補題 2.9の仮定に不等式z;::;x/¥yを追加すれば，次の命題が得られる．

命題 2.11 不等式x;::;yが成り立つとき， zが(I)x,y-条件を満たし，かつ不等式
z;::;x/¥yが成立するならば次が成り立つ．

Z = XI¥ y = y I¥ X. 

次も第 3節で使う重要な性質である．

命題 2.12 不等式 z~x,z~y が成り立つとき，等式 z/\x=x/\z は不等式
z~y 八 x と同値である．
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証明 まずZ;£Xと命題 2.6より z=xl¥zが得られる．
ここで zl¥x=xl¥zならば

Z I¥ X = XI¥ Z = Z. (2.4) 

であるまた z;£yと命題 1.2の(2)より X*Y;£X*Zであり，この不等式に再び

命題 1.2の(2)を使えばx* (x * z) ;£x * (x * y)をとなるよって

z/\x~y/\x 

である．従って (2.4)と(2.5)より z;£y八xを得る．

逆に， Z;£Xと命題 2.6より

Z =XI¥ Z. 

ここで命題 1.2の(3)より

(z八x)*z={x*(X*Z)}*z

=(X*Z)*(X*Z) 

=0 

従って，この等式と (2.6)より

Z I¥ X~Z = XI¥ z. 

である .z~y となる任意の y に対して，仮定 z~y/\x より次を得る．

z * (y I¥ x) = 0. 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

ここでもし y=zとするならばz* (z八x)= 0なので，この等式と (2.6)から次
が導かれる．

x Az = z~z Ax. (2.8) 

故に (2.7)と(2.8)から x/¥z=z/¥xを得る．よって命題 2.12は示された．

命題 2,3と命題 2.12から次の定理を得る．この定理は BCKー代数の 2元が可
換であるための一つの特徴づけを与える．

定理 2.13 2元xとyが可換であるとき，そのときに限り (I)x,y-条件を満た
すzが存在し， xl¥z=zl¥xかつ yl¥z=zl¥yを満たしている．

2元の可換性を (I)x,y-条件のみで特徴づけたいが，今は定理 2.13が最良の結
果である．
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3 (I)ー条件を持つBCK代数と下半束

命題 1.2の(1)からわかるように， BCK-代数は順序関係こに関して半順序集
合である．従って， BCK-代数において順序関係こを BCK-順序と呼んでいるそ
こで次のような定義が与えられる

定義 3.1 BCK-代数XがBCK順序こに関して下半束であるとき， XをBCK-
下半束という．

ここでは更に (I)x,y-条件を用いることによって， BCK-下半束のクラスをより
詳しく分類する．以下BCK-代数を X とし， x,y,zをXの元とする．

定義 3.2 Xの元zが(I)x,y-条件を満たす唯一つの元であるとき， zは単一 (I)屯 Y―
条件を欄たすという．

定義 3.3 Xの元 zが以下の 2つの条件を i),ii)満たすものとする．

i) zが2元x,yに対して単一 (I)x,y-条件を満たす．

ii) Z = XI¥ y = y I¥ X 

このとき， zは標準 (I)x,y-条件を満たすという

更に，定義 3.2と定義 3.3より， BCK-代数の中の特別なクラスを，次のように
定義する．

まずXはBCK-代数とする．

定義 3.4 Xの任意の 2元x,yに対して，標準 (I)x,y-条件を満たす元zが存在す
るとき， BCK-代数Xを標準 (I)ー条件を持つ BCK-代数という．

定義 3.5 Xの任意の 2元x,yに対して，単一 (I)x,y-条件満たす元zが存在する
とき， BCK-代数 X を (I)—条件を持つ BCK-代数というこのとき x,y に対して元
zは唯 lつ定まるので zをxxyと表すことにする．すなわち z=xxy=yxx
と表すこととする．

まず，標準 (I)—条件を持つ BCK-代数を特徴づけを与える．

定理 3.6 BCK-代数が可換となる条件は， BCK-代数が標準 (I)ー条件を持つ条件
と同値である．

証明 X を可換BCK-代数とする．

Xの任意の 2元x,yに対して，積zは明らかに次の条件ii)を浩たす．

Z = XI¥ y = y I¥ X. (3.1) 

更に，もし Xの元uが(I)x,y-条件を満たすと仮定すると，命題 2.3より次の不等
式を得る．

y I¥ X ;;::; u, X I¥ y ;;::; U. (3.2) 

ここで， X は可換BCK-代数であるので， XI¥U = U I¥ X, y八U=U八y であり，
命題 2.12より次の不等式を得る．

U~y I¥ X, U~XI\ y. (3.3) 
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よって， (3.2),(3.3)より次が得られる．

U = y I¥ X = XI¥ y. (3.4) 

従って， (3.1),(3.4)より U=Zを得る．すなわち (I)x,y-条件を満たす元はz唯一
つであることがわかるので条件i)を得る．逆は明らかなので，よって定理 3.6は
証明された．

定理 3.7 BCK-代数が演算 Aに関して下半束となる条件は， BCK-代数が標準
(I)条件を持つことと同値である．

証明 X =< X;/¥,0 >を演算 Aに関する下半束とする．
条件 ii) XI¥ y = y I¥ X は演算 Aに関して X が下半束なので明らかである．次
にXの任意の 2元x,yに対して，命題 2.1より下限x八yは(I)x,y-条件を満たす．
今，もし (I)x,y条件を満たす任意の元uが存在したとすると，命題 2.3の(3)より
次がわかる．

xAy;;::; u. 

X は演算八に関して下半束であり，更に u~x を満たすので次を得る．

U = U I¥ X = X I¥ U. 

ここで，この (3.6)と命題 2.12とXが下半束であることより次が得られる．

U ;:;; y I¥ X = XI¥ y. 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

従って， (3.5)と(3.7)より u=xl¥yとなり (I)x,y-条件を満たす元は唯一つuの
みであり条件 i)は示された．
逆に， Xが標準 (I)ー条件を持つ BCK-代数とする．
Xの任意の 2元x,yに対して， Xの元zが存在し，その元は定義 3.2の条件 i),ii) 
を満たす．このとき，命題 2.5より z=xl¥y=yl¥xはxとyのド限であること
がわかる．よって定理 3.7は証明された．

この定理 3.6と定理 3.7より田中の定理（定理 1.3)とその逆が成立すること
がわかる．

次に， (I)ー条件を持つ BCK-代数の特徴づけを与える．

定理 3.8 BCK-代数が演算 xに閲して下半束となる条件は， BCK-代数が
(I)ー条件を持つことと同値である．

証明 X=<X;x,0>が演算 xに閲して下半束とする．
Xの任意の 2元x,yに対して， xとyの下限が存在する．その元はxxyと表せ，
仮定より xxyは(I)x,y-条件を満たす唯 1つの元である．
逆に， Xを(I)ー条件を持つすBCK-代数とする．
Xの任意の 2元x,yに対して， Xの元 zが存在し，その元zは(I)x,y-条件を満た
す唯 1つの元である命題 2.5より，この元 zはxとyの下限であることがわか
り， z=xxyと定めればXは演算 X に関して下半束となる．これで，定理3.8は
証明された．
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最後にいくつか注意を述べる．

(I)-条件を持つ BCK-代数と可換BCK-代数はどちらも下半束であるが， (I)-条
件を持つ BCK-代数の方は可換BCKー代数より真に大きいクラスである．具体的
には，同じハッセ図式を持つ 4元からなる BCK-代数でもそのような例は存在す
るなお， (I)ー条件を持つ BCK-代数がBCK-代数全体の中で下半束となる最大の
クラスであるかどうかはわかっていない．

更に，この報告だけではBCK-代数の任意の 2元x,yに対して (I)x,y-条件を満
たす元が必ず存在するように思われるかもしれないが，それは正しくない．そう

でない例が知られている（例えば，論文 [5]).
なお、 BCK-代数に関する基本的な知識を得るには論文 [2]を参照してくださ
い．命題 1.2の証明もあります．

この報告の第 2節，第3節に閑する証明に興味がある方は論文 [3]を参照して

ください．
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