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概要

本稿では，レベル 2の多重ゼータ値の一つである多重T値と呼ばれるも

のに関して，これらの満たす種々の関係式を紹介し，多重T値の張る空間に
関する考察を行う．実際，多重 T値は，多重ゼータ値の満たす既知の性質
（双対性，和公式など）と類似の性質を満たすことを紹介する．さらに既に

Hoffmanにより研究されている，レベル 2の多重ゼータ値の一つである多重
t値との関係を調べ，いくつかの予想を提出する．

1 序

古典的な多重ゼータ値

((k1, ... , kr) = 
1 

I: k1 k 

0<加く…＜匹
m1叫．、"r

(1.1) 

は，和公式，双対公式，それらを含むような大野関係式をはじめ，非常の多くの関

係式を満たすことが知られており，それらの張る Q上のベクトル空間は豊かな構

造を有している．実際，調和積，シャッフル積と呼ばれる 2種類の積が定義される

ことから，この空間は代数構造を有することがわかり，このことから（正規化）複

シャッフル関係式という広いクラスの関係式族が与えられる．この考察から，とく

に多重ゼータ値の重み（インデックスの総和）ごとに，それらの値で張られる部分

空間の次元に関して，本研究分野で最も重要とされる明示的な予想が， Zagierに

よって提起されている (§2を参照）．

この観点から， (I.I)の一般化として，オイラー和（あるいは交代的多璽ゼータ

値）が

L 
O<m1<…<mr 

（士 1)四（士1)四．．• （土1)叫

k1 k2 ml叫．．． k m r 
r 

(1.2) 

によって定義されて，それらの張る空間の構造も考察されているこの空間にお

いても上述の 2つの積が定義され，複シャッフル関係式が成り立ち，重みごとに定

義される部分空間の次元予想が得られている (§2を参照）．
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これに関連して Hoffman[6]は， (1.1)の部分級数である

t(k1,---,kr) = L 
1 

柘 k2 k 
O<m1<…く叫

m1叫 ・・・mR 

(1.3) 

'fm;, odd 

によって多重t値を定義したこの級数 (1.3)はオイラー和の有限和であらわされ

るため，これらの張る空間は，オイラー和の張る空間に含まれているとくに二重

t値については，田坂と第一著者の研究 [9]によって，レベル2の保型形式との関

係が考察されて，既知の結果 [5]の拡張が得られているこのことより， (1.3)の

ようなオイラー和の有限和としてあらわされる多重級数はレベル 2の多重ゼータ

値と呼ばれている．

本稿ではレベル 2の多重ゼータ値の一つとみられる

L 応1<··•<rnr m↑ 疇・ ·-m~
rn; 三 imod 2 

に焦点をあてる．この値は佐々木 [16]によって， Arakawa-Kaneko L-関数の構成

に関連して，既に本質的な定義がなされているが，ここではさらに正規化因子 2r

をかける形で，

T(k1, k2, ... , kr) := 2r L 1 

m k1 k2 
応 1<・ ・・＜叫 1 叫 • • • mが

(1.4) 

mi三 imod 2 

によって多重 T値 (MultipleT-value, 略して MTV)を定義し，その諸性質を考

察するこれは Hoffmanの多重t値のカウンターパートとみることができると

くに多重T値は多重ゼータ値と同様の反復積分表示を持つことから，双対公式を

もつなど，多くの関係式を満たすことにより，これらの張る空間の次元はより低い

ものであることが予想される．

本稿では，まず多重T値の反復稜分表示を利用して，多重ゼータ値と全く同じ形

の双対関係式を証明するさらに荒川と第一著者 [2]によって定義された Arakawa-

Kanekoゼータ関数くの類似として，多重T値に関連するゼータ関数心を定義し

([11]参照），その解析的考察から，いわゆる重み付き和公式のレベル 2版やその

三璽化類似を紹介するさらには多重ゼータ値について良く知られている parity

resultのレベル 2類似とみられる性質などについても紹介する最後に多重T値

によって張られる空間に関する予想を与え， Hoffmanの多重t値を用いた，多重

ゼータ値の張る空間の基底に関する予想も与える．

本報告の詳細については， [11,12]を参照してほしい今回の数理研研究集会

の講演では，まず心の性質を調べることで， [2]でなされた考察とほぼ平行な議論

を行い，多重T値の満たす関係式について報告したこれらについては， [11,§5] 
で詳細を述べているまたポリベルヌーイ数のレベル 2類似として，ポリコセカ

ント数の性質についても報告したが，本稿では割愛している．その詳細に関して

は現在準備中の論文 [8]を参照してほしい．また §5において紹介するいくつかの

予想は，講演時にはあまりまだ明確な形で捉えられていなかったものであるが，そ

の後の第一著者の数値実験による考察に基づいて提案されたもので，多重T値の

張る空間の次元予想とも関係して重要なものと考えられる
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2 多重T値の性質とそれらの張る空間

多重ゼータ値く(k1,... , kr)について， rをその深さ，柘＋・・・十 krをその重み

と呼ぶ多重ゼータ値全体の張る Q上のベクトル空間を Z とかき，重みがKであ

るものの張る部分空間をゑとかく．形式的に Z。=Q,名={O}として，広の

次元を dkとかく．このとき次の予想が与えられている．

予想 2.1(Zagier [20]). 数列 {dけは漸化式

心=dk-2 + dk-3 (ただし d。=1, d1 = 0, あ=1) 

を満たす．

:J~1~1~1:1:1:1:1 こ I : I~I 1~I 1~I~~I~~I~: Iば
この類似として，多重T値の作る Q上のベクトル空間を以下のように定義する：

00 

戸＝ど冗，
k=O 

ただし

冗 =Q, Ti山={O}, 冗＝ ▽
 

(Q・T(k1, ... , kr) (k 2: 2). 
1:":r:Sk-1 

虹，…，kr-121,kr2:2 
朽＋…十kr=k

このとき T山には次のような考察からシャッフル積が定義されるため， (Q-代数

となることがわかる実際多重T値は次のような，多重ゼータ値とよく似た反

復積分表示を持つ．与えられた K個の組ら E{0,1} (1 :Si :S k)でとくに釘=1, 

咋 =0となるものに対し

I(釘，．．．，叫=j .. ・J f2s1(t1) 00・ 瓜 (tり，

O<t1 <··•<tk<l 

ただし
dt 2dt 

Q。(t)= -, D1(t) = 
t 1-t2 

とおく．ここでインデックス k= (k1, 虹..., kr) E門は kr2": 2であるとき

admissibleと呼ぶ

定理 2.2. 任意の admissibleなインデックス (kぃ朽，..., kr)に対し，

T(k1,k2, ... ,kr) =l(l,0, ... ,0,1,0, ... ,0,・・・,1,0, ... ,0) (2.1) 

‘‘‘  k1 -1 k2-l kr-l 

が成り立つ．
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この積分表示によって，多重ゼータ値と全く同様に多重T値にもシャッフル積

が定義されて，次のような類似のシャッフル関係式が成り立つことがわかる：

T(2)2 = 4T(l, 3) + 2T(2, 2) と ((2)2= 4〈(1,3) + 2((2, 2). 

またこの積分表示によって，多重ゼータ値と同じ形の双対公式が成り立つこ

とがわかる詳細については次節で述べる．そこで冗山の次元を drとかくとき，

この数列｛翡｝はどのようにふるまうのだろうか？実際， Pari-GPによる数値計

算によれば次のような予想次元のテーブルが与えられる：

d{l1l~1~1:1:1:1:1 こ I : I 1~I :: I~~I~~I~: I~: I 1:~ 
興味深いのは，偶数の Kに対してのみ， Fibonacci数列とよく似た

df = dい+dL2

という閑係がみてとれるしかしながら，一般の d[を決めるような漸化式などは

今のところ得られていない1.

ここでオイラー和 (1.2)によって張られる空間を考えると，重みがKとなるもの

によって張られる部分空間の次元は，フィボナッチ数呂となることが予想され

ているさらに Hoffman[6] によって， (1.3) で定義される，重みが K の多重 t—値の
張る空間の次元仇は Fk-l と予想されている (k:2: 2). 

五 1m1~1m1:u1~~1 五 I::I伍I1: I~ 豆I!;; I :~i I: 蕊

これらの空間の関係については， §5でもう少し考察を深める．

3 多重T値の満たす関係式

本節では，多重T値の満たす関係式について述べる．そのいくつかは多重ゼー

夕値の満たす関係式の類似と見られるが，多重ゼータ値には対応する関係式がな

いと思われるものも見受けられる．

1別の講演の折，ある種のパターンを指摘して下さった方々がおられたが，これだけのデータで

はそのパターンが先まで続きそうか，判断がつきかねた．
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3.1 双対公式

admissibleインデックス Kに対し，その双対インデックスを ktとかく．定義

の詳細は例えば [21]を参照．

定理 3.1. admissibleインデックス Kに対し，

T(kり=T(k) (3.1) 

が成り立つ．

Proof. 対合による変数変換 t→(1 -t)/(1 + t)によって 2つの微分形式 no(t)'
, 1 (t)は入れ替わり，また区間 (0,1)はそれ自身に移る．多重T値の反復積分表示

(2.1)における変数変換

1 -tk-i+l 
Si= (1 < i < k 

1 + tk-i+l - -
） 

によって，次の関係式が得られる：

I(釘，．．．，叫=I(l -森， ...'1-釘）．

これは多重T値の双対公式を意昧していることがわかる．

例えば， Eulerによる ((1,2) = ((3)に対応して， T(l,2) = T(3)が成り立つ．

ロ

3.2 和公式

多重ゼータ値に関しては，様々なタイプの和公式と呼ばれる公式が知られてい

る ([21,Chapter 5]を参照）．他方，多重T値に関しては，古典的な和公式に対応

するものは存在しないことが数値実験によって確かめられる実際重みが 4の

場合で既に
3 

T(l, 3) + T(2, 2) = -T(4) -T(l, 3) 
2 

となるが，数値的に T(4)とT(l,3)はQ上一次独立とみられることから (§6参

照）この右辺は T(4)の定数倍で書けないことがわかる．

他方，深さが2,3の場合については，次のような和公式の類似が成り立つ．

定理 3.2([12] Theorem 3.2). k E Z~3 に対し，

k-l 
L 2j-l T(k -j,j) = (k -l)T(k) 
j=2 

(3.2) 

が成り立つ．
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これは大野と Zudilin[15]によって与えられた，二重ゼータ値の重み付き和公式

と呼ばれる関係式

k-l 

I:2j-l 
k+l 

く(k-j,j―) = ((k) (k 2: 3) 
2 

j=2 

のレベル 2類似と見られる．注として (3.2)は最近 Bachmann[3]によって得ら

れた一般二重ゼータ値の満たす関係式からも導くことができる

定理 3.3([10] Theorem 3.3). k E Z~4 に対し，

k-2 

L T(a,b,c)+どT(l,k -I -j, j) =~T(2)T(k -2) (3.3) 
a+b+c=k j=2 
a,b2'.l,c2'.2 

が成り立つ．

注意 3.4.この関係式 (3.3)は，その類似となるべき多重ゼータ値の関係式が存在

しないと思われる実際多重ゼータ値の場合 (3.3)の左辺の第 1項にあたる部分

は，和公式からく(k)と一致するため，左辺の第 2項にあたる部分がリーマンゼー

夕値だけであらわせるかどうかが問題となるが，例えば重み k=8の場合，既知

の結果から
6 

5 
L((l, 7 
j=2 4 

-j, j) = -((8) -((3)〈(5)+〈(2,6)

となることから，この値がリーマンゼータ値だけではあらわせないと思われる

さらに深さが3の場合，数値実験により，町出による三重ゼータ値の重み付き和

公式 [13,Corollary 4.1]の類似として，次の公式が成り立つことが予想できる

予想 3.5.k E Z;;;,4に対し，

と沙(3c-1

a+b+c=k 
a,b::,1,cき2

2 
-l)T(a, b, c) = -(k -l)(k -2)T(k). (3.4) 

3 

深さが4以上の場合も (3.2)や (3.4)のような，何かしらの重み付き和公式を導

出できるかは興味深い問題である．

3.3 Parity result 

多重ゼータ値では parityresultと呼ばれる性質が知られているが ([7,17]参

照），多重T値に関しても同様の性質が成り立つ．

定理 3.6([12] Theorem 3.4). admissibleインデックス k= (k1, ... , kr)につい

て，その深さ rと重さ k1+・ ・ ・+ krの parityが異なるとき， T(k)は，それより

も低い深さの T値たちの積の Q係数の線形結合としてあらわされる．
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この結果は本質的に，第二著者 [18]によって証明されているが，その証明は導

手が4の多重 L値を経由しているために，明示された形では書かれていない．こ

の部分に関しては，その証明を明示するような論文 [19]を準備中である．

例 3.7.深さが2の場合，次のような明示式が得られる.p 2: 1, q 2: 2でp+qが

奇数となるとき，

(-l)q T(p, q) = (p +~- 1)T(p + q) 

q-2 

-~(p+~ ―1) 2q-: _ 1 T(p +μ)T(q -μ) 

μ三qmod 2 

一旦 (q+;: ―1)T(p-μ)T(q +μ) 

μ二pmod 2 

(3.5) 

が成り立つ．さらに深さが3の場合について， §5で考察する．

3.4 高さが1の多重T値

高さが 1の多重ゼータ値の生成閲数として，ガンマ関数を用いた次のような結

果が知られている：

00 

1ーと ((1,... , 1, m + l)Xmyn = 
f(l -X)r(l -Y) 

ヽm,n=l n-l 

(3.6) 

([1, 4, 14]などを参照）．

このレベル 2類似として，高さが 1の多重T値の生成関数が次のようにして与

えられる

定理 3.8([12] Theorem 3.5). IXI < 1, -1 < Y < 0であるとき

00 

1一ど T(l,... , 1, m + l)Xmyn 
ヽm,n=l n-1 

2 I'(l -X)I'(l -Y) 
＝ 

I'(l -X -Y) 
F(l -X, 1-Y; 1-X -Y; -1) 

が成り立つ．ここで F(a,b; c; z)は Gaussの超幾何関数である．

注意 3.9.上記 (3.6)の右辺は

exp (言〈(n)炉＋杓ー~(X+ Y)") 
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とあらわせるため，高さが 1の多重ゼータ値は，リーマンゼータ値の Q係数多項

式としてあらわせることがわかる他方， F(l-X, 1-Y; 1-X -Y; -1)の性質

がよくわからないため，高さが 1の多重T値がどのような値で記述できるかはよ

くわかっていない実際重みが4のときに， T(4)とT(l,3)がQ上一次独立とみ

られることから (§6参照），高さが1の多重ゼータ値と同様の性質が成り立つこと

は期待できない

4 多重T値と関連するゼータ関数

荒川と第一著者 [2]によって，多重ゼータ値と多重ポリベルヌーイ数を結びつ

けるゼータ関数

訊 .,kr;s)= rV) 100 ts-1Lik1,--·~:r(l,-e—t) dt (応>0) 

が定義されたここで Kぃ..., kr E Z;:,:1であり，

z mr 

Lik1, …，kr(z) =ど
O<m、1<…<mr

m↑ ・・・mんr 

は多重ポリログ関数であるこのレベル 2版として，次のようなゼータ関数が定

義される ([11,Definition 7]). 

1 CX) 

叫 1,・・・,kr;s)= J ts-l 
A(k1, ... , kr; tanh(t/2)) 

r(s) 。 sinh(t) dt. 
(4.1) 

ただし A(k1,... , kr; z)は

A(kぃ..., kr; z) = 2r L z叫

O<m1<…<mr 碕・・・m柘r 
mi三 imod 2 

で定義される多重ポリログ関数の部分級数であるとくに r= I, k = Iのときは

00 z2n+l 

A(l; z) = 2tanh―iz=2L 
2n+ 1 

= 2Lii(z) -Lii(召）
n=O 

となるので A(l;tanh(t/2)) = tとなる．心(k1,... , kr; s)の性質の詳細については

[11, Section 5]を参照とくに，前述の二重T値の童み付き和公式（定理 3.2)の

証明で必要となる結果を以下で述べておく.[11, Theorems 5.3, 5.5]から，

k-1 

心(1,...' 
ヽ

1,2;s) =ーとj=2 (s; ~ ~2) T(k-j,j -1 + s) 
k-3 

-T(k -1, s) + T(k -l)T(s), (4.2) 
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ゆ(1,... , 1, 2; 1) = T(l, k -l) 

kヽ-3 

(4.3) 

が得られる．このとき心(1,... ,l,2;s)は全平面で正則であるので，とくに s= 1 

kヽ-3 

でも正則となる他方， (4.2)の右辺において， T(k-j,j-l+s)は s= 1で正則

なので，残りのーT(k-1, s) + T(k -l)T(s)もそうでなくてはならない．そこで

-T(k -1, s) + T(k -l)T(s)の s= 1での値を求めるために，いわゆる調和積

1 
-T(k-1)-2―s((s) 
2 

1 1 1 1 
=~mk-l~-:;;; =。~n mk-lns +。~m がmk-l (4.4) 

m:odd n:even m:odd, n:even n:even, m:odd 

1 
= -T(k-l,s) +ぐ0(s,k-l)

4 

を考える．ここでぐ0(s,k-l)は (4.4)の右辺の最後の項をあらわす．ぐ0(1,k-1)
をRiemannzeta値，つまり T-{直で書き表すことができるので，これらより二重T

値の重み付き和公式が得られる

5 多重T値，多重t値と多重ゼータ値との関係

Hoffmanの多重t値全体の張る Q上のベクトル空間を T*とかくとき，これら

の元は調和梢によって閉じることが， (1.3)からすぐにわかるので,T*は Q-代数

となる．これらの Q—代数 T山と T* はオイラー和全体の張る Q—代数の部分代数
となるが，それぞれの積はシャッフル積と調和積に関する部分代数となる．実際，

オイラー和の張る Q代数は両方の積に関して閉じている

以下の数値的考察から， T山 +T* はオイラー和の張る Q—代数までは届かず，ま
たrwが T*に含まれることもないように思われる．（テーブルの数値はあくまで

実験的なもの．）

:~>ii~~:f I 合 1:1m1 三 1~11}:
§2で述べたように， di=H-1が予想されているが， df2 dkかつ Fk-12 dkが

テーブルから読み取れる重さ 12までの数値実験からも， T山と T*はZを含ん

でいると予想される．

予想 5.1.r山と T* は Z を Q—部分代数として含む．
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さらに上のテーブルから T山nT*は真に Z を含んでいると思われるもしこ

の予想が正しければ， T山と T*はともに Z上の加群となるが，その構造を調べ

ることは興味深い問題と言える．

深さが 1の場合， T-値 T(k)とt-値 t(k)はともに Riemannゼータ値 ((k)の有

理数倍なので， Zに属するさらに parityresult (Theorem 3.6)より，重さが奇数

の二重T値も Z に属する．より高い深さの場合次のような予想を提出できる

注として多重T値は双対公式が成り立つので，考察においては，重さの半分の深

さまで調べればよいことがわかる．

予想 5.2.1)重さが偶数となる多重 T値について， T(k)を除けば，三重 T値

T(p,q,r)で p,r : odd 2: 3, q : evenとなるもの（とその双対インデック

ス）のみが Z に属する

2) 重さが奇数となる多重 T 値について， T(k) と二重 T—値を除くと，三重 T 値
T(p, 1, r)で p,r: evenとなるもの（とその双対インデックス）のみが Z に

属する．

ここで parityresultより，重さが偶数の三重T値 T(p,q,r)はT(k)と二重T-

値でかきあらわせる．具体的に三重T値を書き下してみると ([19]参照），上の予

想は次のようにかける．

予想 5.3. m,p EE Z2:1, q E Z2:2で m+p+qが偶数となるとき，

苫~(p+:- l) (q+~- l)r(p+i,q + J) E Z 

例えば m=1のときは， qT(p,q+1) +pT(p+ l,q) E Zを示唆している．

注意 5.4.予想 5.3の和の値を s(p,q,m)とかくとき， T(2p+ 1, 2q, 2r + 1)は次の

ようにかける：

T(2p + 1, 2q, 2r + 1) =— I: T(2p -2j)s(2q -1, 2r + 1, 2j + 1) 
j=O 

r-1 

一 LT(2r-2j)s(2q, 2j + 2, 2p) 
j=O 

+ sum of products of single T(n)'s. 

他方， Hoffmanの多重t値については，数値実験によって

t(k1,••·,kr)EZ (Vki 2: 2) 

が予想され，この中から， Zの代数基底として，次のようなものを選ぶことができ

ると予想される
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予想 5.5.1)重さがKの多重ゼータ値の張る空間の線形基底は次のように与えら

れる：

{t(2tt(k1, ... , kr) I n, r 2 0, Vki: odd 2 3, 2n + k1 +・ ・ ・+ kr = k}. 

2) Zの代数基底は， t(2)とt(kl,・・・,kr)(ただし Vki:odd 2 3で (k1,... , kr)が

Lyndonとなるもの）で与えられる．

ここで (k1,... , kr)が Lyndonであるとは，全ての（右側の）部分インデックス

(kぃ..., kr) (i 2 2)が (k1,... , kr)よりも辞書式順序で大きい場合をいう．

6 たの構造：重さ Kが小さな場合

この節では， Kが小さな場合の冗山の構造を調べる．

k=2のときは明らかに，万山=Q-T(2)となり次元は 1である．

k=3のときは，双対公式 (3.1)により，

冗=(Q)・T(3) + Q・T(l, 2) = (Q)・T(3) 

となり，次元は 1である

k=4のときは，双対公式から T(l,1, 2) = T(4)が得られ，重み付き和公式 (3.2)

により T(2,2) =½T(4) -2T(l, 3)となる．以上から

冗=(Q)・T(4) + (Q)・T(l, 3) 

で次元は 2以下となり，我々の次元予想 (§2を参照）は 2次元で，これらが冗山の

基底とみなせる．

k=5のとき，冗山の予想次元は 2である実際，双対公式を考えれば，冗山は

T(5)に加えて，深さが 2の二重 T値によって張られるはずである (3.2)に加え

て， (3.3)に双対公式とシャッフル積を適用すれば

4T(l, 4) + 2T(2, 3) + T(3, 2) = 2T(5), 

2 
2T(l, 4) + 2T(2, 3) + T(3, 2) = 4T(l, 4) + 2T(2, 3) + -T(3, 2) 

3 

を得るので

T(3, 2) = 6T(l, 4) および T(2, 3) = T(5) -5T(l, 4) 

が得られるこれより

冗=(Q)・T(5) + (Q)・T(l, 4) 

であることがわかり，これらが冗U の基底とみなせる．
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次に k=6の場合を考える．冗の予想次元は 4であるところが，既に我々

の証明している関係式だけでは，冗山を 4つの元で張ることができない．実際，定

理 3.1から定理 3.6までの関係式にシャッフル積と双対公式を適用することで

25 
T(l, 2, 3) = --T(6) + 12T(l, 5) + 6T(2, 4) + 2T(3, 3) -2T(l, 1, 4), 

12 
55 

T(l, 3, 2) = -T(6) -24T(l, 5) -12T(2, 4) -4T(3, 3) -T(l, 1, 4), 
12 
55 

T(2, 1, 3) = -T(6) -24T(l, 5) -12T(2, 4) -4T(3, 3) -T(l, 1, 4), 
12 
35 

T(2, 2, 2) = --T(6) + 48T(l, 5) + 24T(2, 4) + 8T(3, 3) + 6T(l, 1, 4), 
4 

5 
T(3,1,2) = -T(6)-T(l,1,4), 

6 
5 

T(4, 2) = -T(6) -8T(l, 5) -4T(2, 4) -2T(3, 3) 
2 

が得られるが，これだけでは冗山の生成元が5つ必要となるさらに予想 5.3を

仮定すると，重さが6の多重ゼータ値の張る空間は 2次元で， ((6)=闘T(6)と

く(3戸＝叡(3戸によって張られるので，新しい関係式として

15 10 
3T(2, 4) + 2T(3, 3) = --T(6) + -T(3)2 

7 7 
15 120 60 20 

= --T(6) + T(l, 5) + -T(2, 4) + -T(3, 3) 
7 7 7 7 

が成り立つことが数値実験によって確かめられるこれにより

冗=Q・T(6) + Q・T(l, 5) + Q・T(2, 4) + Q・T(l, 1, 4) 

となることがわかる

同様にして， k=7の場合も，予想 3.5を仮定することにより］定の次元が高々

5であることがわかる

Kが8以上の場合については，現時点では予想次元を確認することができてい

ない今後，多重T値の新たな関係式族が見つかることを期待したい
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