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Abstract 

RIMS研究会の参加者と議論した結果を参考に自己整合量子トモグラフィにおけ

る最尤推定量や最小二乗推定量，正則化推定量の一致性の証明を統一的に行う．特に，

量子トモグラフィで前提となる強い条件があるため， M推定の一致性の証明で用い

る仮定や一様大数の法則を前提にしない方法で示す．

1 損失関数のクラスと一致性を示す準備

1.1 量子トモグラフィの概略と本稿で示すこと

まず，記法と問題設定について説明するここで考えている，量子トモグラフィではM

種類の実験を n回ずつ繰り返し，それぞれは，二項分布に従う確率変数xi,... ,xMとし

て蜆測される．後の議論のため，それぞれの平均をとった

1:~(口J E [0,l]"M (1) 

を RM値確率変数として考える ここで，丘の分布は未知パラメータ ff=

(01, ...'砂）TE [0, l]xMによって完全に指定される．ただし，以下の議論では二項分布

という性質は使わない.[0, l]xMに値をとる確率変数のみ仮定すればよい．

一方，密度行列や測定，ゲートを指定する物理的なパラメータの動く範囲 SCRkはコ

ンパクトであり， Sを一つ指定すればBornの公式から dが一意に定まる．瓜s)は密度行

列や測定，ゲートを sでパラメータ表示して，ゲート列を指定すれば，明示的に sの関数と

して書くことができ，通常は無限回微分可能な関数になる． （一般形はかなり煩雑になる

ので，省略する．）ただし，以下の議論では尻s)はSCRk上の連続関数であることのみ
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を仮定して話を進める．

応）と親測される量，Inは以下の式で結ばれる．

Es0広]= 0(so) (2) 

ここで， Soは真値をあらわすものとする．上のモーメント条件は量子力学的な期待値に関

する式を数理統計の用語で表現したものである．

ここで注意すべきことは，瓜s)は一般に単射ではないことである．そこで， [so]:={sE

S: 瓜so)=尻s)}と定義すると，これらは，無限に観測データを手に入れても真値 soと

区別がつかないパラメータの集合をあらわす．同値関係が定義できるため，同値類になっ

ている（ゲージ同値類という．）

やや単純化した例としては M=l種類の実験として

X ~ Bin (n, 1 +~ 珀2)'
S := [-1, 1] X [-1, 1] 

が挙げられる．この時， fn= X/n, E[fn] = 0(s) = l+~ 豆2である.so = (so,1, so,2)がS

の内点の場合は，どんなに nを増やしてもパラメータ S1,S2は一意に定まらない*1.

これが，自己整合量子トモグラフィにおけるゲージ不定性とよばれるものである．そこ

で，このような場合に，以下のような S上の距離関数 d,既知のパラメータ点 Star,正則化

パラメータ入n(>0)を用いて目的関数

2 

凡(s):= 1: —恥）＋心d(s,Star) 
2 

を最小化することでゲージ不定性を取り除いた推定値 (Sn,estとあらわす）を求める．

(3) 

~ ~ 

‘‘ 

では見やすいように，ややシンボリックに d(s,Star)と記載したが，実際には s,Starと1: 

lに対応する行列たちの何らかのノルムを考える．

*1より正確にはー1< s1s2 < 1では無数の解をもち， s1s2= 1⇔ (s1,s2) = (1,1),(-1,-1), 
s1s2 = -1⇔ (s1,s2) = (-1,1),(1,-1)である．
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なお，数理統計では，ある関数を最小化することで得られる推定量を最小コントラスト

推定量 [3]とよぶ例えば，尤度関数にマイナスをかけた関数の最小コントラスト推定量

は最尤推定量であり，正則化した最尤推定量も同様である．

上の最小化は，ラフに述べると n→(X)とした際に

mind(s, Star) subj. to 0(so) = 0(s) 
sES 

という最適化問題を解くことに相当する.sは[so]の元ならなんでもよいのだが，その中

で一番， Starに近いものを真値と考える．

本原稿では，目的関数 (3)の右辺の第一項がもっと一般の形の場合も含めて，推定量の

列{Sn,est}が強一致性をもつことを示す．より具休的には

lim d(sn,est, [sol) = 0, a.s. 
n→OO 

を示す．

Remark 1目的関数 (3)の右辺の第一項は一般に

1 
n 

F(fn) =五LG(Xj)
j=O 

のような独立同一な確率変数X1の入った関数の平均の形に害けるとは限らない．もし，

かける場合には M推定の一般論摩に一様大数の法則）が使える．

Remark 2最小コントラスト推定量が強一致性をもっためのもっとも一般的な条件は吉

田/3}定理4.4で与えられているただし，そこでは損失関数をひとつ固定しており，か

つ，連続性や下半連続性，極限の存在も不要にする代償として煩雑な条件が与えられてい

る．本稿では，超伝導量子ビット系の量子トモグラフィやゲージ不定性をもつという背景

（詳しくは，例えば杉山 /2}を参照せよ．）の下，自然な条件を設定し，どういうクラスの損

失関数であれば強一致性が保障されるかを明らかにする．

Remark 3超伝導量子ビット系以外の物理系での量子トモグラフィに適用する上で，緩

められる仮定は以下のとおりである．
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(a)式 (1)ではInの各成分の値域を [O,1]に制限する必要はない．
{b} fnに関するモーメント条件，式 (2)の仮定も不要である.u: → 0(so), a.s. を示すこ
とができればよい．）

本稿では，数理統計の専門以外の異なる分野の研究者にも読みやすいようにかなり行間

を埋めて細かく証明を書いている．また，数理統計の理論研究としての学術的な新規性を

ことさら主張するつもりはない．特に，本稿で示す定理の前提となる幾つかの条件ははる

かに緩めることができる例えば有限次元ユークリッド空間の仮定などは不要であるが証

明が無駄に抽象的になることを避けた．

1.2 損失関数の導入

目的関数 (3)の右辺の第一項をより一般的な形で考えるため，以下のような関数Lを導

入する．

L: [O,l]xM x [O,l]XM--+ [O,+oo], 

（加，0)f--------t L(加，0)

通常と同様にここでは Lを損失関数とよぶことにする．

このとき，損失関数Lに関して，片側一様条件は以下で与えられる．

片側一様条件

各n= 1,2, ... , に対し確率変数ベクトルfれは二項分布Bin(n;0(so))から得られる
とする．この時，確率変数ベクトルの列u:}がLに関して，片側一様条件を満たす
とは以下を言う．

VE> 0, 

limninf t, d(l隠。])::>:eL (!:, 応））} 2: s: d(図。])::>:eL (e(so), 応）） a.s 
これから考えたいことは（正則化項はいったん忘れて）損失関数について L(fn,0(s))の

最小化で得られる sの推定量が， n→00でL(0(so),秋s))の最小化解に近づいていくか
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ということである.sの関数L(fn,0(s))がL(0(so),尻s))に一様収束していれば後の証明

はかなり平易になる．上の条件で符号を逆にした条件も成り立てば一様収束と同値である

ことがいえるしかし，尤度関数を扱うような場合，片側一様条件しか成立しない．そこ

で，本稿でも上の片側一様条件のみを示して一致性を示す．仮定が一様収束より緩くなる

ため証明は煩雑になる．

さらに

斤=0⇔ L(ij, 0) = 0 (4) 

を仮定する（この条件は緩められる．）と識別性条件は以下のように与えられる．識別性

条件は損失関数自体の性質として一致性の証明に使われる．

識別性条件

損失関数Lが以下を満たすとき，識別性条件を満たすという.VE> 0, 

inf L(if(so), 恥）） >0 
s:d(s,[so]):2'.c 

この条件の意味を理解するためにはたとえばL(s,t) = g(s -t), g(x) = x2e-xという

関数の振る舞いを考えてみるといいだろう.tを固定した時， L(s-t)が最小になるのは

s=tだが， s-t→00でL(s-t)→ 0となってしまう．

ここまでは，相対エントロピーのような非対称なタイプも想定しているので，対称性

(L(和方=L(0, 斤））や三角不等式は仮定しない．

2章でみるように，片側一様条件と識別性条件を仮定すると，次の最小コントラスト推

定量

→ → 

Sest,n = argrninL (!n,0(s)) 

や正則化項 R(s)(~0), 入n> 0, (心→ 0)を加えて最小化する

Sest,n = argrninれ(ln,応））＋心R(s)}
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の強一致性が示せる．なお，一般には minが存在するとは限らないが，量子トモグラフィ

の文脈では目的関数は sの連続関数であり動く範囲も通常，有界閉集合であるため minが

存在する（詳しくは 2章を参照）

上で与えた識別性条件は損失関数Lについて連続性や下半連続性すら仮定していない

し，1:が平均の形であるとか独立観測の仮定も不要である．一方で，既に述べたように，量
子トモグラフィの設定では自然な条件がいくつか人ってくる．また，実際には，高次元パラ

メータについて非線形制約条件の下の最適化を扱うため，損失関数や正則化項の検討も里

要である．

そこで，本原稿では，どのようなクラスの損失関数であれば，上に掲げた片側一様条件

や識別性条件を満たすのか明らかにしたい．これは純粋な数理統計的研究とは異なる観点

である．緩めすぎても意味がないので，ここでは以下の二つのタイプの損失関数を挙げて

おく．

(i)連続な距離関数による損失

(ii)クロス型損失と拡張クロス型損失

1.2.1 (i)連続な距離関数による損失

(i) はユークリッドノルム位—叶に代表されるように以下の性質を満たす損失関数で

ある．

(a) L(0, ガ） = L(ガ，り）であり，三角不等式を満たす（つまり，通常の意味での距離関数）

(b) L(0, ガ）は片方の引数を固定したときに，もう片方の引数について連続．

なお，後で見るように連続な距離関数の損失では，今回の枠組みでは一様収束を示せる．

そのため，本稿のような方法を経由せず，かなり直接的に強一致性を示せる．本稿では

KL-divergenceのように (i)に含まれない損失で一致性を担保できる損失関数のクラスを
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調べるのが主眼である．

1.2.2 (ii)クロス型損失と拡張クロス型損失

(ii)は確率変数の部分とパラメータの部分が積の形に分離したタイプの和である．

Definition 1クロス型の損失関数を以下で定義する．

a 

L(紅）=Lいサ）h詞，紅E[0,l]xM 
j=l 

ここで g1,・ ・ ・,gaは非負の連続関数， h1,... , 加は非負の下半連続関数 (lsc)とする．

た， 0-oo=Oと約束する．

ま

一般に上の形のままだと (4)を満たさない．そこで以下のようにして (4)を満たすよう

に修正した損失関数を使う．

Definition 2クロス型の損失関数Lに対し， M(i()= -L(か斤）は斤の連続関数とする．

このとき以下で定義される損失関数を拡張クロス型損失関数とよぶ．

i何，恥=L(豆）+M(サ）， 斤，氏 [0,l]xM (5) 

識別性条件は拡張クロス型として (4)を仮定して示す．片側一様条件はクロス型の方が

示しやすいので，最初にクロス型，そのあと拡張クロス型で示す．

例 1:多項分布W= (W1, ... , Wt)~ MN(n, q1, ... , qt) 
最尤推定量は (M推定量の枠組みでとらえることもできるが）次のように KL-divergence

の最小化と考えることができる

t 

耀/nり =L巴 log匹心闘。g~
n n n 

j=l j=l 
qj 

t 

=M(酌+L9j(而/n)柘(qJ
j=l 
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ここで， gjぼ/n)=凱/n,hパif)= log 1/q1でありそれぞれ非負の連続関数と下半連続
関数だから

t 

虚 ;n,v:= L約（応）柘(q)
j=l 

t 

はクロス型損失関数である．また M 剛 W1~, (酌=L一 log―はパラメータ qい・ ..'Qtを含
n n 

j=l 
まないから最小化推定を考える際には寄与しないが

M南）＝―L(飢n,飢n)

の形をしている．また， M 自体は連続関数になっている .*2この意味で KL-divergenceは

拡張クロス型損失関数 (5)である．

例 2:量子トモグラフィの設定 (m種類の実験） X1 ~ Bin(n,01); j = l, ... ,m 

f,, = (X1, ... ,X門/nとして最尤推定量は次のような KL-divergenceの最小化に帰着

する．

m m 

L(fn約=Lf~logf~+ Lf~log-
1 

j=l j=l 
。J

m m 

＋ど(1-f~) log(l -f~) + L(l -f~) log 
1 

j=l j=l 
1-ej 

2m 

=M(h砂+Lg凸）h厄）
j=l 

7 、
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*2 f(x,y) = xlogyは0:S X'.S 1を固定すると 0:Sy :S 1に関してlscであるがh(x)= xlogxは[O,1] 
上連続関数である．
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およびM(か＝江い{fllog fl+ (1 -fl) log(l -fl)}とおいた例 1と同様に拡張ク
ロス型損失関数 (5)の形になっている．

上の例からわかるように L(ガ'0)において第一引数ガには確率変数，第二引数りにはパ

ラメータが人り，それぞれが分離されている点が後の証明で重要な役割を果たす．

1.3 連続な距離関数と拡張クロス型損失が識別性条件を満たすこと

前節で導入した二つのタイプの損失関数ともに，第一引数を固定した場合に第二引数に

ついて lscであるこのことと Sのコンパクト性から識別性条件は容易に示せる．

まず，証明に必要な条件をまとめておくと以下のようになるここではクロス型は考え

ない．

(i) L 2'. 0 

(ii) L(0(s0), if(s))はsに関して lsc.

(iii) Lぼ(so),応）） =0⇔ s E [so] 

二つのタイプの損失関数とも上の三つの条件を満たしているまず，定義から上の条件

(i)'(iii)を満たすことは明らかであろう．また，条件 (ii)は以下の Lemmaからわかる．

（証明は省略）

Lemma 1 if: S→ [0, lJXMが連続， h:[O,l]xM-----+ Rが lscとすると，合成関数

h(恥））も lscである．

さて，以上を踏まえると識別性条件が容易に示せる．

Lemma 2 0(s)をS上の連続関数とせよ．また， L(ガ，局を前節で定義した {i)連続な距
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離関数， (ii)拡張クロス型，いずれかの損失関数とせよ．このとき，任意の E>Oについて

inf Lば(so),瓜s))> 0 
s:d(s,[s0])::,.e 

となる．

proof 

まず， infの範囲はSの閉部分集合だからコンパクト.L(0(so), 瓜s))はsの関数として lsc

なので，最小値を達成する点s*が存在．仮に L(0(so),0(s』)=0とすると d(s*,[sol)> 0 

という条件に反する．したがって， L(0(so),0(s』)> 0. Q.E.D. 

Remark 4 L, 応）に対する条件をはずして， J:::の識別性条件そのものを仮定にするこ

ともできる．（吉田 /3},条件[C2},p.171}. 

1.4 連続な距離関数が片側一様条件を満たすこと

本節と次節で片側一様条件をより強い以下の形で示す．

片側一様条件（強いバージョン）

任意のコンパクト部分集合KcSについて

lim}nf {位い(!:,応）） }~ 位い（応o),応）） a.s 

→ 
証明は (i)の連続な距離関数の場合, fn→ 0(so) a.s. と三角不等式から明らかである．

実際，

L(鯰），応）） ~L(応o),l;,) + L (f,,, 応））

に注意すると

慇fL (e(so), 応）） ~L (応o)ぷ） +i見fL(!:和））
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ここで， liminfをとると， anが収束する場合， liminf (an +加） = lim an + lim inf加とか

けることに注意すれば

となる．

印（応o)応）） ~li戸（鯰）， 1:) + limninf {戸(!:,if(s))} 
= lim}nf {戸(!:,恥））｝

Remark 5連続な距離関数の損失のみを取り扱って一致性を示すのであれば，片側一

様条件を示さず，一様収束を示せばよい．つまり，9n(S) = L (fn, 0(S))及び， g(s)= 
L (e(so), 恥））とおくと三角不等式により

lgn(s) -g(s)I s L (e(so), 1:), Vs Es 

となる．これより

inf lgn(s 
sES 
) -g(s)I s L (e(so)ぷ）→O 

から {gn}のgへの一様収束が示せる.J::: の証明から明らかなように Sのコンパクト性は

不要である．

次に (ii)のクロス型損失関数の場合であるが，こちらが非自明であり Kのコンパクト

性が本質的である.KL-divergenceも含む広い場合に適用するため，節を分けて幾つかの

補題と合わせて証明する．

1.5 クロス型損失が片側一様条件を満たすこと

以下では，まず，クロス型損失の場合に，片側一様条件を満たすことを示す．その後，

KL-divergenceなどを含む拡張クロス型損失について，片側一様条件を満たすことを示す．

後者は，前者の結果を利用して容易に得られる．

まず，クロス型損失関数L(ガ，0)では第二引数dについて下半連続に条件を緩めている

ことに注意して，損失関数の極限の形を調べる．
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また，本節では元々の尻s)が期待値パラメータである（式 (2))という仮定（及び大数の

強法則）を緩め

fn→ り(so) a.s. 

を仮定として話を進める．したがって，観測の独立性なども不要であり M推定量の一致性

とは異なる議論になる．

→ → 

Lemma 3確率変数列 Un}が 0(so)に as収束しているとせよ． クロス型損失関数

L(印りに対し sを任意に固定するとき以下が成立．

limL(f:, 政s))= L(政so),政s)) (6) 
n 

ここで，両辺がooも含めている．

proof 

今，仮定より Lは

a 

L(豆）=Lg紅）h砂，
j=l 

和，和 [0,1ixM 

とかける．

(i) L(0(so), 恥）） < 00の場合：

この時はIn→0(so)およびgパガ），j= 1, ... ,aの連続性から (6)式は明らかである．

(ii) L(応 o),応）） = 00の場合：

この時は，少なくとも一つのjについて

g厄(so))>0, 柘（応））= 00 

になっている.9jの連続性からり(so)の近傍でも同様であり，とくに，ある番号Nが存在

して n2N⇒gバf砂>0. したがつて＇各関数の非負性から n2Nのとき

L(『か政s))2 gi(f:)hi(尻s))= oo 



13

より両辺 ooとなって (6)式が示される.Q.E.D. 

Remark 6 M推定量では極限値の議論ができない.sを任意に固定するとき

1 
lim}nf五tg(X直 s))2:: g(E[X』,if(s)) 

j=l 

(7) 

という不等式のみ示せるただし，推定量を得る際に sに関する最小化のみを考えるため，

上のような評価で十分である．

以下がこの原稿の主要結果である．

Theorem 1確率変数列 Un}が応o)にas収束しているとせよ．このとき，クロス型

の損失関数L,および任意のコンパクト部分集合K に対し，片側一様条件（強いバージョ

ン）が成立する．すなわち，

liminf inf L(fn, 0(s)) =2: L。 a.s.
n sEK 

ここでL。:= infsEK L(応 o),尻s)).

式 (7) における独立変数の和 ¾L の部分が L(J:,0(s))のように変わり，さらに infK

をとっていることに注意する．

さて， Theorem1の証明のためにいくつか準備する．まず， lscの一般的な性質として下

側でみると連続関数と同じ性質が成り立つ．（証明は省略．）

Lemma 4距離空間 (X,d)上でf(x)がlscのとき， p>Oを任意にとると

lim inf f(x') = f(x) 
P→ 0 d(x,x'):Sp 

が成立．
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次に任意の p>Oについて

'P(ガ，s,p) := inf L(ガ，恥'))
s': d(s,s')<::p 

を導入する. (lower envelopeなどともいう）

上の Lemma4を用いると以下が示される．

犀，if(s))2: 疇 s,p), 
→ 

lim cp(ガ，s,p)= L(ガ，0(s)),
p↓0 

a 

r.p(ガ，s,p)2'.といif) inf hjぱ(s'))
j=l 

d(s,s1)さp

(8) 

(9) 

(10) 

最後の式 (10)はクロス型損失の仮定， gj(サ）：：：：： Oであることと inf8{a(s)+ b(s)} :::=: 

infs a(s) + infs b(s)から従う．

また， Theorem1の証明は長いので，例外処理を先に示しておく．

Lemma 5 Theorem 1の条件下で L。=00の場合，
→ → 

liminf inf L(fn,0(s)) = oo a.s. 
n sEK 

が成立．

proof 

仮定より L(0(so),恥）） = oo, Vs EKであるから，各 sごとに少なくとも一つの jが

あり ~j := g厄(so))>0および朽ば(s))= oo. そこで Jをそのような添え字の全体とす

る. (Jc{l, ... ,a}で有限集合に注意する）このとき，

区柘（応）） = oo, Vs EK  
jEJ 

が成立する．

一方で十分，大きい N をとれば

n~N • g晶）＞ら/2,Vj E J 
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が成立するこのとき，任意の sについて

つまり，

より題意が示された．

Q.E.D. 

L(hれ 9尻s))2 L9jは）凡（瓜s))
jEJ 

~ 
2'.L凸（尻s))
jEJ 

2: ! min・ 
2廷 J
ら区柘（応））= 00 
jEJ 

→ → 
n 2'. N⇒ inf L(fn,0(s)) = oo 

sEK 

以上の準備を踏まえて Theorem1を証明する．

proof 

L。=00の場合はLemma5で示したので， L。<ooの場合のみ示せばよい．
まず， SUPsEKL(0(so),0(s))< 00として証明する.SUPsEK L(0(so), if(s)) = ooの場合

は，最後に説明する．

さて， so,sを固定すると，任意の p>Oについて (8),(10)に注意して

L(0(so),0(s))~<p(0(so),s,p) 
a 

~L狐（尻so)) inf 加（応＇））
k=l 

d(s,s')-Sp 

を得る.(9)より p→0とすると最後の項はLば(so),瓜s))(<oo)に（単調増加で）収束

する

以下ではE>Oを任意に固定する．すると，各点sEKにおいて， Ps> 0が存在し

立叫o)) inf hk伍(s'))2: L(応o),瓜s))-E 
k=l 

d(s,s')<:'.ps 
(11) 
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とできる *3・(PsはLの第一引数if(so)に依存してもよい．）

さて，ここで次のような開被覆Vsをとる．

V,,:={s'EK: d(s,s')<Ps} 

すると， Kのコンパクト性から高々有限個の s1,... ,saについて

°' 
KcLJVi 
l=l 

が成立．ここで， Vi:=Vsiとした．また， Pl:=Psiと略記する．

さて，今，任意の sをとると，必ず，ある番号jがあって sE Yj, つまり， d(s,sj)~Pj 

を満たしているので，

L(fn,if(s)) 2". inf L(f:,if(s')) 
s'EV3 

= r.p(fn,Sj,Pj) 

ここで最後の式はj= I, ... ,aの最小値でさらに下からおさえられる．

以上から任意の sについて

→ → 

L(fn, 0(s)) 2". min <p(fn, Sz, pz) 
l=l, ... ,a 

が成立するさらに左辺で infをとると

→ → → 

inf L(fn,0(s)) 2 min r_p(fn,Sl,Pl) 
sEK l=l, …，a 

この不等式は任意の n,fれで成立するので下極限をとると

lim}nf}般L(hれ,0(s))~limninf { z=2閉~~心ゾ,Sz, い｝
= min lim inf cp(fれ 9叱 pz)
l=l, ... ,a n 

a 

＞ mm  hminf 
l=l, ... ,a n 
Lgkは） inf 加(if(s'))
k=l 

d(si,s')'.'::pi 

最後の不等式は (10)を用いた．

*3 supsEK L(0(so), 和））く 00の仮定はここで使っている．

(12) 
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ここで仮定から g以f→→ gkぽ(so))a.s. だから
a 

lim}nf}狐L(hか尻s))2:: 1=2丑，a{~gkば(so)) d(sz~ り1さPl加(0(s'))}
2:: min { L(応o),0i伺））ー€｝
l=l, ... ,a 

= min {L(応o),0i伍））｝ー C
l=l, ... ,a 

→ 

?: inf L(0(so), 恥））一€
sEK 

=L。—€

以上より€ が任意だったから

→ → 
liminf inf L(fn, 0(s)) 2: L。
n sEK 

が示された．

最後に supsEKL(0(so), 尻s))= ooの場合を考える.L。<00より，正の定数A>L。
を用いて

吟(0)= h厄）八A

と定義し，

a 

LA(豆）=Lg紅）吟(0)
j=l 

とおく.hfは上に有界な lscであり，コンパクト集合S上で gjが有界なこととあわせる

とLAは有界なクロス型損失になっているまた，

L(サ，0)2". が（サ，0), 河，通，
→ 

inf L 
A → 
(0(so),0(s)) = Lo, 

sEK 

sup LA(if(so), 恥）） < 00 
sEK 

が成り立つ．以上を用いると LAについて上の証明を用いることができて

→ → → → 
liminf inf L(fn,0(s))~liminf inf LA(fn,0(s)) 
n sEK n sEK 

> inf L 
sEK 
- A成so),恥））

~L。
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を得る．

Q.E.D. 

上の結果からただちに次のことがいえる．

Theorem 2確率変数列u:}がり(so)にas収束しているとせよ．
の損失関数に対し，極限と最小化の順序交換が可能である．つまり

このとき，クロス型

叩｛凰L(f:か応））}=L。=鳳{li![! L(fn, 恥））｝ a.s. 

が成立．

Proof 任意に sを固定するとき， infの定義から

→ → → → 

L(fn, 0(s))~inf L(fn, 0(s)) 
sEK 

となる．両辺で上極限を考えると，左辺は Lemma3から極限が存在するので

→ → 
L(政so),0(s))= limL(J:,e(s)) 2 limsup inf L(Jn,0(s)) 

n n sEK 

lim sup, lim infの不等式と Theorem1を合わせると

L(0(so), 0(s)) 2: limsup inf L(fn, 0(s)) 
n sEK 

→ → 
2: liminf inf L(Jn,0(s)) 
n sEK 

2: L。

となる最後に sについて infをとると

L。=inf L(0(s0),0(s)) 2: limsup inf L 
sEK n sEK 

→ → 

Un, 0(s)) 
→ → 

_ Un, 0(s)) > lim inf inf L 
n sEK 

2: L。

によりすべて等号成立．
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Q.E.D. 

Remark 7ここで用いているのは，確率変数列u:}が尻so)にas収束するという仮定
と損失関数の形の制限のみであり，

1 
一 Lg(X虞 s))
n j 

のような和の形は仮定していない点が重要である．そのため，一様大数の法則は使わずに

示している点で M推定量の一致性の証明とは異なる．

Remark 8不等式 (12)において Pjは0(so)の点でとっているため

L(取so),政s))ミcp(政so),sj, Pj) 2 L(政so),政s))-E, 

は成立するが

L(f:, 0(s)) 2 cp(f:, Sj, Pj) 2 L(f:, ~ 「(s))-E, 

は保証していない．

1.6 拡張クロス型損失関数の場合

クロス型損失 Lに斤の連続関数M(if)を付け加えた場合も同様の結果が成立する．そ

こで，拡張クロス型損失関数iを

L(加，0)= L(紅）+M(斤） (13) 

とおいて以下を示そう．

Collorary 1確率変数列u:}が0(so)にas収束しているとせよ．このとき，拡張クロ
ス型損失関数 (13)に対し片側一様条件（強いバージョン）が成立する．すなわち，

～→  → ～ 
liminf inf L(fn, 0(s)) 2: L。
n sEK 

(14) 

ここでi。:= infsEK且尻so),尻s)).
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proof 

まず，

Lo= { inf L(0(so), 0(s))} + M(0(so)) 
sEK 

=L。+M(0(so)) 

とかけることに注意する．さて，示すべき不等式の左辺は

lim}nf位fLU--;,,瓜s))= lim}nf {位l瓜，恥）） +M(f:)} 
= lim inf inf L(f--;,, 応）） + M(limf, 叫
n sEK n 

= lim inf inf L(f--;,, 応）） +M(応 o))
n sEK 

となるから， Theorem1より (14)が示される．

Q.E.D. 

（＊） 

Remark 9 M(ガ）は負もとりえる関数であることに注意する．もし非負なら 9a+l(ガ）＝

M(ij), ha十⑰ =1としてクロス型に含まれる．

Remark 10一般に二つの実数列{an}, {bn}では liminf(an+加） ~liminf an+ 

liminf加であり，等号が成立するとは限らない*4 しかし，片方が収束列の場合は等号

が成立する．上の変形では＊の部分で， M(サ）の連続性から M(五）は収束列になっている

ため等号で結んでいる．

以下も Theorem2を利用して容易に示せるので証明は省略する．

Collorary 2確率変数列u:}が0(so)にas収束しているとせよ． このとき，拡張クロ
ス型損失関数 (13)に対し，極限と最小化の順序交換が可能である．つまり

咄｛悶旦(fr諷 s))}=瓦＝鳳{li戸u:,恥）｝ a.s. 
*4例えばan=(-l)n,bn = (-l)n+lとしてみよ．
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2 一致性の証明

先の損失関数L(ガ，0)が拡張クロス型の場合に最小コントラスト推定量の一致性を証明

する.Theorem 2が示せていることと，損失に関する識別性条件があるため，後は，通常

のM推定量の一致性の証明などと同様にできる．ここでは Ferguson{1]で紹介している

証明 (Theorem17,p.114-115.)と同様に示す．

Theorem 3恥）をコンパクト集合Sから [0,l]Mへの連続関数とし，確率変数列u:}
がif(so)にas収束しているとするまた， L(ガ，if)を(4)を満たす拡張クロス型の損失関

数とせよ．このとき， infsESL(f:, 0(s))において infを達成する sの一つを Sn,estと書く

と以下が成立．

limd(sn,est, [sol)= 0 a.s. 
n 

つまり，最小コントラスト推定量の列{Sn,est}は強一致性をもつ．

proof 

任意の E>Oをひとつ固定する．以下，確率変数列の収束はすべて almostsureであるが，

煩雑になるので省略する．

まず，拡張クロス型損失は識別性条件 (Lemma2} を満たすから，この€ に対して

77, := inf L(0(so), 0(s)) > 0 
s:d(s,[so])2:e 

が成立する．

次に， Sn,estの定義と Theorem2により， limnL(h加 0(sn,est))= 0である．従って，十

分大きい N1をとると

n:::,. N1⇒ 0-<::: L(f,, か尻Sn,est))<'T/e/2 (15) 

が成立．
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さて， K={sES: d(s,[so]) ミ€｝とおくと， K はコンパクト集合 S の閉部分集合だ

から，やはりコンパクト集合である．

従って， Theorem2が使え，

→ → 
liminf inf L(fn,0(s)) 2". T/e 
n sEK 

が成立している．そこで，適当な N2をとれば

→ → 

n 2'. 芯 ⇒inf L(fn,0(s)) > 1Je/2 
sEK 

が成立

そこでN= max{N1, 凡｝ととれば， (15),(16)により

nミN⇒］骰L(五，恥）） > L(五，尻Sn,est))

これはn2: N⇒ d(sn,est, [sol) < Eを示している．つまり，

が示された．

Q.E.D. 

lim d(sn,est, [sol)= 0 
n→OO 

(16) 

損失関数Lに入n> 0, 入n→0として sの連続関数R(s)(2'.0)を加えた場合を考えて

も同様に一致性が示せる．そこで，

Sn,reg = ar~ 丁{L(h訊'(s))+入nR(s)}

とおくと以下が成立．

Theorem 4恥）をコンパクト集合Sから [O,1門への連続関数とし，確率変数列u:}
が0(so)にas収束しているとする．また， L(ガ，めを (4)を満たす拡張クロス型の損失関

数とせよ．このとき

lif;1d(sn,reg, [sol)= 0 a.s. 

が成り立つ．つまり，正則化最小コントラスト推定量の列{Sn,reg}は強一致性をもつ．
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proof 

任意の E>Oをひとつ固定する．

まず， Theorem3と同じように

が成立する．

次に

T/e := inf L(0(so), 0(s)) > 0 
s:d(s,[so]):2'.e 

→ → 

Fn(s) = L(fn, 0(s)) +入nR(s)

とおく ・Sn,regは凡(s)の最小化元であり， R(so)< ooであることから

0::::: 凡(Sn,reg)= L(五，尻Sn,reg))+入nR(sn,reg)
→ → 

：：：：： L(fn, 0(so)) +入nR(so)

→ 0, as n→ OO 

により limn凡 (sn,reg)= 0である．従って，十分大きい凡をとると

n 2'. N1⇒ 0 :S凡(sn,reg)< ryc/2 

が成立．

(17) 

さて， K= {s ES: d(s,[so])~E} とおくと， Theorem 3と同じように適当な N2を

とれば

→ → 

n 2'. 凡 ⇒inf L(fn,0(s)) > 7Je/2 
sEK 

が成立．

そこで N= max{N1,.N叶ととれば， (17),(18)により n;::,:Nで

→ → 

（ inf Fn s) > inf L(fn, 0(s)) 
sEK sEK 

> T/c/2 

＞凡(sn,reg)

を得る．これは nミN⇒d(sn,reg, [sol) < Eを示している．つまり，

lim d(sn,reg, [sol) = 0 
n→(X) 

(18) 
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が示された．

Q.E.D. 

3 おわりに

MLEはKL-divergenceの最小化であり，拡張クロス型損失関数に関する最小コントラ

スト推定量になっている通常は，独立観測を仮定して M推定量の強一致性として証明

する．しかし，上のようにして， MLEや正則化 MLEの推定量の強一致性を示すこともで

きる．

本原稿の結果を用いれば，実験での観測結果に応じて適応的に測定を変える場合や，

KL-divergenceを拡張したような場合でも拡張クロス型損失関数であれば強一致性が示

せるだろう．確認すべき条件は実験データから得られるベクトル償得環漫~)五に対し，

fn→ 0(so) a.s. のみである．
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