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統計的モデリングにおいて，複数の候補モデルから最も良いモデルを選択することは重

要な問題の一つである．このようなモデル選択問題において，モデルの良さは損失関数や

その期待値である期待損失（リスク関数）でしばしば測られる．代表的なリスク関数の一

つに， Kullback-Lei bler情報量 (KL情報量） [6]に基づくリスク関数がある．このリスク関

数の値は真の分布に依存するため，実際の解析時に使用するためには推定が必要である．

推定星としては， Akaikeinformation criterion (AIC) [1]がよく用いられており，適当な

正則条件のもとで AICはリスク関数の漸近不偏推定量となることが示される．

AICはあくまで漸近不偏であるので，サンプルサイズが小さい場合には無視できない

バイアスが生じることがある．そこで， AICのバイアス補正を行った規準量が様々な枠組

みで導出されている［例えば 3,5]. 他にも事後確率最大化の観点から導出された Bayesian

information criterion (BIC) [8]などがモデル選択にしばしば用いられている．

KL情報量に基づくリスク関数は将来のデータに対する当てはまりの良さを表す尺度と

して捉えることができるが，将来のデータはたいてい，現在のデータと同じ分布に従い，

同じ変数を持つことが仮定されている．この仮定が成り立たない状況である，共変量シ

フト [11]や補助変数がある場合 [4]に対して AICを拡張する研究もこれまでに行われて

いる．

このように多種多様なモデル選択規準が提案されているが，規準の良さは選択されるモ

デルの漸近的な性質によって定めることができる．本稿では，モデル選択の考え方とその

漸近的性質に関して主に他分野の研究者に向けて概略を解説する．近年はLasso[12]など

のム正則化を用いたモデル選択もよく研究されているが，本稿では扱わない．

本稿の構成は以下の通りである．まず第2章で本稿におけるモデル選択の枠組みを大ま

かに説明する．次に第 3章では，モデル選択規準の漸近的性質としてよく知られる，漸近

有効性と一致性を紹介する．最後に第4章でまとめを述べる．本稿は広範なモデル選択分

野のごく一部に焦点を当てたものであり，決して網羅的ではない．モデル選択問題，特に

情報量規準に関して詳しい参考書としては [14]があげられる．

2 モデル選択の枠組み

本章ではモデル選択の枠組みを与える．観測データとして X1,... ,Xnが未知の確率密度関

数q(x)を持つ母集団から独立同一に得られているとする．このとき， q(x)を推定する間

題を考える．
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候補モデルM に対応する確率密度関数を p叫x;伽）とする．ただし 0Mは未知パラメー

タであり，この候補モデルは（解析者自身によって）与えられるものである．候補モデル

は一つとは限らず，候補モデルの集合を M とおく．なおM の要素数はサンプルサイズn

に依存しても構わない．例えば匝帰分析の場合は， M を回帰モデルに用いる説明変数の

組み合わせとし， M を説明変数の組み合わせ全体の部分集合として考えることができる．

各モデルMEMにおけるパラメータ伽を最尤推定で求めるとする．伽の最尤推定

量知は次のように与えられる．

n 

仰=argmin L logpM(ふ；伽）．
0M i=l 

この最尤推定量BMを代入したPM(x;0辺によって q(x)を推定する．このPM(x;0辺の良

さの尺度として， KL情報量を基にした損失関数

L(M) = -J q(x) logp叩；伽）dx 
知＝知

がしばしば用いられる．また，損失関数のデータに関する期待値R(M)= E[L(M)]をリ

スク関数とよぶ．担失関数やリスク関数は候補モデル M の良さの尺度として用いられ，

これらの値が小さいほどより良いモデルと捉えられる．

実際には L(M)やR(M)は母集団分布に依存するため未知であり，推定する必要があ

る．そこで， KL情報量を基にしたリスク関数（の定数倍）の推定量である AICがモデル

選択によく用いられる．ここで M における AICは次で与えられる：

n 

AIC(M) = - logp叫xi;伽） +2kM・2L  
i=l 

ただし，脳はM における未知パラメータ数である．なお，第二項は罰則項と呼ばれ， 2kM

の代わりに kMlognを用いたものはBICと一致する.AICやBICなどを候補モデルごと

に計算し，その値が最も小さくなった候補モデルをベストモデルとして選択する．注意と

して， AICによるモデル選択結果と BICによるモデル選択結果は常に同じになるとは限

らない．

例として，二つの候補モデルM = {M1,Mサ(kM1> k叫から AICでモデルを選択す

ることを考える．このとき，

PM1(x以％）
AIC(Mリー AIC(島）＝ー2Llog +2(kM1―k叫

i=l PM2(x五％）

が正ならば M2が，負ならば払が選択される. BICで選択する場合には右辺第二項が

logn(kM1 -kM2)に変わり， n2 8であればlogn> 2であるから，このときは AICより

BICの方がモデルM2を選択する確率が増加する．一般に罰則項が大きいほど，よりパラ

メータ数の小さなモデルが選択されやすくなる．

KL情報量を話にしたリスク関数の他にも，様々な候補モデルの良さを測る尺度が知ら

れており，またそれに対応するモデル選択規準も存在するが，ここでは説明を割愛する．
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3 モデル選択結果の漸近的性質

上述のようにリスク関数などのモデルの良さに依存して，様々なモデル選択規準がこれま

でに提案されている．選択されたモデルの漸近的性質を調べることで，モデル選択規準

の特徴を捉えることができる．本稿では特に漸近有効性 (asymptoticefficiency)と一致性

(consistency)を紹介する．

モデル選択規準によって選ばれたモデルMが

L(M) 
→ 1 

minMEM L(M) 
n→ OO 

を満たすとき漸近損失有効性 (asymptoticloss efficiency)を持つといい，

E[L(M)] 
→ 1, n→ OO 

minMEM R(M) 

であれば漸近平均有効性 (asymptoticmean efficiency)を持つという．これは選択された

モデルの振失（あるいはリスク）がその最小値と同程度であることを意味しており，選択

されたモデルの良さを保証する性質であると言える．線形回帰モデルにおいて二乗損失関

数を用いた場合に，適当な条件下で AICが漸近損失有効性と漸近平均有効性を持つこと

がShao[9]とShibata[10]でそれぞれ示されている．ここで，二乗損失関数は，

L(M) = ー L(μi-P,i,M戸
n 

i=l 

で与えられ，μ;はi番目の目的変数の期待値で， Jl,i,Mは候補モデルM におけるμ;の推定

量である．この結果により， AICは予測の観点から優れたモデル選択規準であると捉える

ことができる．

次に，候補モデルの集合M の中に真のモデル M。が含まれているとする．このとき，

モデル選択規準によって選ばれたモデルMについて

Pr(M = M,。）→ 1, n→CX) 

が成立するとき，そのモデル選択規準は一致性を持つという．真のモデルを選択する確率

Pr(M = M,。）は定義関数1{・}を用いて E[l{M= M,。}]と表されるため，これもリスク関

数の性質とみなすことができる.Nishii [7]では，線形回帰モデルにおいて， BICなどの

モデル選択規準が一致性を持っための十分条件が示されている．一方で，同じ条件下で

AICは一般に一致性を持たないことが知られている．

しかしながら，近年盛んに研究されている高次元多変量線形回帰モデルにおいては， AIC

による変数選択は一致性を持つことが示されている [2,13]. ただし，ここでの高次元と

は，目的変数の次元がサンプルサイズと同程度に大きいことを意味している．一方で，同

じ条件下でも BICは一致性を持たないことも示されており，単変量の場合とは異なる結

果が得られている．これは各モデル間のリスク関数がサンプルサイズとともに発散するこ

とに起因すると考えられる．
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4 まとめ

本稿ではモデル選択の考え方や関連研究の概要を説明し，モデル選択の枠組みを大まかに

定式化した．モデル選択規準の特徴はモデル選択結果の漸近的なふるまいによって捉える

ことができる．そこで，モデル選択規準の漸近的性質の例として漸近有効性と一致性を説

明し， AICやBICの持つ漸近的性質について紹介した．近年は目的変数の次元が大きい

状況での変数選択に対する一致性に関する研究が盛んに行われている．この状況下では

AICとBICの一致性に関して，単変量の場合と異なる興味深い結果が得られており，さ

らなる研究の発展が期待される．
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