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一般ベイズ更新に基づく統計的推論の最近の発展について

1 はじめに
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近年，仮定された統計モデルの中にデータを生成する真のモデルが含まれていない

ような場合，つまりモデルが誤特定されている場合のベイズ推論に関する研究が盛ん

に行われてきている．このような場合，通常のベイズの定理における事前分布やベイ

ズ更新は意味をなさず，一つの解決法として一般的なベイズ更新に韮づく一般事後分

布を用いる方法がある．本論では，その枠糾みのレビューを行い，間題点や応用につ

いて考える．

2 General Bayesian updating 

まず，ベイズ統計学について簡単に振り返ることにする．パラメータ 0を与えたも

とでの X の密度関数を J(xI 0)とし， 0の事前密度を 1r(0)とする．また，データ X
を生成する真の分布を G とし，この真の分布は仮定されたモデル {f(xI 0) I 0 E 8} 

に含まれているとする．このとき，データ X=xを与えたもとでの 0の事後分布は

ベイズの定理により

J(x I 0)1r(0) 
1r(0 Ix)= oc J(x I 0)1r(0) J豆(xI 0')1r(0')d0' 

となる．この場合， 0の事前分布は J(xI 0)における 0の事前の不確かさを表してい

る．ベイズ法はこの事後分布のみに基づいて統計的推論を行うという意味で一貫性の

ある方法であり，階層ベイズモデルのように事前分布を変えることにより柔軟なモデ

リングが可能となる（しかし，事前分布の選択は場合によっては重要となる）．事後分

布の正規化定数である f8f(x I 0)1r(0)d0はエビデンスともよばれ，モデル選択等で
重要な役割を果たすが，一般に高次元の積分計算を行うことになり，従来はそれが困

難であることが多く，ベイズ法を用いることには限界があった．しかし， 1990年代の

モンテカルロ革命以降，それらの効率的な計算が可能になってきており，近年統計学

におけるベイズ法は大いに発展してきている．

さて，データ生成過程 Gが想定したモデルの中に入っていない場合は， 1r(0)は何

を表しているのか，また尤度関数に基づく上記の事後分布は何を更新したものなのか，
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という疑問が生じる．例えば，モデルが誤特定されているときの最尤法では

0* = arg醐{-j log J(x I 0)dG(x)} 
をターゲットとしこれを推定することを考え，最尤推定量の漸近正規分布の共分散行

列の形がサンドイッチ型になることはよく知られている（もし，モデルが正しく特定

されている場合には 0*は真のパラメータ〇。に等しくなる）. Bissiri et al. (2016)で

は，このーlogJ(x I 0)の代わりに一般の損失関数 C(0,x)に対して， fC(0, x)dG(x) 
を最小にするパラメータに関する合理的かつ妥当なベイズ更新を考え，これを一般

ベイズ更新 (generalBayesian updating)とよび，対応する事後分布を一般事後分布

(general posterior)とよんだ．このように，データ xとパラメータ 0を尤度関数では

なく一般の損失関数により結びつけることによるベイズ推論に関する理論は実際には

もう少し前からあるが（例えば， Chernozhukovand Hong (2003)や Zhang(2006)), 

Bissiri et al. (2016)の論文を起点に様々な方面への応用が考えられており，関連する

方法論も多く提案されてきている．

3 General posterior distribution 

X を分布 Pに従う確率変数とし，その n個の独立な複製を xn= (X1, ... ,Xn) 

とおく．いま， 0= 0(P) (0 E 8~ 配）に関心があるとし，データと 0を結びつける

関数として損失関数仰(x):=£(0心）を準備する．また，推定のターゲットとなる母

数を 0*= argmin0E8 Ep£0(X)とする．ここで， Ep£0(X)を0の関数としてみたも

のをリスク関数とよび R(0)とかき， R(0)をデータを用いて経験推定した経験リスク

関数を
n 
1 

Rn(0) =-:;; 匹0(ふ）
i=l 

により定義する.0の事前分布を IIとするとき，一般事後分布は次で定義される：

IIn,w (d0) ex exp{ -w叫tn(0)}II(d0)

ここで， w>Oは事前に定める scaleparameterであり， learningrateとよばれ，事

後分布の広がりをコントロールする役割を果たす．また，この一般事後分布は Gibbs

posteriorともよばれる．損失関数は，分析の目的に応じて決めればよく，例えば

仰(x)= lx-01と選べば R(0)= EplX -01の最小値としてのメディアンの推定を統

計モデルを仮定することなく行うことが可能である．

上記のことからわかるように，一般事後分布は Mー推定とベイズ法の長所を組み合わ

せたものである.M-推定のときと同じように，データと母数は尤度の代わりに経験リ
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スク関数によりリンクしており，モデルの誤特定を回避できる．さらに，ベイズ的なア

プローチをとることにより点推定だけではなく，分布の推定を与えるため例えば信用

領域 (credibleregion)の形で母数の不確かさの定量化 (uncertainlyquantification) 

を行うことができる．

しかし，モデルが誤特定されているもとでの事後信用領域の構成に関しては注意が

必要である．ここで一つ簡単な例を考えよう．いま， X1,... ,Xnを真のデータ生成

分布 N(0,厨）からの無作為標本とする．モデルとして N(0,庄）を考え，び2ヂ厨は

既知とし 0の推定間題を考える．つまり，これはモデルが誤特定されている状況であ

る．このとき， 0に対する flatな事前分布と learnigrate wを与えたもとで一般事後

分布 IIn,wを構成し，事後信用区間を求めると， X 土 Za(w―1び2n-1)1/2となる．こ

こで， ZaはN(O,1)のJ:::側 a分位点であり， x= n-1 区~=1 ふとする．この場合，

w=庄／臼とおけば頻度論における被覆確率を（理論的には）達成することになる．

さて，もう少し一般的な状況で考えることにしよう． 事後分布 IIn,wは， nが十分

大きいとき平均0= argminRn(0), 共分散行列 w―l(nVe)-1をもつ d次元正規分布
で近似できる事が証明されている (Chernozhukovand Hong, 2003). ただし， VOは

R(0)の2次導関数の行列とする．一方で， M-推定量の漸近正規性により 0はnが十
分大きいとき，平均〇＊，共分散行列 n―ive―lEp[互互we-1をもつ d次元正規分布に
従うことが知られている（例えば， vander Vaart (1998)). ただし，鯰はんの 0に

関する導関数を表す．両者の漸近共分散行列を見ればわかるように，事後信用領域は

頻度論における被覆確率を近似的にも達成しないことがわかる（このことについては，

Kleijn and van der Vaart (2012)でも言及されている）．なお，モデルが正しく特定

されている場合は適当な正則条件のもとで Bernstein-vanMisesの定理により近似的

に両者は一致することを示すことができる．そこで， Syringand Martin (2019)は，

この現象に着目して近似的な事後信用領域が noninalcoverage probabilityを近似的

に達成するように learningrate w をカリブレーションする方法を提案している．ま

た， Bissiriet al. (2016)や Holmesand Walker (2017), Lyddon et al. (2019)では

wの選択に閲する別の方法が提案されている．

4 ロバスト統計への応用

一般事後分布の考え方に基づき，データ生成過程に外れ値等の何らかの異常がある

場合に，その異常に対して頑健なパラメータ推定を行うことができる．古典的なロバ

スト統計の枠組みでは，損失関数として Huber損失等を用いた一般事後分布を考え

ることは可能である．さて，本来一般事後分布は modelfreeな方法であることが長
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所であるが，ここでは統計モデル {f(xI 0) I 0 E 8}を一つ想定し，損失関数として

仰(x)=£(x, f(x I 0))を考えると，推定のターゲットとなるパラメータはダイバー

ジェンスに対する相互エントロピーを最小化するものであると考えることもできる．

この場合，損失関数がモデル J(xI 0)に依存する，つまり scoringruleとなっている

ことを除けば，先の generalBayesian updatingの枠組みに乗ることに注意する．ダ

イバージェンスに基づくロバスト推定は近年，統計学・機械学習で非常によく用いら

れており density-powerdivergenceや ,-divergenceなど様々な良い性質をもつダイ

バージェンスが提案されいる．特に,Fujisawa and Eguchi (2008)により提案された

,-divergenceは理論と実装の両面で優れた点をもつダイバージェンスである．

ベイズ統計学の枠組みでの研究としては，例えば， Hookerand Vidyashankar 

(2014), Ghosh and Basu (2016), Jewson et al. (2018), Nakagawa and Hashimoto 

(2019)などで行われている．これらの文献では， learningrate w は 1としているが

本来ならば適切な選択方法により選ばれるべきでありそこは今後の課題である．また，

各ダイバージェンス自体に含まれる tuningparameterの選択方法は現在特に決め手

となる選択方法はないが一般事後分布の枠組みで選択方法が提案できるか否かも興味

深い話題である．

ダイバージェンスに基づく事後分布は一般に複雑な形であり共役事前分布も存在

しないため，事後平均等の事後要約統計量を解析的に計算することは難しい．そのた

め，マルコフ連鎖モンテカルロ (MCMC)法により事後サンプルを得るのであるが，

ターゲットとなる母数の次元が大きい場合は一般に定常分布への収束が遅くなるため，

効率的な MCMC法の提案が必要である．一般事後分布に対する，次元に関してス

ケーラブルな MCMC法がここ数年でいくつか提案されているがまだそこまで実用化

はされてきてはおらず今後の進展が期待されている (Lyddonet al., 2018). 一方で，

MCMC法と競合する方法として，変分ベイズ法がある（例えば， Bleiet al. (2017)). 

この方法は事後分布の近似を高速に行うことが可能であるが，いわゆる mean-field

familyの仮定に間題があったり，近似精度は適切にデザインされた MCMC法に劣る

ことがあるため，どちらを用いるべきかは重要かつ難しい間題である．なお，変分ベ

イズ法により近似された事後信用領域の適切なカリブレーションは現時点では未解決

問題となっている．

また，事前情報がない場合には客観事前分布が用いられることが多いが， scoring

ruleに基づく事後分布の文脈では Giummoleet al. (2019)により，参照事前分布

(reference prior)が導出されており，よく知られている Jeffreysの事前分布に類似した

ものが得られている．客観事前分布の一つとして知られている， probabilitymatching 
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prior (例えば， Dattaand Mukerjee (2004))に韮づく事後信用領域を用いることで近

似的には nominalcoverage probabilityを達成できることが期待できそうであるが，

モデルが誤特定されている場合にはそれでもうまくいくとは限らないことが線形回帰

モデルの例において指摘されている (Syringand Martin, 2019). 

5 まとめと今後の課題

本論では，非常に駆け足ではあったが，モデルが誤特定されているときに有効な一

般事後分布に基づくベイズ推論の枠糾みについて説明した．特に，ロバスト統計への

応用に焦点を当てたが，もちろん他にも多くの研究がある．例えば， Lyddon et al. 

(2019)や Syringand Martin (2019)では，サポートベクターマシンや分位点回帰モ

デルに対する適用も行なっている．この分野の人門としては Bissiriet al. (2016)が

詳しく，機械学習の分野においても多数文献が出ている．また， Millerand Dunson 

(2018)では，別の形の一般事後分布に基づくロバスト推定を提案しており，興味深い．

今後の課題としては，特にロバスト統計への応用では高次元のベイズ回帰モデルヘ

の拡張や，外れ値検出の問題に一般事後分布を用いることなどが考えられ，それらは

現在進行中である．また，一般事後分布を他の統計的問題に適用すること，さらに一

般事後分布に基づくベイズ予測分布の解析について考えることなども課題として挙げ

られる．理論のみではなく，使える方法論としての発展が今後さらに期待される．
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