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概要

Group LassoやFusedLassoをはじめとする構造正則化は，モデルの構造を抽出す

る有効な手法として広く用いられている．本稿では，因子分析モデルにおける因子負

荷行列の構造正則化について考える．とくに，因子回転でよく用いられる Quartimin

基準 (Carroll1953)に着目する.Hirose and Terada (2016)は， Quartimin基準に基

づく構造正則化が，正則化パラメータ pをp→ooとしたとき，完全箪純構造とよば

れる望ましい性質を持ち，さらに，その完全単純構造推定は， k-meansによる変数ク

ラスタリングの一般化になることを示した．しかし， Hirose皿 dTerada (2016)は尤

度関数に基づくアプローチであり，証明が少し煩雑で分かりにくい．そこで，本稿で

は，本質的に分かりやすく証明をするために， 2乗損失に基づく Quartimin正則化を

行う．

1 はじめに

Lasso (Least absolute shrinkage and selection operator, Tibshirani 1996)をはじめとす

るL1正則化法は，パラメータのいくつかを正確に 0とスパース推定することによって，モ

デルの構造を抽出する手法である.Lassoは有用な手法ではあるが，実際問題，スパース

な構造とは別の構造を推定する必要がある場合が多い．例えば， GroupLasso (Yuan and 

Lin 2006)とFusedLasso (Tibshirani et al. 2005)は， Lassoとは違った構造を抽出する代

表的な手法である.Group Lassoは，パラメータベクトルの成分をいくつか取り出したベ

クトルを 0ベクトルと推定できる手法であり, Fused Lassoは，パラメータベクトルのい

くつかの成分を同じ値に推定する方法である. Group LassoやFusedLassoのようなモデ

ルの構造を抽出する正則化法を構造正則化と呼び，近年，様々な正則化項が提案されてい

る（たとえば， Jacobet al. 2009; Park et al. 2015; Xin et al. 2016). 

モデルの構造推定が重要である統計モデルは数多くあるが，その中でも因子分析モデル

は，推定された因子を解釈する上で重要となる．しかし，因子分析モデルにおいて，これ

まで構造正則化はあまり用いられていない．その理由の一つとして， Varim邸回転 (Kaiser

1958), Prom邸回転 (Hendricksonand White 1964)をはじめとする因子回転が伝統的に
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用いられており，これらの因子回転は因子を解釈する上で十分実用的であるためだと考え

られる．因子回転の詳細については， Browne(2001)を参照されたい．

一方で，囚子分析における因子負荷行列の正則化は，囚子回転の一般化であることが

知られている (Hiroseand Yamamoto 2015). Hirose and Yamamoto (2015)は， Lassoタ

イプの因子回転である Componentloss criterion (Jennrich 2004, 2006)に着目し， MCP

(Minimax Concave Penalty; Zhang 2010)などを用いた L1型正則化法を提案した．その

結果，因子回転よりもスパースな構造を推定でき，かつ高次元データにも適用できること

が示された．このように，正則化法を用いることにより，因子回転ではできなかった推定

ができることがある．

本稿では， Componentloss criterionとは違った因子回転基準として， Quartimin基準

(Carroll 1953)に着目する.Hirose and Terada (2016)は，この正則化項に基づいて正則

化パラメータ pをp→ooとすると，推定された囚子負荷行列は完全単純構造 (Perfect

simple structureあるいはPerfectcluster configuration, たとえば Browne2001; Bernaards 

and Jennrich 2003参照）を持つことを示した．ここで，因子負荷行列の各行の非0要素が

最大で 1つであるとき，因子負荷行列は完全単純構造を持つという．さらに，その完全単

純構造の推定は， k-meansによる変数クラスタリングの一般化であることも示される．

しかしながら， Hiroseand Terada (2016)は，対数尤度関数に基づく正則化を考えてお

り， k-meansとの関係性を理解しにくい．そこで，本稿では，より関係性を理解しやすく

するため， 2乗誤差に韮づく損失関数を用いた Quartimin正則化について述べる．

本稿の構成は以下の通りである．まず， 2節で正則化因子分析について述べる．次に， 3

節で， Quartimin基準の一般化を行う.4節では，完全単純構造推定と k-meansによるク

ラスタリングとの比較を行う. 5節にまとめと今後の展望について述べる．

2 正則化因子分析

2.1 定式化

p次元観測変数ベクトルX = (XI,・・・,Xpげが， m次元共通因子ベクトルF=(Fi, ... ,Fmf 

の一次結合と独自因子ベクトル eの和で表される因子分析モデル

X=AF+e (2.1) 

について考える．ここで， A=(入ik)はpxm因子負荷行列である．なお，観測変数ベク

トル X の平均ベクトルは 0であるとする＊．ただし， 0は0ベクトルとする．

＊実際の解析では中心化したデータを用いる．
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共通因子ベクトル F と独自因子ベクトル eは，平均ベクトル，共分散行列がそれぞ

れE[F]= 0, E[e:] = 0, V[F] = I, V[e:] ='11"で与えられ，互いに無相関，すなわち

E[Fe: 門=0を仮定する．ここで，屯はpxp対角行列で，対角成分は独自分散である．

また， 0は0行列であり， ATは行列 Aの転憤を表す．このとき，観測変数ベクトルX

の分散共分散行列立は，

:E = AAr +w (2.2) 

で与えられる．

本稿では，データの当てはまりの悪さを表す損失関数 £(A,w)にパラメータ Aに関す

る正則化項 P(A)を加えた以下の関数

以A,'1!)=£(A,'1!) + pP(A) (2.3) 

の最小化によってパラメータを推定する (Choiet al. 2010; Hirose and Yamamoto 2015). 

ここで， p>Oは正則化パラメータであり，データの当てはまりの良さとモデルの構造抽

出を調整する役割を果たす．適切な pの値を選ぶことにより，当てはまりがよく，かつ適

切な構造を抽出できると考えられる．

損失関数£(A,'1!)は，多変量正規分布の対数尤度関数に対応する Discrepancyfunction 

（たとえばLawleyand Maxwell 1971; Bai et al. 2012)が用いられることが多い．しかし，

因子分析における Discrepancyfunctionは複雑であり，因子同転と k-meansとの関係性を

議論する際，本質を理解しづらい．そこで，次の 2乗損失関数を考える．

£(A, w) = 11s -AAT -w11}. (2.4) 

ただし， Sは標本分散共分散行列（不偏分散）とする．また， II・Iサはフロベニウスノル

ムを表す．

2.2 正則化法と因子回転

正則化法は，因子回転と密接な関係がある (Hiroseand Yamamoto 2015). 本節では，そ

の関係性について解説する．

2.2.1 因子回転

正則化法について述べる前に，まず， (2.4)式の正則化項なしの損失関数£(A,w)の最小

化問題を考える．任意の mxm 直交行列 T に対し，~= AAT + w = (AT)(AT)T + w 
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が成り立っため， £(A,w) =£(AT, w)となり， (2.4)式を最小化する因子負荷行列 Aは無

数に存在する．

そこで，無数の囚子負荷行列から最も解釈しやすい因子負荷行列を推定する因子回転を

行う．具体的に，まず， (2.4)式の損失関数£(A,w)を最小にする A,wの1つを A。，屯。

とおく．次に，回転基準Q(A)を最小（もしくは最大）とする回転行列Tを求めるという

以下の最適化問題を解く．

minQ(A), subject to A=ふT,TE  O(m). 
A 

(2.5) 

ただし， O(m)={TE股mxmI TTT = Im}とする．

2.3 因子回転の拡張

いま， A。が，回転の不定性を除いて一意に存在すると仮定すると，間題 (2.5)は次のよ

うに表される．

＾ minQ(A), subject to£(A並） =£. 
A豆

(2.6) 

ただし， C= rninA,w£(A並）である．

Hirose and Yamamoto (2015)は，因子匝転よりも解釈しやすい因子負荷行列を推定す

るために，最小 2乗推定値を求めることを妥協した以下の問題を考えた．

咄心(A),subject to C(A, w)::; C*. (2.7) 

ただし，£*(£* 2: £)は定数とする.£*の値はデータヘの当てはまりのよさと因子負荷行列

の構造抽出のバランスを調整している.£* = iのときは因子回転と一致し，たが大きくな

るにつれて，構造抽出が重視される．

問題 (2.7)の解は，次の関数Rp(A,¥fl)の最小化によって得られる．

以A,¥fl) =£(A, ¥fl)+ pQ(A). (2.8) 

ただし， p>Oは£*に対応するパラメータである．ここで， (2.8)式の Q(・)とpは，それ

ぞれ (2.3)式の正則化項と正則化パラメータとみなすことができる．すなわち，因子回転

の自然な拡張が，正則化法となっている (Hiroseand Yamamoto 2015). また，正則化法

でp→0としたときの推定値が因子回転に対応する．それゆえ，正則化法は因子回転よ

りも構造抽出を重視する手法であることがわかる．
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2.4 正則化項

およそ 15年前， Jennrich(2004, 2006)は，因子回転の基準として，パラメータの各成

分に対して独立に制約を置く Componentloss criterionとよばれる基準

P m 

P(A) =LL Po(I心 I) (2.9) 
i=l k=l 

を提案した．ただし， Po(・)は， componentloss functionとよばれるもので，この関数を

変えることにより様々な正則化項が得られる．たとえば， P0(x)= xのとき，ム正則化法

でよく用いられる Lasso(Tibshirani 1996) 

p m 

P(A)= LLI心I,
i=l k=l 

(2.10) 

となり，より複雑な関数を仮定することにより，以下のMCP(Minim邸 ConcavePenalty, 

Zhang 2010) 

P m I栖|

pP(A; p; 1) =苫苔1(1-~)+dx 

--I(I心I<P,) +二I(I心I~P,)}＝言言{p(1心| 入7k)
2p, 2 

が得られる．ここで，,>〇は MCPのチューニングパラメータで，？の値が小さいほど

スパースになりやすい．なお，？→ (X)のとき， MCPはLassoと一致する.LassoやMCP

を用いることにより，因子負荷量のいくつかは正確に 0と推定されるため，解釈しやすい

構造が得られる．

しかしながら， Lassoタイプの正則化法によって得られた因子負荷行列は，従来の因子

回転でよく用いられる Varimax甚準や Quartimin基準によって得られる因子負荷行列と

大きく異なる．実際， Lassoを用いると， Aの成分のうち一部を「ぴったり」 0にしよう

とするため，他の非ゼロのパラメータに影響を及ぼすことがある (Hiroseand Yamamoto 

2014). 一方で，従来の因子回転は，ぴったり 0にするのでな<,0と非 0のコントラスト

を明確にする．それゆえ， Lassoよりも従来の因子回転のほうが頑健な結果が得られる．

3 Quartimin基準

本稿では，直交回転・斜交回転でよく用いられる Quartimin基準 (Carroll1953) 

m m p 

QQMIN(A) = LL L砧碍 (3.1) 

k=l lc/k i=l 



90

凡
一
。

＿〇
＿〇
＿〇
＿
o＿〇
〇

＿
o
*
-＊
-＊

0 0 0 

/IV¥ /IV¥ /f¥ 区l囚五l囚五l囚エ囚囚三五］

閑 3.1:Perfect simple structureを持つ囚子負荷行列（左）と対応するパス圏（右）．左図

の＊は非ゼロ要素を表す．また，それぞれの因子がクラスターと対応しており，この場合

は， 1~4変数， 5~8変数， 9~11変数それぞれがクラスターになっている．

に韮づく以下の関数

以A,w) =£(A, w) + pQqMIN(A) (3.2) 

の最小化問題によってパラメータを推定することを考える．いま， (3.1)式が最小となる

のは，因子負荷行列の各行の非ゼロ要素が 1以下のとき，すなわち，完全単純構造のとき

に限る．それゆえ， p→00のとき，得られる因子負荷行列は完全単純構造となる．

完全単純構造は，因子分析において望ましい性質のひとつである (Browne2001). 実際，

完全単純構追であるとき，どの因子がどの変数に影響しているのか明確に分かれているた

め，因子の解釈が容易になる．また，完全単純構造は変数クラスタリングと対応している

(Browne 2001). たとえば，図 3.1はp= 11, m = 3のときの完全単純構造を表している．

実際， 1~4変数， 5~8変数， 9~11変数それぞれが 1つのクラスターになっているため，

観測される 11変数を 3つのクラスターに分けたとみなすことができる．

なお， Hiroseand Terada (2016)は， (3.1)式に絶対値に甚づく項を追加したPrenet(Prod-

uct elastic net)正則化

m m p 

QPrenet(A) =ことL(a砧碍+(1-a)I心II心I),
k=l号k i=l 

(O:::;a<l) (3.3) 

を提案した．絶対値の項を含む Prenet正則化を用いることにより， p→ooでなくても，

十分大きい有限の pに対し，完全単純構造を推定することができる．

4
 

k-meansとの関係性

先に述べたように， pを十分大きくしたときに得られる完全単純構造は，変数クラスタ

リングと対応する．それでは，そのクラスタリングは，従来のクラスタリング手法とどの
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ような関係性があるだろうか．本節ではこのことを考察する．

いま，ふを nxpデータ行列とし，ふ＝（ぷ，．．．ぢ）で表されるとする．ここで，叫

はふの第i列ベクトルとする．このとき，叩，...,x; をk-meansによってクラスタリング

することを考える． □(k = l, ... ,m)を第Kクラスターに属する変数の番号を集めた集合

とする．たとえば，図3.1に対しては， C1= {1, 2, 3,4}, C2 = {5, 6, 7, 8}, C3 = {9, 10, 11} 

である．このとき， k-meansの目的関数を (N-l戸倍した関数は

m p 
1 

N-1LLII叫ー亨=Lsiiー文；LL  Sij (4.1) 
k=l iECk i=l k=l iECk jECk 

で与えられる．ただし，四=#{Cふ μk= *~iECk x; (k = l, ... , m)とする．また，

Sijは，標本分散共分散行列 Sの第 (i,j)成分であり，データが中心化されているため，

Sij = Xゾぢ/(N-1)で表される．

(4.1)式の k-meansによる変数クラスタリングは以下の問題と同等になる (Dinget al. 

2005). 

minllS-AAりI~, subject to晶＝
A 

{ 1/高 iECふ
0 i (/_ Ck, 

実際， (4.2)式の目的関数を展開すると， ATA= Imを満たすため，

IIS-AATI仕=11s11~- 2tr(SAAT) + IIAATII~ 
m 

1 
= 11s11 デー 2L — L LBij+m 

k=l Pk iECk jECk 
m 

1 
=-2L — L Lsij+c 

k=l Pk iECk jECk 

(4.2) 

となり，定数項を除いて (4.1)と同等の関数となっている．ここで， CはAに依存しない

定数とする．

(4.2)式の最適化問類は，因子負荷行列に強い制約

心={ 1/高 iE C'如

0 i et Ck, 
(4.3) 

をおいた因子分析モデルの推定であるとみなせる．そのため，因子分析モデルと k-means

は密接に結びついていることがわかる．しかしながら， (4.2)式の最適化間題は，独自分

散Wに依存しないなど，因子分析モデルとはかなりかけ離れているものになっている．そ

こで，この問題を因子分析モデルの推定に近づけることを考える．

まず， (4.3)式が成り立てば，入Tk入Tz= 0 (k =/ l)が成り立つ．そこで， (4.2)式の問題を

ゆるめ，さらに目的関数に W を加えた以下の最適化間題を考える．

閃阻11s-AAT -w112 subject to碍心=0 (kヂl). (4.4) 
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この最適化問題の解は， (3.2)式の最小化問題の p→CX)としたときの推定値と一致する．

そのため， Quartimin(もしくは Prenet)基準に基づく正則化法は， k-meansを緩和した問

題と対応している．

それでは， k-meansに対応する問題 (4.2)と， Qaurtimin晶準でp→CX)とした問題 (4.4)

は，どのような違いがあるのだろうか．以下，その違いをまとめた．

• 問題 (4.4)の条件では，各クラスターに対して因子負荷量の値がすべて同じ値になら

なくても良い．さらに，因子負荷量が負の値をとっても良い．これは，負の相関を

持つ 2つの変数が同じクラスターに属するのを許すことを意味する．以上より，問

題 (4.4)の囚子分析のほうが，問題 (4.2)のk-meansよりも変数とクラスターとの関

係性をより豊かに表現することができる．

• 問題 (4.4)では， Wが正定値であると仮定して Wを推定する．それゆえ，各変数に

対して共通囚子で説明できない部分を独自囚子として表現している．一方， k-means

に対応する問題 (4.2)は，そのような独自因子を仮定していない．

これらの違いを踏まえて，実際のデータ解析を行う上で，因子分析による完全構造推定

が， k-meansによる変数クラスタリングよりもどのような点で優れているのだろうか．筆

者は，以下の 2つが因子分析の強みだと考えている．

1. 変数の数が多い場合，どのクラスターにも属さないような変数がある状況が考えら

れる．たとえば，画像のピクセルを変数だと思ったピクセルクラスタリング(Hirose

and Terada 2016)が挙げられる．このとき，分散が小さかったり他の画素とは相関

関係のない画素が存在する．その場合，通常の k-meansではすべての画素を平等に

クラスタリングするが，因子分析では，相関関係のない画素は独自因子として表現

される．

2. 因子分析では，負の相関関係がある変数に対して同じクラスターだとみなされるた

め，たとえばアンケートデータに対し，「商品 Aは好きであるが商品 Bは好きでな

い」などの負の相関関係のある項目を，同じクラスターとみなすことができる．

5 おわりに

本稿では， Quartimin基準による因子分析モデルの構造正則化について考察した.Quar-

timin基準による正則化項を用いると， p→ooのときに完全単純構造が得られる．また，

この間題は k-me皿 sの変数クラスタリングの一般化とみなすことができる．さらに，実

用上， k-meansよりも優れている点があることを述べた．



93

因子分析モデルにおいて，変数の数が小さい場合は，わざわざ完全単純構造を推定しな

くてもよく， Varirnax回転などの因子回転を用いて因子負荷行列の 1つ1つの成分を見て

因子を解釈すれば良い．ところが，遺伝子データなど，変数の数が大きい場合は，通常の

因子分析では因子の解釈がしにくくなる．その場合，完全単純構造が有用となると考えら

れる変数の関係性を解釈しやすく，かつデータヘのフィッティングも考慮した因子分析

は，今後高次元データのクラスター分析手法として大きな可能性を秘めている筆者は考え

ている．
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