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コホモロジ一環について

(On Hochschild cohomology ring of the integral 
group ring of split metacyclic groups) 

速水孝夫 （北洵学園大学工学部）

Takao Hayami (Faculty of Engineering, Hokkai-Gakuen University) 

Introduction 

Rを可換環， AをR上有限生成で射影的なR上の多元環， M を両側Aー加群としたとき，

各次元 n~O に対するホッホシルトコホモロジー (Hochschild co homology)群

Hn(A, M) := Ext佑(A,M)

が定義される．さらに M=Aであるとき，

HH*(A) :=④ Hn(A, A)(=④ Ext岱(A,A)) 
n:"'. ゚ n:"'.0

にカップ積（または米田積）によって次数付き環としての構造を導入することができ，これを

一般にAのホッホシルトコホモロジ一環とよぶ．ホッホシルトコホモロジ一環HH*(Jl)は

graded-commutativeである．つまり， aEH印 (11),(3E HHq(Jl)に対し， a(3= (ーl)Pq(3a
が成立する．特に体上の有限次元多元環のホッホシルトコホモロジーについては，表現論

との関わりで様々な研究が行なわれきている．

Gを有限群とする．可換環R上の群環RGのホッホシルトコホモロジ一環は興味深い

対象の一つである.Gがアーベル群の場合， Holm[11]及びCibils-Solotar[3]によって環

同型

HH*(RG) c::c RG御 H*(G,R) 

が示された．しかし， Gがアーベル群でないときはこのような明確な記述を得ることは難

しいと思われる．また，環同型HH*(RG)c::c H*(G,』RG)(=④n::>_O Ext如(R,』RG))が存
在することから（例えば[14,§3], [13]などを参照），これを通して有限群のコホモロジーに

帰着することができる．ここで，ゅRGは共役によって RGをC加群とみなしたものであ

る．一方で， G;をGの共役類の代表元の中心加群とするとき，加群としての同型

HH*(RG) c::c EE籾*(G;,R)

は以前から知られていたが([2,Theorem 2.11.2]), Siegel-Witherspoonはこの加法群とし

ての同型が環同型になるように，右辺に特別な積が入れられることを示した ([14]).同時

に彼らはこの結果を用いて， lF益3,lF2A4, 凡D2nのホッホシルトコホモロジ一環の構造を

決定している．
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以下では， Siegel-Witherspoonによって示された環同型について，簡単にご紹介したい．

叫=1), g2, g3, •••,gr は G の共役類の代表元とし，各 g; の中心加群を G;とする．次の 2

つのRG;準同型09,: R ---+ RG; 入←→入g;,1r9, : RG ---+ R; 区aEG入aa←→ 入g,はコホモ
ロジーの写像e;,: Hn(G;, R) ---+ Hn(G;,』RG)と1r;,:印 (G;,』RG)---+ Hn(G;, R)を誘
樽する．そして，

布：印(G;,R)→ 庄 (G,心RG);a← cor乳似(a)

と定めると，次の加法群としての同型(AdditiveDecomposition)を得る：

<I>: H*(G訊G) 二〶H*(G;,R);〈←• (1r;,res乳(());.

逆写像はの一1(a)= "f;(a) (a E Hn(G;, R))によって与えられる.Siegel-Witherspoonに

より，この加法群としての同型が環同型になるように，右辺に特別な積が入れられること

が示された ([14,§5]参照）：

Theorem 1 (Product Formula). H*(G訊 G)('.::::'HH*(RG))において，次が成立する：

訊a)'----'"!J(f3)= L "/k (car魯(res閤b*a'----'res冒(ba)*f3))
aED 

ただし， aE H*(Gi, R), (3 E H*(GJ, R)とし， Dは両側剰余類Gi¥G/G1の代表元の集合

とする．また， k= k(a)とb= b(a)は保=(bgib-1)((ba)g1(ba)-1)を満たすようにとり，

w = bGi nbacjとする．

特に， 11:H*(G,R)---+ H*(G,,;,RG); a←→ 0r(a) (0lは01:R→ RG;r→ r・lから
誘導される）は単射環準同型である．この結果が示すことは，群環のホッホシルトコホモ

ロジーにおけるカップ積は，有限群のコホモロジーにおけるカップ積とレストリクション

やコレストリクションを用いて記述できるということである．

今回は，前回 (2017年）のコホモロジーの集会で，ある splitmetacyclic群の整係数の群

のコホモロジ一環の構追を決定し，さらに整係数群環ZGのホッホシルトコホモロジ一環

の構造を決定したことをご報告させていただいた ([10]).今回は，前回の集会の際に発表

できなかった，他のsplitmetacyclic群の群環のホッホシルトコホモロジーや，その後の

進展状況についてご報告したい．

まず， Gを次のような位数2r(r 2: 2)のsplitmetacyclic群

G=〈x,yI xr =炉=l,yxy―1=が〉

とする．ただし， 1< t < r-l t2 = 1 (mod r)とする．ここでは， Gの整係数群環のホッホ
シルトコホモロジ一環を決定することを目標としている．現在までに， Gが位数2n(n 2: 3) 

の二面体群D2n場合や ([7],[5], [12]), Gが位数沙 (k2: 4) の準二面休 2—群 SD笠場合 ([8],

[6]), Gがr= 4£, t = 2£+ 1の場合(2017年のコホモロジーの集会で発表）に HH*(ZG)

の環構造が決定されている ([10],[1]). 以下の第1・2章では， r= 4£(C 2: 2), t = 2£-1の
場合（位数8£の準二面体群の場合）に，整係数の群のコホモロジ一環の構造を決定し，さ

らにZGのホッホシルトコホモロジ一環の構造を決定したので，まずそれについて述べる

ことにしたい([9]).
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§1. r = 4£, t = 2£-1 (£2". 2)の場合の整係数のコホモロジ一環

第1章を通して， Gは次のような位数8£(£2".2)のsplitmetacyclic群とする：

G=〈x,yI x4£=炉=l,yxy―l=X況ー1〉

ここでは，まずGの整係数のコホモロジ一環について考察する．

一般のsplitmetacyclic群に対しては， zの自由分解がWall[15]によって与えられてい
る.Wallの自由分解を用いると，米田積の計算やレストリクションなどの計算をする際

に，柑当複雑な計算が必要になる．前回のコホモロジーの集会では，これらの計算を少し

でもしやすくするため， Wallの自由分解よりも使いやすい自由分解を構成することを考

え， r= 4£, t = 2£+ 1の場合に，新たな自由分解を構成することができたので，それに

ついてご紹介した．しかしながら，今回の r= 4£, t = 2£-1のケースは，前回の集会で

発表したよりも前に計算していたものであり， Wallの自由分解を用いて計算を行ってい

る．なお，前回構成した自由分解を位数2rの場合に一般化できたので，それについては

後述させていただくことにしたい．

以下では， Wallの自由分解について述べる.q2".0とし， ZGのq+l個のコピーの直

和を％とおき， c~, c~, ... , ci+1 (E Yq)を，
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と定める．便宜上， k<Oまたはk>q+lのときは，玲 =0としておく．また，

k-1 

芯＝｛旦ぶ (k:, 1), 凡＝囚+I,品 ~yN,'-1, 1;,., ~ ~(t"+'-1), 

0 (k = 0), 

とおき，特に， N=心とする．左 ZG-準同型％：％→ Yq-1を

似c『)＝

N心 +R9玲-1
(x-1)点吋— S弓ヰ点-1 -Tq-kぷ
(x-l)c信f-R門旦c~_1 -Tq-k心＿ー｝

Nぷ +sデc~-1

for q even, k even, 

for q even, k odd, 

for q odd, k even, 

for q odd, k odd. 

と定める．このとき，

(Y心）： •.. → Yn均Yn-1→ ••• → Y1凶％与Z→ O 

はGに対するzの自由分解を与える ([15]).ただし， cはaugmentationとする．
次に， Gの部分群の整係数コホモロジ一環について述べ， Gの整係数コホモロジ一環の

構造について考察する．以下では， tが偶数の場合と奇数の場合に分けて述べる．
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§1.1 /i, が偶数のとき

£が偶数のとき， Hn(G,Z)の加群構造は次の通り：

z
 

for n = 0, 

0 for n = l 3 
'' 

Hn(G,Z) = { 
Z/4£Z① (Z/2Zt for n = 4k (k =J 0), 
(Z/2Z)k for n = 4k + 1 (k =J 0), 
(Z/2Z)k+2 

(Z/2Z)k 

for n = 4k + 2, 
for n = 4k + 3 (k -=J O). 

そして， H*(G,Z)の加群の生成元を次のようにとる：

f := (2£, 1 -£, 0), /3 := (0, 0, 1) E H2(G, Z); (:= (1, 1 -£, 0, 0, 0) E H4(G, Z); 
K := (0, 2£, ―½(1+ 炉）， 0,0, 0) Eが (G,Z).

次に， Gの次の部分群

〈x〉, 〈X2f,y〉(':::'Z/2Zx Z/2Z), 〈xy〉(':::'Z/4Z), 〈x2e〉, 〈y〉

の整係数コホモロジ一環を考える：

H*(〈x〉,Z) = .Z[0"]/(4駈）， (deg CY= 2), 

H*(〈x竺y〉,Z) =Z[入，μ,v]/(2入，2μ,2v, v2 +入μ2十入2μ),

(deg入=degμ=2,degv=3), 

H*(〈xy〉,Z) = Z[p]/(4p), (degp = 2), 

H*(〈x吟，Z)= Z[TJ]/(2TJ), (degrJ = 2), 

H*(〈y〉,Z) =Z位]/(2{}), (deg{}= 2). 

そして， Gのコホモロジーと，これらの部分群のコホモロジ一環の間のレストリクション

やコレストリクションなどが必要になる．レストリクションは自由分解(Y,<5)及び部分群に

対するzの自由分解との間の chainmapを直接構成することなどにより得られる．また，
コレストリクションは，レストリクションの計算結果に， Doublecoset formula, Frobenius 

の相互律やその他の性質を用いて計算することにより得られる．これらの計算結果につい

ては， [9,§3.2, 3.3]を参照．

そして， H*(G,Z)の加群の生成元の間の米田積を計算したり，レストリクションの計

算結果を用いることにより，コホモロジーの環構造が得られた．

Proposition 2. £ が偶数のとき， Gの整係数コホモロジ一環の構追は次の通り：

H*(G, Z) = Z[/3, ~'(, "']/(2/3, 2~, 4な，2K,,(3~, ざ，邸，K,2-(3忙）．

tこtこし， deg/3 =deg~= 2, deg(= 4, deg"'= 5. 
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Remark 3. £= 2k (k 2:: 1)のとき， H*(G,Z)の環構造はすでに， Evensand Priddy [4] 

によって与えられている．

しかしながら， iが2ベキ以外の場合に，整係数コホモロジ一環の構造を決定している

文献は見当たらない．

§1.2£ が奇数のとき

§1.2では，£が奇数の場合を考える．まず， Gの整係数のコホモロジーの加群の構造は次

の通り：

z for n = 0, 

゜
for n = l, 

印 (G,Z)=<Z/4£Z EB (Z/2Z)2k for n = 4k (k-/= 0), 

(Z/2Z)2k for n = 4k + 1 (k =J O), 
Z/4Z① (Z/2Z)2k+l for n = 4k + 2, 
(Z/2Z)2k+l for n = 4k + 3. 

そして， H*(G,Z)の加群の生成元として，

~:= (£, ら(1-£), 0), f3 := (0, 0, 1) E H2(G, Z); T := (0, 2, -1, 0, 0) E H3(G, Z); 
(:= (1, 1 -£, 0, 0, 0) Eが (G,Z)

をとり， Gの次の部分群

〈x〉(c::::Z/4厚），

〈x£ぶy〉(c::::Z/4Z x Z/2Z) for i = 0, 2, 

〈が，xf+iy〉(c::::Z/4Z x Z/2Z) for i = 1, 3, 

〈x£〉(c::::Z/4Z), 〈y〉(c::::Z/2Z), 〈x2£y〉(c::::Z/2Z) 

の整係数コホモロジ一環

H*(〈x〉,Z) =Z[び]/(4屈）， (degび=2), 

H*((叶，がy〉,Z) =Z[心μぃ叫/(2入，4μ;,2巧，叶），

(deg入=deg仏=2, deg坊 =3(i=0,2)), 

H*(〈xc,xf+iy〉,Z) =Z[入i,μぃ叫/(2入;,4μ;,2v;, 叶），

(deg入;= deg仏=2, deg v; = 3 (i = 1, 3)), 

H*(〈が〉，Z)= Z[a]/(4a), (deg a= 2), 

H*(〈y〉,Z) =Z防]/(2{}1), (deg{J1 = 2), 

H*(〈x2ey〉，Z)=Z[あ]/(2あ）， (deg也=2) 

を考える.£ が偶数のときと同様，レストリクションやコレストリクションなどを計算し

た([9,§5.2, 5.3]参照）．そして，米田積やレストリクションを計算することにより，コホ

モロジーの環構造が得られた．
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Proposition 4. £ が奇数のとき， Gの整係数コホモロジ一環の構造は次の通り：

H*(G,Z) = Z[(3,(,T,(]/(2(3,4も2T,4£く，e-£2(, 72). 
ただし， deg(3=deg(= 2, degT = 3, deg〈=4とする．

§2. r = 4£, t = 2£-1 (£;:::: 2)の場合のホッホシルトコホモロジ一環

第2章では， Gの整係数群環のホッホシルトコホモロジ一環の構造についてご紹介す

る．積の計算は，第 1章で得られたレストリクションやコレストリクションなどの計算結

果と， Siegel-Witherspoonによって得られた環同型（定理1)を用いて得られる．以下では，

£が偶数の場合と奇数の場合に分けて述べる．

§2.1£ が偶数の場合

記号は§1.1のものをそのまま用いる.Gの中心化群の整係数コホモロジーの加群構造と，

加法群としての同型(AdditiveDecomposition)を用いると， ZGのホッホシルトコホモロ

ジー加群の構造が分かる．

HHn(ZG) = < 

炉 +3 (n=O), 

(Z/2Z)4k+l① (Z/4£Z)況+1⑤Z/4Z (n = 4k (k =J 0)), 

゜(Z/2Z)4k 
(n = 1), 

(n = 4k + 1 (kヂ0)),
(Z/2Z)4k+6 〶 (Z/4巳）2£-1 〶 Z/4Z (n = 4k + 2), 
(Z/2Z)4k+l 

次に， Gの共役類の代表元を

(n = 4k + 3). 

釦=1, g2 = X竺gi+2=が (1さiさ£),

gf+i+2 = X2Hi (1さi<£), g2H2 = Y, g2H3 = xy, 

のようにとると，これらの中心化群は

G1=伍=G, Gi+2 =〈x〉(1::; i < 2£), 

G況+2=〈x竺y〉(c::::Z/2Z x Z/2Z), G2£+3 =〈xy〉(c::::Z/4Z), 

である．そして，次のようにおく．

A2 = 11 (/3), B2 = 11 (t), 山=,1(く），ふ＝叫,,,,),D。＝叫1),

(Ci)o = ri+2(l) for 1さi::;£, (C山＝予+2(び） for 1 ::; i ::; £, 

E。=,2c+2(1), E2 = ,2c+2(μ), E3 = ,2c+2(v), E5 = ,2c+2(μv), 
F。＝宣+3(1)'的＝訟+3(P),
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2 (k = 0), 

(C砂o (0 < kさ£),

(U: ふ =~D。(Cい）。 (£< k < 2£and k even), 
(C2e-k)。 (£< k < 2£and k odd), 
2D。 (k = 2£), 

B2 (k = 0), 

(C砂2 (0 < kさ£),

（闊 =~tD0(02い）2 (C < k < 2£and k even), 
t(C況心）2 (I!< k < 21! and k odd), 
D。B2 (k = 2£). 

さらに， I。=D。+1, Ji。=D。ー1,(U-k)。=D。(U2t-k)。for1 :::; kさ2£,(V_山＝
Do(怜f-山 for1 :::; k::; 2£ とおく．
禎の計算については， 0次の生成元の間の積については， ZGの中心における通常の積

に一致することを用いる．また，他の生成元の積は定理l(ProductFormula)及び，レス

トリクションやコレストリクションなどの計算結果などを使い計算することにより得られ

る．また， HH*(ZG)はH*(G,Z)を部分環として含んでいることも用いる．

このとき， H*(G,ゅZG)(c:::-HH*(ZG))は，上記の元の積によって生成されることが確

認できる．また，環構造を記述するために必要な生成元の間の関係式もすべて得ることが

できた．結果として，次の定理を得た．

Theorem 5. £ が偶数のとき，ホッホシルトコホモロジ一環H*(G,ゅZG)(c:::-HH*(ZG)) 

は可換環であり， ZJ:::次の元の積で生成される：

D。,(C』o(1 :::; i :::; £), E。,F。EH0(G, 心ZG),
A2, B2, (C山 (1さiさ£),E2, F2 Eが(G,ゅZG),

恥 Eが(G,ゅZG),A4 Eが(G,ゅZG),A5, E5 Eが (G,ゅZG).

生成元の間の関係式は次の通り：

(i) degree-0 relations 

I。J。=Jo(C枷 =Ji。E。=Ji。F。=0, 

叫 E。={2E。(ieven), (Ci)。F。={2Fi。(ieven), 
2Fi。(iodd), 2E。(iodd), 

腐＝吋=2£I,。(1+ (f喜心）。）+ 2£(Ct)o, E。F。=2虐Ia(C2k-1)0,
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(C』o(Cj)o= {い）o + (Ui-j)。 (jeven), 
(Ui+j)o + D。(Ui-j)。(jodd); 

(ii) degree-2 relations 

2A2 = 2B2 = 4£(C山=2尾 =4凡=0,D。(C山=t(C贔

I。局 =E。心 I。凡=(Ci)凸 =E。凡=0, Fi凸 =Fi。凡=2F: 釦

(Ci)。凡=2£(C晶 (C』o尼=E0(C山={ 0 (i even), 
叩 (iodd), 

(Ci)。凡 =Fi。(C山＝｛訊 (ieven), 
0 (i odd), 

似）o(~ 山=r¼ → + t(V; ー山 (j even), 
叫）2+tD。(¼← jh (j odd), 

(£/2)-1 

疇 =Fi。的十I凶=Io(A2 + B砂+2£L  Io(C2山 +2£(C贔
k=l 

£/2 

E。的＝疇 =2心 Io(C2k-1加
k=l 

(iii) degree-3 relations 

2恥 =I,。恥=(Ci)o恥 =E。応 =Fi。恥=O; 

(iv) degree-4 relations 

4凶 =2E。山=4Fi。山 =A晶=B~= A2(C山=B心 =0,

A迅 =B迅=2Fi。A4,B2(C山=2£(C』叫

叫 (C山=r(Ui+j)o + t(Ui-j)o)出 (jeven), 

((Ui+j)o + tDo(Ui-j)o)ん (jodd), 

(C山尾＝｛゜ (i even), (Ci)迅={2Fi。ふ (i even), 
2Fi。山 (iodd), 0 (i odd), 

(£/2)-1 

腐 +A~= F. 皇=2£,I,。出+2£LI0(C叫凸+2£(C枷A4,
k=l 

(£/2)-1 

E2F2 = 2£L  Io(C証+1)。Aぶ
k=O 

(v) degree-5 relations 

2A5 = 2恥 =(CふAs=Fi。A5=(CふEs=Fi。島 =B2島 =(C山E3= F2恥=0, 

E。ふ =A2島 =I,。恥， E。島 =Eふ =l,。ふ；
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(vi) degree-6 relation 

麿=O; 

(vii) degree-7 relations 

凡As=(C山As=F: 凶 =B2局 =(C山恥 =F2恥 =0;

A心＝尾A5,Eふ=A2出；

(viii) degree-8 relations 

恥ふ =E。胡A4,E3恥=/,。騎Aぶ

(ix) degree-IO relations 

A; = E; = A~A4, A5島=E2A~A4. 

Remark 6. £= 2k (k~1) のとき， HH*(ZG) の環構造はすでに， [8] によって与えられ

ている．

§2.2£ が奇数の場合

この章では， tが奇数の場合のホッホシルトコホモロジ一環について考察する．記号は
§1.2のものをそのまま用いる.Jl, が偶数のときと同様に，加法群としての同型(Additive

Decomposition)を用いると， ZGのホッホシルトコホモロジー加群が分かる．

炉 +6 (n=O), 

(Z/2Z)4n EB (Z/4£Z)況+2EB (Z/4Z)4 (n = 4k (k # 0)), 

HHn(zG) = < ゜(Z/2Z)4n-4 
(n = 1), 

(n = 4k + 1 (kヂ0)),

(Z/2Z)4n① (Z/4厚）2£-2① (Z/4Z)8 (n = 4k + 2), 

(Z/2Z)4n-4 (n=4k+3). 

また， Gの共役類の代表元を次のようにとり，

恥＝訊 (i= o, 1,2,3), g; 十4=が (1::; i <£), 

gい+3= X況十i(1 ::; i <£), g況十i+3=xiy(i=0,1,2,3), 

そして，これらの中心化群を次のようにおく：

G; = G (i = 1,2,3,~), Gi+4 =〈x〉(1:S i :S 2£-2), 

(i=0,2), G況十i+3= {〈xR,xiy〉
〈xR,xf十iy〉(i=l,3). 

さらに，次のようにおく：

A2 = "11(/3), B2 = "11(~), Aa ='Y1(T), 山="(ぷ）， D。=叫1),
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(Ci)o = "/i+4(1) for 1::::; i <£, (C』2= "/i+4に） for 1 ::::; i <£, 

E。="/2e+a(l), Fi。＝四+4(1),

2 (k = 0), 

(C砂o (1 :::; k <£), 

(U: 砂o= 2D。 (k =£), 

D5(C2t-k)。 (£< k < 2£and k even), 

(C2c-k)。 (R < k < 2/J, and k odd), 

2B2 (k = 0), 

(C心 (1 ::; k <£), 

(Vi心＝ 2D。B2 (k =£), 

tD5(C2e-k)2 (£< k < 2£and k even), 

t(Cu-k)z (£< k < 2£and k odd). 

また， (U_k)o= D5(U2c-k)。， (V一心=D5(怜C-心とする (1<::: k <£). 

£が偶数の場合と同様にして， H*(G,ゅZG)(':::'HH*(ZG))は，上記の元の積によって生

成されることが分かり，そして，環構造を記述するために必要な生成元の間の関係式もす

べて得ることができた．

Theorem 7. £ が奇数のとき，ホッホシルトコホモロジ一環H*(G,ゅZG)(':::'HH*(ZG))

は可換環であり， Z上次の元の積で生成される：

D。,(C;)o (1<:::i<£), E。,F。EH0(G, ゅZG),

A2, B2, (C山 (1<::'. i <£) Eが(G,,;,ZG),

ふ Eが(G,嘉G),A4 Eが(G,喜G).

生成元の間の関係式は次の通りである．また， l<::'.i,j<£ とする：

(i) degree-0 relations 

Dt = l, D。E。={ Fi。
D5Fi。
(£= 1 (4)), 

(£ 三 3(4)), 

2E。 (i三 0(4)), 

D。(Ci)。=reい）。
D5(Cい）。

Ci oE。-
(i even), () _ j 2F0 (i三 1(4)) 
(i ad心， 2D5E。 (i三 2(4)), 

腐=£+区 C(Cs)o+区虞(Cs)o,
l<s<C and 
S三0(4) 

l<s<C and 
Scc2 (4) 

2D肝F。 (i = 3 (4)), 
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(C』o(Cj)o= {い）o+(叫）o (j even), 
(Ui十j)o+ D名(Ui-j)o (j odd); 

(ii) degree-2 relations 

砂=4B2 = 4C(C山=(Ci)凸=0, (C』o凡=C(Cih, 
I' 

謳 B2

D。(C山＝｛〗~(~',), ;: : 二，）'E。(C山~! ~~11;,B, 

(C』o(C山=r¼ 十山 +t(¼-山 (j even), 

(¼ 十山+tD5(V;ー山 (j odd); 

(iii) degree-3 relations 

2A3 = (Ci)凶=O; 

(iv) degree-4 relations 

2D胚0B2

(i三 0(4)), 

(i三 1(4)), 

(i = 2 (4)), 
(i三 3(4)), 

鱈 =4E。山=A2(C山=0, B~= 炉A4, B2(C山＝凶(C』o,

(C山(C'.山＝｛（（応）o + t(Ui-j)o)山 (jeven), 

((Ui+1)o + tD5(U;-1)o)山 (jodd); 

(v) degree-5 relations 

A3(C山=0;

(vi) degree-6 relation 

A~= 0. 

§3. 一般の場合に向けて

第3章を通して， Gは次のような位数2r(r~2) の split metacyclic群

G=〈x,yIが＝炉=l,yxy―1=が〉

とする．ただし， 1::; tさr-l, t2 = 1 (mod r)とする．
一般のsplitmetacyclic群に対しては， zの自由分解がWall[15]によって与えられてい
るが，これを用いると，米田積の計算やレストリクションなどの計算をする際に，相当複

雑な計算が必要になる．これらの計算を少しでもしやすくするため， Wallの自由分解より

も使いやすい自由分解を構成することを考えた．前回のコホモロジーの集会(2017年）で

発表したGがr= 4£, t = 2£+ 1の場合では， Wallの自由分解を改良した新しい自由分解

を構成し，それを利用して Gの整係数コホモロジ一環の構造を決定し， ZGのホッホシル

トコホモロジ一環を決定した．これにより，米田積の計算やレストリクションなどの計算
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をする際に計算の煩雑さをある程度回避することができた．なお，第 1・2章の内容につ

いては，前回のコホモロジーの集会(2017年）で発表したよりも前に計算したため， Wall

の自由分解を用いて計算している．

今回，前回のコホモロジーの集会(2017年）で発表した新しい自由分解が， Gの位数が

2r (r~2) の場合で一般化できることが確認できたので，まずはそれについてご報告させ

ていただ<.q~0 とし， ZG の q+l 個のコピーの直和を％とおき， c!, c~, ... , ci+l(E Yq) 

を， K

点=(9, ... ,0,i,o, ... ,o_) 
q+l 

と定める．便宜上， k<O または k>q+l のときは， c~= 0としておく．また，

心＝｛尺が (k:, 1), M, ~{尺丑 (k ミ l),T~f-1.
0 (k=O), 0 (k=O), r 

とおき，特に， N=N4tとする．左ZG準同型心： Yn→ Yn-1 (n > 0)を次のように定
義する：

(i) nが偶数のとき，

（がー l)cい+(Nt-Y)点―=i+ Tc~ ロ~ for n -k三 0(mod 4), 

似硲）＝｛
Neい+(Mt+y)cい forn -k三 1(mod 4), 

(x-1)虚-1―(y-l)c~=i for n -k三 2(mod 4), 

Neい+(y + l)c~ ニi for n -k三 3(mod 4). 

(ii) nが奇数のとき，

似点）＝、

(x-l)cい— (Mt+ y)c~=i + Tc~ ロf
Nc~_1 —(Nt -y)c~-1 

（がー 1)点-1―(y+ l)c~=i 

Neい+(y-l)cにi

このとき，次が成立する：

Proposition 8. 上の記号の下で，

for n -k三 0(mod 4), 

for n -k三 1(mod 4), 

for n -k = 2 (mod 4), 
for n -k三 3(mod 4). 

(Y, 8): .. ・ → Yn均Yn-1→•• • → Y1~Yo 今 Z → O 

はGに対するzの自由分解を与える．ただし， eはaugmentationとする．

この自由分解により， Wallの自由分解を用いるよりも，整係数コホモロジ一環H*(G,Z) 

の積の計算がしやすくなったり，また部分群のコホモロジ一環との間のレストリクション

などの計算もかなりしやすくなると考えられる．
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今回の研究集会では， rが奇数の場合にZGのホッホシルトコホモロジ一環の構造につ

いて最近分かったことを発表させていただいた.rが偶数の場合は，これまで分かってい

るものに加えて，前回や今回の集会で発表させていただいた場合を含めた一般の場合で，

ホッホシルトコホモロジ一環の構造を決定する際には，まだクリアしなければいけない点

もあり，まだ結果が見える段階にはいたっていない．しかしながら，見通しはよくなって

いるので，今後また別の機会に，さらに一般の場合についてご報告させていただければ寺

いである．
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