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実閉体上のデファイナブルびG多様体の相
対性質について

川上智博

和歌山大学教育学部数学教室

1 序文

ここでは、実閉体 Rの通常の構造 (R,+,・，＜）の順序極小拡張構造N=
(R,+,・,<, …）において、デファイナブルびG多様体の相対性質について考
察する。順序極小構造は、実数体戦の順序極小拡張構造M=(恥＋，・，＜，．．．）
に限っても、 [7]により、非可算無限個存在することが知られている。
デファイナブル集合・デファイナブル写像に関して、 [1],[2]などに性質
がまとめられている。また、 [8]では、実数体股の場合において、順序極小構
造より一般化された形でまとめられている。

ここでは、デファイナブル写像は連続とし、特に断らなければ、すべて

N = (R, +, ・, <, …）で考えるものとする。

2 準備

Rを実閉体とする。
構造N=(R,(fふ(LJ),(c砂）とは、以下のデータで定義されるものである。

1. 集合RをNのunderlyingsetまたはuniverseという。

2. 関数の集合{filiEI}、ただし Ji:Rni→ R, ni 2". 1。
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3. 関係の集合{L』jE J}、ただし LjCR叫，mj2:: 1。

4. 特別な元の集合 {cklkEK} CR。各Ckを定数という。

添字集合I,J,Kは、空集合でもかまわない。
f (L)がm変数関数(m変数関係）とは、 f:Rm→ R (L c R門となるこ
とである。

項とは、以下の 3つの規則にしたがって得られる有限列のことである。

1. 定数は項である。

2. 変数は項である。

3. fがm変数関数かつti,.,,'tmが項ならば、 f(t1,,,,,tm)は項である。

論理式とは、変数、関数、関係、論理記号、括弧、コンマ、ヨ，vからなる
有限列で、以下の 3つの規則にしたがって得られるものである。

1. 任意の二つの項t1,t2に対して、 ti=ゎと hくゎは論理式である。

2. Lがm変数関係かつ ti,... , tmが項ならば、 L(t1,... , tm)は論理式で
ある。

3. cf>とゅが論理式ならば、 ,cp,cf> V心と¢八ゅは論理式である。¢が論理
式かつvが変数ならば、（ヨv)cf>と(Vv)cf>は論理式である。

かの部分集合 X が N においてデファイナブルとは、論理式
cf>(x1, ・ ・ ・, Xn, Y1, ・ ・ ・, Ym)とb1,... , bm ERが存在して、 X= {(a1,---,an) E 
R冒(aぃ..., an, bい...'加）が Nで成り立つ｝となることである。このと
き、 Xをデファイナブル集合という。
N = (R,+, ・, <,・ ・.)が順序極小構造(a-minimalstructure)とは、 Rの任
意のデファイナブル集合が点と開区間の有限和となることである。ここで、

開区間とは、 (a,b)R = {x E Ria< x < b}, -oo :::; a< b:::; ooを表すもの
とする。順序が入れば、点と開区間の有限和はデファイナブルとなるので、

他の関係• 関数が入っても、 Rのデファイナブル集合が増えないことを意味
する。

実閉体(R,+, ・, <)は、順序極小構造であり、デファイナブル集合全体は、
semialgebraic集合全体に一致する。

Rの位相は、開区間を開韮とする位相とする。 Rnの位相は、積位相とす
る。このとき、 Rnはハウスドルフ空間となる。
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実数係数Puiseux級数剛X]II、すなわち、江ごkaぷ¼,k E Z, q E N, ai E股
と表されるもの全体は、実閉体となり、非アスキメデス的である。

実数体股、股alg= {x E町xはQ上代数的である｝は、アルキメデス的
である。

以下の事実が知られている。

定理 2.1.(1)実閉体の標数は0である。
(2)可算以上の任意の濃度 Kに対して、沙個の同型でない実閉体で濃度代
のものが存在する。

定義 2.2.(1) X c R尺 Ye茫をデファイナブル集合とする。連続写像
f :X→Yがデファイナブル写像とは、 fのグラフ (cRn X R門がデファイ
ナブル集合となることである。

(2) f: X→ Yがデファイナブル同相写像とは、デファナブル写像f':
Y→Xが存在して、 fof'= idy, f'of= idxとなることである。

実閉体R上で、実数体股のとき同様に、 l~r~oo に対して、 C惰及関数、
び級写像を定義することができる。ところが、一般の実閉体Rでは、 coo級
関数に対してさえ、中間値の定理、最大値• 最小値の定理、ロルの定理、平
均値の定理が不成立となる。また、一変数coo級関数fに対して、 f'>0な
らば、 fが増加しているという定理も不成立となる。以下がその例である。

例 2.3.N = (股alg,+, ・, <)とする。 a,bE股algに対して、 [a,b]lRalg = { X E 
恥z9la~x~b}, (a,b)股alg= {x E恥z9la< x < b}とする。関数fを
f : [1, lQ]JRalg→ 広，を[l,1r]n股alg上でx,[1r,2叶n股alg上でx-5,[21r, lO]n罠alg
上で―x+30と定義すると、 coo級関数となる。このfに対して、中間値の
定理、最大値•最小値の定理、ロルの定理、平均値の定理が不成立となる。
[1, 2叶n恥lgにおいて、 f'>0であるが、 fは増加関数でない。このfはN
においてデファイナブルでない。

デファイナブル集合 X C かがデファイナブリーコンパクトと
は、任意のデファイナブル写像 f : (a, b)R → X に対して、極限点
limx→ a+o f(x), limx• b—o f(x)がX内に存在することである。
デファイナブル集合X C Rnがデファイナブリー連結とは、 Xの二つの

空でないデファイナブル開集合Y,Zで、 X=YUZかつYnZ=0となる
ものが存在しないことである。

コンパクトデファイナブル集合は、デファイナブリーコンパクト集合で

あるが、デファイナブリーコンパクト集合は、コンパクト集合とは限らない。

連結デファイナブリー集合は、デファイナブリー連結集合であるが、デファ

イナブリー連結集合は、連結集合とは限らない。たとえば、 R=股algなら
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ば、 [O,1 ]IRalg = { X E ffi. 叫0さxさ1}は、デファイナブリーコンパクトかつ
デファイナブリー連結であるが、コンパクトでも連結でもない。

定理 2.4([6]). 即のデファイナブル集合Xに対して、 Xがデファイナブリー
コンパクト集合であることと有界閉集合であることは同値である。

コンパクト集合、連結集合の連続写像のよる像が、それぞれ、コンパク

ト集合、連結集合となることのデファイナブル版が以下である。

命題 2.5.X c R尺 Ye茫をデファイナブル集合、 f:X → Yをデファ
イナブル写像とする。 Xがデファイナブリーコンパクト（デファイナブリー
連結）ならば、 J(X)はデファイナブリーコンパクト（デファイナブリー連結）
である。

デファイナブル関数に対して、例2.3のようなことはおこらない。

定理 2.6.(1) (中間値の定理）デファイナブル連結集合X上の任意のデファ
イナブル関数J(x)に対して、 a,bEXかつf(a)=/ f(b)ならば、 J(X)は、
f(a)とf(b)のあいだの値をすべて含む。
(2) (最大値• 最小値の定理）デファイナブリーコンパクト集合x上の任

意のデファイナブル関数 f(x) は最大値• 最小値をとる。
(3) (ロルの定理） f: [a,b]R→ Rをデファイナブル関数とし、 (a,b)Rで
微分可能で、 f(a)= f(b)とすると、 J'(c)= 0となる cがaとbの間に存在
する。

(4)呼均値の定理） f: [a,b]R→ Rをデファイナブル関数とし、 (a,b)Rで
微分可能とすると、 f'(c)= f(b~ ニ~(a) となる c が a と b の間に存在する。
(5) f : (a, b)R→ Rを微分可能なデファイナブル関数とし、 (a,b)R上で
!'> 0ならば、 Jは増加している。

例 2.7.(1) N = (民alg,+, ・, <)とする。 f:艮alg→ 股alg,f (x) = 2xは定義さ
れない (/9})。
(2) N = (民，＋，・，＜）とする。 f:股→ 恥J(x)= 2xは定義されるが、デ
ファイナブル関数でない。また、正弦関数h:股→罠，h(x)= sinxは定義さ
れるが、デファイナブル関数でない。

3 デファイナブルびG多様体

R=罠のとき、デファイナブルびG多様体が[4]で考察されている。
XcR叫 Ye 茫をデファイナブル開集合とする。 l~r<oo とする。
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定義 3.1.(1)デファイナブル写像f:X→ Yがデファイナブルぴ写像と
は、 fがぴ写像となることである。
(2)デファイナブルび写像f:X→ Yがデファイナブルび級微分同相写
像とは、デファイナブルer写像f':Y→Xが存在して、 fof'= idy ,J'of = 
idxとなることである。

定義 3.2.ハウスドルフ空間Xがn次元デフアナブルC戸多様体とは、 Xの

有限開被覆｛に}7=1,炉の有限個の開集合 {¼}7=1 と有限個の同相写像{cpi : 
ui→ ¼ 犀が存在して、 uin uj =I 0ならば、叫uin uj)がデファイナブル
開集合で、叱。のil: 叫 uin uj)→ 叫uin uj)がデファイナブルぴ微分
同相写像となることである。このとき、組（｛にH=1,{ c/>i : に→ ¼}t1) をデ
ファイナブルぴ級座標近傍系という。

デファイナブルぴ多様体Gがデファイナブルぴ群とは、以下の2条件
を満たすことである。

(1) Gが群である。
(2)群演算GxG→ G,G→ Gがデファイナブルぴ級写像である。

定義 3.3.Gをデファイナブルび群とする。デファイナブルびG級多様体
とは、デファイナブルび級多様体XとG作用の： GxX→ Xからなる組
(X,cp)であって、¢がデファイナブルぴ級写像となるものである。ここで
は、 (X,cp)と書く代わりにXと書く。

定義 3.4.Xをデファイナブルび級多様体、 X1,... , ふを Xのデファイナ
ブルび級部分多様体とする。 X1,... ,Xnが一般に位置にあるとは、任意の
i E {1, ... , n }, JC  {1, ... , n} -{ i}に対して、 xiがnjEJふと横断的に交わ
ることである。

DejT(Rりを炉上のデファイナブルび級関数全体の集合とする。/E 
De「国），€ ：町→ R を正値デファイナブル関数とする。 f の€近傍を
{h E Def罰）IIか(h-J)I < E, a E Nn, lal~r と定義する。ただし、 a=

(0:1, ... , CYn) E Nn, lal = 0:1 +・ ・ ・+ CYn炉F=a畔り贔れとする。これらの€
近傍から定義される位相をデファイナブルぴ位相という。相対位相を考え

ることにより、炉のデファイナブルぴ級部分多様体にもデファイナブルer
位相を考えることができる。

定理 3.5([3]). G を有限群、 1~s<r<oo とする。アフィンデファイナブ
ルびG多様体間のデファイナブルぴ写像は、デファイナブルぴ位相でデ
ファナブルびG写像で近似できる。
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ここでは、上記の相対版として、次の結果を得た。

定理 3.6([5]). Gを有限群、 X,YをアフィンデファイナブルびG多様体と

する。 xl,・・・,Xn(Yl,・・・,Yn)をX (Y)のデファイナブルびG部分多様体
とし、一般の位置にあるとする。 f:(X;Xい・..,X砂→ (Y; 兄，..., Yn)をデ
ファイナブルびG写像とする。このとき、 fはデファイナブルび位相で、
デファイナブルびG写像h:(X;X1, ... , ふ）→ (Y; Y1, ... , Yn)で近似でき
る。さらに、 1;£ 釘<・・ ・< ik ;£n, f I Xii, ・..,fl心がデファイナブルびG
写像ならば、 hをhiuj=1k xij = JI uj=1k心にとれる。
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