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1 準備

d-Smith集合の計算の具体例について

岡山大学大学院・自然科学研究科清田航平 (KoheiSeita) 

Graduate School of Natural Science and Technology, Okayama University 

本稿では特に断りのない限り， G は有限群であるとし，実 G—加群は有限次元であるものしか扱わ

ないこととする．また， R(G;Q)をGの有理表現環， RO(G)をGの実表現環とする．

定義 1.1.有限次元の実 G—加群 v,w に対しホモトピー球面刃上の滑らかな Gー作用で，

炉={a, b}, Ta(E)竺V, Ti⑫)竺 W

を満たすものが存在するとき， VとW はSmith同値であるといい， V~e;Wと書く．ここで，上の

2 つの同型は実 G—加群として同型という意味である. V~e;Wであり，すべての Gの部分群 Hに対

して dimvH = dim wHが成り立つとき， v,wはd-Smith同値であるといい， V~i,e;Wと書く．

定義 1.2.RO(G)の部分集合 6(G),応 (G)を

6(G) = {[V] -[W] E RO(G) IV ~e W}, 

詑 (G)= {[V] -[W] E RO(G) IV ~i,e W} 

により定義する. 6(G), D6(G)をそれぞれ GのSmith集合， d-Smith集合という．

更に，次の記号を定める．

E: 単位群．

S(G): Gの部分群全体の集合．

P(G): Gの素数幕位数の部分群全体の集合．

G{P}: Gの正規部分群 Nでに/NIがp幕である最小のもの．

£(G): ある素数pに対し H::JG{p}を満たす Gの部分群 H全体の集合．

cnn :Gの正規部分群 NでG/Nが幕零である最小のもの．

cn2: IG/NIさ2を満たす Gの正規部分群 N全体の共通部分．

特に，上で定義した G{p}をGのp型の Dress部分群という．

定義 1.3.RO(G)の部分集合 AとS(G)の部分集合 F,gに対し，次を定める．

AF= {[V] -[W] EA I vH = wH = 0 (for all HE  F)}, 

Ag = { [V] -[W] E A I res岱V~res岱W(!or all K E 9)}, 

硲＝（尼）g. 

命題 1.1(E. Laitinen-M. Morimoto [3]). 次の等式が成り立つ．

cml = n G{P}_ 
p: 素数， PIIGI
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定義 1.4.pとG/Hが素数幕位数の有限群で H/Pが巡回群になるような正規列 P:'.::JH:'.::JGが存

在しないとき， GをOliver群という．

広を位数nの巡回群， D2nを位数 2nの二面体群とする．

例 1.2.p, q, rを相異なる 3個の奇素数とする．

1. Cpqr X CpqrとD2pqX D2pqは Oliver群である．

2. Cpq x CpqとD2pqrは Oliver群ではない．

定義 1.5.Gの元 gに対し， (g)= {xgx―l I h E G}とする．このとき，集合 (g)u (g―1)を(g)土と

表し， gを代表元とする実共役類という．

以卜．，特に断りのない限り， NはGの正規部分群であるとする．

定義 1.6.入(G,N)をgがGの素数幕位数でない Gの元全体を動くときの実共役類 (gN)士の個数

とする．また， v(G,N)をH がGの素数幕位数でない巡回部分群全体を動くときの G/Nー共役類

(HN/N)cfNの個数とする．

補題 1.3.Gは有限群で，素数幕位数でない元を持つとする．このとき，

が成り立つ．

2 RO。(G){N}
P(G) 

rankzR(G; Q) 

の階数

{N} 
P(G) = v(G,E) -v(G,N) 

定義 2.1.2つの RO(G)の部分加群m込(G),RO。(G)を次のようにして定める．

訳込(G)= {x E RO(G) I nx E R(G; Q) (for some n EN)}, 

R00(G) = {[V] -[W] E RO(G) I dim VH = dim WH  (for all HE  S(G))}. 

命題 2.1(M. Morimoto [7], [9]). Gが Oliver群ならば，

RO。(G)腐腐 c応 (G)

が成り立つ．

[1]より任意の有限群Gに対して

RO(G) =訳)Q(G)E0 RO。(G)

が成り立つことから，次の命題が得られる．

命題 2.2.標準的同型

Q@zRO(G)i心ふ=(Q⑭ z RQ(G)i心ぶ）① (Q @z ROa (G)i心ぶ）

が成り立つ．

補題 2.3(K. Pawalowski-L. Solomon [10]). rank:,:RO(G)闘ふ＝入(G,E) —入(G,N) が成り立っ．
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補題 1.3,命題 2.2,補題 2.3より，次の定理が得られる．

定理 2.4.Gが素数幕位数でない元を持つとする．このとき，

rankzROo(G)i闊＝（入(G,E)→(G,N)) -(v(G,E) -v(G,N)) 

が成り立つ．

系 2.5.Gが

入(G,E) —入(G,Gnil) > v(G,E) -v(G,Gnil) 

を満たす Oliver群ならば， ll6(G)は無限集合である．

3 d-Smith集合の具体的計算

3.1 具体的な d-Smith集合と主結果

m を2以上の整数とし， Pl,P2, • • • , Pm iまPlく P2<.. ・<Pmを満たす m 個の奇素数とする．ま

た，伽=P1P2··•Pm とおき， x, yをそれぞれ位数 qm,2のD2q=の生成元とする．このセクション

では， D2q=のn個の原積D!jq=のd-Smith集合について考察していく．次のことは直ちに得られる．

1. n 2': 2ならば， D夕知は Oliver群である．

2. i = 1, 2, ... , m に対し， (D止）{p,} = D似が成り立つ．

3. (D虹）{2}はC!jと同型である．

命題 1.1より，

(D似Jnil竺 c;

が得られる．以卜:,nは2以上の整数であるとする．補題 2.1,[5], [7]から，次の補題が得られる．

補題 3.1.GがQn2= Qnilを満たす Oliver群であれば，

応 (G)P(G)= ROo(G)腐〗

が成り立つ．

補題 3.1から次の命題が直ちに得られる．

命題 3.2.Gは補題 3.1の仮定を満たす有限群とする. Gnilが奇数位数ならば，

詑 (G)= ROo(G)t雷

が成り立つ．

命題 3.2より

応 (D似） = ROo(か ）
{(D~ 如臼｝

2q= P(D晶伽）

が得られるので， D6(D似qm)が乙自由加群になることがわかる．

(3.1) 
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定理 3.3.(1) G = D盆とする．このとき，

rankzD6(G) 

= (P1P2・ ・ ~ 四 +3rシ〗~g ー f 3~-k L IT (Pt, -1) -3m -2m+l -1 

i=l k=l 1 <t1 <…<tk<mi=l 

が成り立つ．

(2) rankz記(D転） ~46 が成り立つ．等号が成立するのは， (P1,P叫= (3, 5)のときである．

(3) rankz応(D恥） ~2714 が成り立つ．等号が成立するのは， (P1,P公 p3) = (3, 5, 7)のときである．

3.2 定理 3.3の証明

次の命題は容易に得られる．

命題 3.4.G/N竺 C2X ... X らを満たすならば，

入(G,N)= v(G,N) 

が成り立つ．

以下， G=D恥とする．定理 2.4, (3.1), 命題 3.4より，

rankzD6(G) =入(G,E)-v(G,E) (3.2) 

が得られるので，定理3.3(1)を証明するためには入(G,E)とッ(G,E)を求めたら良いことがわかる．

命題 3.5.次の等式が成り立つ．

噂=, E) = (P1P2 .. ~ 四 +3r-喜(Pi;lr+m-2n 

証明.D似れの元の共役類の個数が

(P1P2 ・ ~Pm+3r

であり，その中で代表元の位数が 1,2, Pi (i = 1,2, ... , m)であるものの個数がそれぞれ 1,2n -

1, ((Pi+ 1)/2t -1 (i = 1, 2, ... , m)であることから得られる． ロ

命題 3.6.次の等式が成り立つ．

v(G,E) = f胃 L Il(Pt, ― 1) ー文〗-3 +炉 +2m+l-3 
k=l l:<;t1 くむく ··•<tk'.omi=l i=l 

証明.Hを任意の Gの素数幕位数でない巡回部分群〈(hぃ加）〉とする. hぃ加は D2q=の元である．

m以下の自然数 Kに対し，

X。={(H)c I IHI三 1mod 2, gcd(ord(h1), ord(h叫） = 1} 

ふ={(H)c I IHI三 1mod 2, gcd(ord(h1), ord(h2))の素因数の個数は k}

Xev = {(H)c I IHI三 0mod2} 
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とおく．但し， i= 1, 2に対して ord(hi)はD2q=の元 hiの位数を表す．このとき，素数幕位数でな

い巡回部分群を代表元として持つ Gの部分群の共役類の全体は

である．更に，

⑫) II Xev 

IXo I = 3m -2m -1, 

IX叶＝区
m (3m-1 -l)(p; -1) 

"'  i=l 

IX叶＝
3m-k k 

L 2 Il(Pt, ー 1)(2:::; k:::; 叫，
1:<:;t, くわく・・・<tk:<:;m i=l 

IX叫 =2(2m-1)

であることから，この命題が得られる．

(3.2), 命題 3.5,3.6より (1)が得られる. (2), (3)は(1)より得られる．
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