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旗多様体のトーラス軌道の閉包とワイル群上の距離

枡田幹也（大阪市立大学）

序

n次置換群6nには，
d(u, v) := C(u―1v) u,v E 6n 

により，距離dが定まる．ここでC(w)(w E 6n)は， wを順列として表したときの転位
数（または転倒数）で， wの長さと呼ばれている．このとき， 6nの部分集合Aで

各uE 6nに対して， d(u,a)= d(u,A)を満たすAの元aが唯一つある

という性質を満たすものが，旗多様体の<C*トーラス軌道の閉包の不動点集合として得
られる．また， uに対して上記の性質を満たすaを代数的に求めるアルゴリズムがある．
本稿は， EunjeongLee (CGP-IBS), Seonjeong Park (KAIST)両氏との共同研究[2]の解説
である．

1. 置換多面体と罹換群上の距離

6n上の距離dは幾何学的な意味をもつ．それを説明するために，まず，置換多面体
を復習する．

Permn-1 := {(w(l), ... , w(n)) E町 IWE 6n}の凸包

を置換多面休という．すべての wE 6nに対してw(l)+・・・+w(n) = n(n + 1)/2より，
Permn-1はn-1次元であることが分かる．頂点は， 6nから定まる n!個の点である．

X3 

(2,1,3) (1,2、3)
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Perm3は次のようになる．

注意.2頂点が 1辺の端点←⇒連続する 2整数が 1組だけ入れ替わる

実は，後で述べる旗多様体のモーメント写像の関係から， wE6叶こは，置換多面体
Permn-1の頂点 (w―1,... ,w―l(n))を対応させると都合がよい．

(1,4, 

3412 4312 

例えば， w= 4312のとき， (w―1(1),w―1(2), w―1(3),w―1(4)) = (3, 4, 2, 1)だから，左図

の頂点 (3,4,2,1)に4312というラベルを付ける（右図）．

注意.2頂点が辺の端点←⇒連続する 2整数が 1組だけ人れ替わる（左医）
←⇒隣同士の 2整数が 1組だけ入れ替わる（右図）

このように， wE 6nに置換多面体Permn-1の頂点(w―1(1),... ,w―l(n))を対応させ
ると， dはPermn-1の1辺の長さを 1と思ったグラフ距離と解釈できる．

例.U = 2413, V = 4312とすると， U―1v= 2431なので， d(u,v) = 4. 一方

u = 24旦→丑31→4盆1→43旦→ 4312 = V 

（上記の注意より，上の各操作は辺に対応している．上記の右図で確認して頂きたい）．



20

2. 旗多様体における複素トーラス軌道の閉包と 6n上の幾何的レトラクション

旗多様体

Fl(C門={V1 C 怜 C··•CVn= で 1v; はenの複素i次元部分空間｝

に関連する基本的な事実を思い出す．まずT= (C*tの各成分を enの各成分に掛ける
作用はFl(Cn)上のT作用を導く．この作用の不動点集合は置換群6nと同一視できる．

実際， wE 6nに対して，旗

〈ew(l)〉C〈ew(l),ew(2)〉C・・・C〈ew(l),・ ・ ・, ew(n)〉

を対応させる対応が同一視を与える．ここで， e1,...'enはenの標準基底で，〈〉は中
にある元で生成される部分ベクトル空間を表す．
Fl(Cn)には， Plucker座標を用いてモーメント写像

μ: Fl(C門→町

が定義でき，像μ(Fl(C門）は (n-1)次元置換多面体Permn-1と一致する．これに関し
て次のことが知られている．

補題2.1.μ(w) = (w―1(1), ... ,w―l(n)). さらに， 2頂点μ(u)とμ(v)がPermnの辺で結

ばれるための必要十分条件は， V= USiとなる互換Si=(i, i + 1)が存在すること，言い
換えれば， u,vをone-linenotationで書いたとき，隣同士の数を 1度だけ入れ替えて u
とvが移りあうことである．

上の補題と前節の考察より， d(u,v)は， uとvをPermn-1の頂点μ(u)とμ(v)と思う
と，それらのグラフ距離である．

さて， uE 6nに対して

C(u) :={(xi, ... , Xn) E宜=Hom(C*, T) I Xu(l) < Xu(2) <・ ・ ・< Xu(n)} 

を考える（本質的に Weylchamber) . C(u)の元入はTの1パラメータ部分群を定め，

Fl(C門入(<C*)= Fl(C州 =6n

である.Fl(Cn)から任意に 1点yを取り，そのT軌道の閉包Yを考える．まず，

yr C Fl((Cn汀=6n

に注意する.Atiyah-Gullemin-Stembergの定理より， μ(Y)はμ(Yりを頂点とする凸多
面体である.u E 6nに対して入 EC(u)を任意にとり，

u := lim入(t)yE yT C 6n 
t→O 

を見る. iiは入の取り方には依らずuのみによるので， Retgy(u):= fiと定めて写像

Retgy: 6n→ yT C 6n 
を得る.RetgyはYR上恒等写像であることが簡単に分かり，これを幾何的レトラクショ
ンと呼ぶ幾何的レトラクションは次の意味をもっ．

定理2.2([2]). 各uE 6nに対して d(u,v) = d(u, Yりとなる VEyr/ま唯一つだけあり，
それはRetgy(u)で与えられる．

上記の定理は， 6nの任意の部分集合に対して成り立つわけではな<,yrは6nのコ
クセターマトロイドと呼ばれているものになっている ([l]).
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3. 6n上の代数的レトラクション

トーラス軌道Yの不動点集合yTが具体的に分かるとき， Ret行を具体的に求める方
法がある．この節では，例でこれを説明する．詳細は [2]を参照されたい．

げ={2134, 2143, 4123, 4132} (下圏参照）

とする．このとき， k=l,2,3に対して，それぞれの置換において左から K個の数を選
んだ集合Jkを考える．

J1 = {2, 4}, J2 = {21, 41 }, J3 = {213, 214, 412, 413}. 

ここで，例えばu= 1342が与えられたとすると， uの数を左から順に 1,3,4,2と見て
行って，最初にみに入っているものを探す．今の場合， 4である．次に，みに入って
いる 4?なる数？を u= 1342において左か順に見て行って探すと，最初に出てくる？は
1なので41を得る．次に， J3に入っている 41?なる数？を u= 1342を左から順に見て
行って探すと，最初に出てくる？は3なので413を得る．残るは2しかないので，最終
的に 4132を得る．つまり

J1 -v-+ 4, J2 -v-+ 41, J3 -v-+ 413 

このようにして，上記の yTとu= 1342に対して 4132を得るが，この得られた 4132
をRetayr(u)と記す．

134 

一般に， 6nの任意の部分集合Aに対して，上記の方法で写像

Reta A: 6n→ Ac6n 

を得る. RetaA は Al:•恒等写像なのでレトラクションである．写像RetaAを代数的レト
ラクションと呼ぶ一般の部分集合Aに対しては， uE 6nに最も近いAの点は唯一つ
とは限らず，例え唯一つでも， RetaA(u)がuに最も近いAの点を与えているとは限ら
ない．しかし，次が成立する．

定理3.1([2]). トーラス軌道の閉包Yの不動点集合YRに対しては，代数的レトラクショ
ンRetayrは幾何学的レトラクションRetgyに一致する．

上記の定理により， YRが分かれば，各uE 6nに対して， uに最も近いYRの元を代
数的レトラクションの定義に従って求めることができる．
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4. 結び

最後に幾つかコメントを記す．

(1)以上はA型の話であるが，定理2.2は一般のリー型に，定理3.1は古典型の場合に
拡張できるが，例外型のワイル群の部分集合に対する代数的レトラクションは見つかっ

ていない．

(2)アフィンワイル群，または，任意の（無限）コクセター群に対して同様のことが

成立するかを問うのは，面白い問題と思う．

(3)凸多面休の頂点と辺からなるグラフ，または，一般の単純グラフに対して，同様

の問題が考えられる．つまり， Gを単純グラフとし， Gの頂点集合V(G)にグラフ距離
dを考えたとき， V(G)の部分集合Aで，

任意の uE V(G)に対して， d(u,a)= d(u,A)となる aEAが唯一つ
という性質を持つものを探し，各uに対して上記の最短点aを見つける方法を求めよ，
という問題である．筆者が知る限り，この問題は考えられていない．
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