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1. 背景と主要結果

本論説は，多様体の微分同相群の一様完全性・有界性・ 一様単純性についての福井和

彦氏 ・TomaszRybicki氏との共同研究 [5]に関する概説である．

多様体の微分同相群（より正確には，多様体の内部にコンパクト台を持って idとイソト

ピックな微分同相の成す群）は，群として完全性や箪純性としていった特徴的な性質を持

つことが古典的な結果として知られている (Herman[6], Thurston [12], Mather [8], Epstein 

[4], et al.). また，コンパクト多様体の内部において，コンパクト台を持つとは限らない

idとイソトピックな微分同相の成す群については， D.McDuff [9]が完全性を示している

(cf. [7, 11]). 

時を経て，その後の Gromovの仕事や幾何的群論の大きな流れは，代数的な対象に距離を

導入し，より定量的に考察することを促した．群の完全性／単純性に関しても，群の各元を

“交換子"や "1つの元の共役元"の積として表すときの因子の個数を評価するより定量的な

考察へと進み，群の一様完全性・有界性・一様単純性の研究が進展した．特に，多様体の微分

同相群の一様完全性・有界性・一様単純性については， D.Burago, S. Ivanov, L. Polterovich 

[2] (2008)による，群の交換子長や共役生成ノルムに関する一般的な考察と 3次元閉多様

体の微分同相群の一様完全性に閲する結果に続き，坪井先生の一連の論文 [14,15, 16]に

より，奇数次元および偶数高次元の閉多様体の微分同相群の一様完全性・一様単純性に

関する包括的な結果が得られている．以下で， cldGは群 Gの交換子長 clに関する直径

を表す．

定理 A.([2], [14, 16]) M をn次元閉多様体とし， 1さrさoo,r =J n + lとする．

(1) n = 2m + 1 (m ?". 0) のとき cldDiW(M)。 ~4 である．

(2) n = 2m (m ?". 1)の場合，

(i) M が贋ハンドルを含まないハンドル分解を持てばcldDiW(M)。さ 3となる．

(ii) m ?". 3で M が麻々 k個の m皐体を含む COO三角形分割を持てば，

cldDiW(M)。 ~4k+11が成り立っ．
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定理 B.([15, 16]) M をn次元連結閉多様体 (n2: 1)とし， 1-:::r-::: oo, rヂn+lとす

る．もし (i)n # 2, 4 or (ii) n = 2mで M が贋ハンドルを含まないハンドル分解を持

つならば， Di『 (M)。は一様単純になる．

T. Rybicki [10]は，コンパクト多様体の内部について，ポータブルという特殊なクラ

スの場合に，コンパクト台を持つとは限らない idとイソトピックな微分同相の成す群の

有界性に関する結果を得ている．

我々は，坪井先生の理論を基礎として，論文 [5]で(i)境界を持つコンパクト多様体の

境界の近傍で idである様な微分同相の成す群や (ii)一般の開多様体のコンパクト台を

持つとは限らない微分同相の成す群の場合にその議論を発展させ，下記の定理 I~Vを

得た．以下，多様体は c=級で，境界を持っても良いとする．境界を持たない場合に限

定する際は，閉／開多様体等明示する．記号 Di『 (M)。は c=多様体 M の "idMとer
イソトピックなび微分同相＇全体の成す群を表し， M の部分集合 Cに対して部分群

Di『(M,C)。や Diff~(M, C)。は，上記のイソトピーに "Cのある近傍上 id"や“コンパク

ト台”という条件を付加することで定義される．

定理 I.n = 2m + 1 (m 2: 0), 1 -::: r-::: oo, rヂn+lの場合：

(1) M がコンパクト n次元多様体のとき cldDi『 (M,EJ)。-:::4. 

(2) M が n次元開多様体のとき cldDiW(M)。-:::8かつ cldDiff孔(M)。-:::4. 

定理 II.n = 2m (m 2: 1), 1 -::: rさoo,r # n + lの場合：

(1) M はコンパクト n次元多様体で m2: 3とする. Mが高々 K個の m単体を含

む c=三角形分割を持てば cldDi『 (M,EJ)。-:::2k+7 となる．

(2) M を境界を持たない n次元多様体とする．

(i) M が贋ハンドルを含まないハンドル分解を持てば，

cldDiW(M)。-:::6 かつ cldDi開(M)。-:::3が成り立つ．

(ii) m 2: 3で M は高々 K個の m-ハンドルを含むハンドル分解 H を持つとす

る.'Hのコア複体を p1lで表す．

(a)凡の 各 m 次元閉セルが自分自身に対して強 displacementproperty 

を持てば，次が成り立つ：

cldDiW(M)。さ 3k+8 かつ cldDi間(M)。-:::3k + 5. 

(b)仇の各 m次元閉セルが p1lの m次元骨格に対して強 displacement

propertyを持てば，次が成り立つ：

cldDiW(M)。-:::2k + 10かつ cldDi釘(M)。-:::2k+7. 

Displacement propertyについては 3.2節で補足する．定理 II(2) (ii)におけるコア複体

p1lの m 次元閉セルの thedisplacement propertyの有無は，偶数次元での交換子長の

評価の議論の 1つの障害になっており，ここでは，この条件を命題の中に直接取り込むこ
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とで，その適応範囲を広げている．実際，この評価は M が閉多様体の場合でも有効であ

る．例えば， 2つの m 次元球面 sm(m 2 3)の積 M=Smxsmを考えよう. smは

1 つの 0—ハンドルと 1 つの m-ハンドルからなる標準的なハンドル分解を持ち，その積は

M の k=2のハンドル分解を与える．このとき，定理 II(2)(ii)(a)より次の評価を得る：

cldDiffr(sm X 炉）o :S 11 (m 2 3). 

また，定理 II(1) では三角形分割を用いているが，この場合 m—単体の個数 K は一般に大

きくなる. [5]の Section5.2 では，三角形分割の場合は m—単体全体を，ハンドル分解の場

合はそのコア複体の m次元閉セル全体を，それぞれ適当な displacementpropertyを持

つグループに分けて，各グループをまとめて扱うことで評価を改善している. ([5, Theorem 

5.1, Proposition 5.1]参照）．

M が無限個の征ハンドルを持つ 2m次元開多様休の場合でも，対応する無限個の

m次元閉セルをまとめて，適当な displacementpropertyを持つ有限個のクラスに分ける

ことができれば，第 4節における開多様体上のイソトピーの分解と組み合わせて，交換

子長に関する評価が得られる. [5]の Section5.3.1では， PHの m 次元セルのグループ

化と clや clbの評価ついての一般的な考察を行なっている．この結果は，閉多様体の

被覆多様体や有限個のコンパクト多様体の無限和のように， M が有限個のパターンの

繰り返しの形をしている場合に，実際に効果的に適応される．

定理 III. n = 2m (m 2 3), 1 :S r :S oo, r戸 +1とする．

(1) 1r: M →N を n次元閉多様体 N 上の coo被覆とする．もし N が高々 k個の

m単体を含む coo三角形分割を持てば，

cld Diffr (M)。:S4k + 14 かつ cldDiff□ (M)。:S2k + 7 が成り立っ．

(2) M がある n次元閉多様体の分枝を許す無限連結和（より一般に，有限個のコン

パクト n次元多様体の適当な整合性を持つ無限和）のとき，

cldDiW(M)。<00 かつ cldDi町(M)。<00 である．

境界を持つコンパクト多様体の内部についての D.McDuff [9]や T.Rybicki [10]の

結果は次の様に一般化される．

定理 IV. M を境界を持つコンパクト n次元多様体 W の内部とし， 1:S r :S oo, 

r-/-n+lとする．このとき， cldDiW(M)。:Smax{ cldDiW(W, 8)0, 2} + 2 が成り立っ．

特に， n-/-2, 4のとき DiW(M)。は一様完全になる．

交換子の台に制約を加えて，球体に台を持つ交換子長 clbを考えることができる．より

正確には，互いに素な球体の有限和／離散和に台を持つ交換子を考えることで交換子長

clbf / clザが定義される (2.2節参照）．上記の定理 I~IVにおける交換子長 clの考察

と並行して，交換子長 clbf,clがについての対応する評価が得られる．交換子長 clbf,clbd 

の評価からは，共役生成ノルム Vg に関する評価が得られ，後者からは，微分同相群の

有界性や一様単純性が導かれる (2.3節参照）．これにより，次の結論が得られる．
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定理 V. 1 ::; r :=; oo, r =J n + lとする．

[1] M が n次元コンパクト連結多様体で n=J 2,4のとき，

DiW(M,8)。は一様単純である．

[2] M をn次元連結開多様休とする．次の各場合に，

DiW(M)。は有界かつ Di旬(M)。は一様単純である．

(l) n = 2m + 1 (m :2: 0). 

(2) n = 2m (m :2: 1)で M が次の条件の 1つを満たす．

(i) M はm-ハンドルを含まないハンドル分解を持つ．

以下 m:2: 3の場合：

(ii) M は高々有限個の m-ハンドルを含むハンドル分解 H を持ち，料の

各 m次元閉セルは自分自身に対して強 displacementpropertyを持つ．

(iii) M は2m次元閉多様体上の coo被覆多様体である．

(iv) M は有限個の n次元コンパクト多様体の適当な整合性をもつ無限和

[3] M が境界を持つコンパクト n次元多様体 W の内部のとき，

DiW(W,8)。が有界ならば， DiW(M)。も有界になる．

今後の問題として，多様体 M の位相と cldDiW(M)。や clbfdDiW(M)。の値の間に

どの様な体系的な関係があるか興味ある点であるが，現時点ではこれらの正確な値，特に

下からの評価は得られていない．

次節では，関連する基本用語や上記の主定理を導くための基本的な考え方について概

説する．

2. 微分同相群上の交換子長・共役生成ノルム

本節では，群の一様完全性・有界性・一様単純性の定義，その基となる交換子長および

共役生成ノルムについて，微分同相群の場合に菫点を置きながら振り返る ([2,15], [5]). 

2.1. 共役不変ノルム．

群 G上の拡張された共役不変ノルムとは，次の条件を満たす関数 q:G→ [O,oo]の

ことである： (i) q(g) = 0 iff g = e (ii) q(g―1) = q(g) 

(iii) q(gh) ::; q(g) + q(h) (iv) q(hgh―l)=q(g) 
(g, h E G). 

特に q(G)c [O, oo)のとき，単に共役不変ノルムと呼ぶ.G上の任意の共役不変ノルム

が有界のとき， Gは有界であると言う．

拡張された共役不変ノルム qに対して，逆像 N=q―1([0, oo))は Gの正規部分群で

あり，伽は N 上の共役不変ノルムを与える．逆に， N が Gの正規部分群で qが

N 上の共役不変ノルムならば， q= 00 による qの自明な拡張は， G上の拡張され

た共役不変ノルムを定める．拡張された共役不変ノルム qに対して Gの部分集合 Aの

q直 径を qdA:= sup {q(g) I g EA}により定める．
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拡張された共役不変ノルムの 1つの標準的な構成法が次で与えられる： Sを Gの部

分集合で，対称 (S= s-1)かつ共役不変 (gSg―1=S('lgEG))とする． このとき， Sの

正規化部分群 N(S)について N(S)= LJ;;:0翌が成り立つ．したがって，拡張された共役

不変ノルム q(G,s): G-----+ Z2':o U { oo}を次で定義することができる：

min{k E Z2':o I 9 = 91・ ・ ・9k for some 91, ・ ・ ・, 9k ES} (9 E N(S)), 

q(G,s)(9) := { oo (9 E G -N(S)). 

2.2. 交換子長．

群 Gの交換子全体の集合ぴは，対称かつ共役不変であり， [G,G]= N(Gりとなる．

対応する q(Gか）を cl= claで表し， G の交換子長と呼ぶ．また， Gおよび部分集合

AcGの山に関する直径は cldGおよび cld(A,G)で表す. G=  [G,G], すなわち， G

の任意の元が交換子の積としてかけるとき， Gは完全であると言う．さらに， cldG< oo, 

すなわち， G の任意の元がある一定の個数以下の交換子の積としてかけるとき， G は

一様完全であると言う．有界完全群は一様完全である．

n次元多様体の微分同相群の場合には，さらに交換子の台を考慮して， "n次元球体に

台を持つ交換子に閲する交換子長＇を定義することができる．以下 AcMに対して

MA:= M -IntMAとおく . Mの閉集合 Cに対して，記号 B1(M,C)および Bd(M,C)に

より， IntM-Cの中の互いに素な n次元び球体の有限和および "Mの中での離散”和

全体の族を表す．群 G三 DiW(M,8MUC)。において， B= B1(M, C), Bd(M, C)に付随

してびの部分集合ふ：= LJ{DiW(M,M叫gIn EB}が定まる．ふは Gにおいて対称

かつ共役不変であり，拡張された共役不変ノルム q(G,SB)が得られる．これらを clb1ぉ

よび clがで表す．ここで導入された c附は，開多様体の有界性を扱う際に有用となる．

2.3. 共役生成ノルム．

群 G において，各元 9EGの共役類を C(9)で表し， Cg:= C(9) U C(9-1)とおく．

N(9) = N(C9)であり， gはGにおいて対称かつ共役不変であるから， G上の拡張され

た共役不変ノルム q(G,C9)が定義される．このノルムをツ，で表し， gに閲する共役生成ノ

ルムと呼ぶ任意の hE C9に対して，仇 =Cgかつ互=Vgが成り立つ.ex :=G-{e} 
とおく．群 Gが一様単純であるとは， v9(g E Gx)が一様有界である，すなわち，あ

るkE Z2':。があって，任意の f,9EG,9ヂeに対して， fはgあるいは g―1の共役元の

高々 k個の稜としてかけることである．一様単純群は単純である．さらに，ある gE Gx 

に対して Vgが有界ならば， Gは有界である．実際，もし kE Z2':。かつ Vg:::::kならば， G

上の任意の拡張された共役不変ノルム qに対して q:::::枠(9)が成り立つ．

微分同相群においては，いは clb1,clbdにより上から評価される (cf.[2, 5, 15]). 以下

C(X)および K(X)は位相空間 X の連結成分全体の集合およびコンパクト部分集合全

体の集合を表す．

M をn次元多様体とする．
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定義 2.1.g E Diffr(M)とする．

(1) gが連結成分ごとに非自明←⇒ gluヂidu(vu E C(M)) 

(2) gが連結成分ごとにエンド非自明←⇒

(i) glu =J idu (vu E C(M) n /C(M)), 

(ii) glvヂidv for v(U, K, V) s.t. U E C(M) -/C(M), KE  /C(U) 

VE C(U -K), CluVは非コンパクト

gをDi『 (M)。の部分群とし， M の部分集合 Aに対して，釦：= QnDi『 (M,M心 と

おく．このとき，次の事実が知られている：

(i) gEQ, g(A)nA=0⇒ （釦）cc噂 ing 

(ii) BC  M, ヨhE Q s.t. h(B) C A ⇒ （伽）ccc: inQ 

このことから，次の評価が得られる．

補題 2.1.g E Di『 (M,o)。とする．

(1) ([2, 15] et al.) gが連結成分ごとに非自明のとき

(i) v9~4clbf in DiW(M, 8)0, 

(ii) さらに， gE Di閉(M,o)。ならば v9~4clbf in Di朗(M,o)o・

(2) ([5]) gが連結成分ごとにエンド非自明のとき， Vgこ4clbdin Di『 (M,o)o-

3. コンパクト多様体の微分同相群における cl,clb1の評価

3.1. 基本補題．

微分同相 fの交換子長の評価では， Jとidを結ぶイソトピー Fの変形・分解が議論の

中心となる．この際イソトピー拡張定理は 1つの重要な道具となり，議論の過程で繰り返し

用いられる．記号の補足をしておく .Mの部分集合 Cに対して， lsonM,C)。は M のer

イソトピー H={几hE[D,1]で， H。=idMかつCのある近傍 U上で Htlu= idu (t E [O, 1]) 

を満たすもの全体の成す群を表す．また， Isaば(M,C)。はコンパクト台を持つイソトピー

の成す Isa『(M,C)。の部分群を表す．自然な準同型 R:Isot恰(M,C)o→ Diffい(M,C)o:

R(H) =凡がある．

微分同相群上での交換子長 clおよび clb1の評価の墓になるのは，次の拮本補題である．

補題 3.1.([2, 14, 15, 16]) M は n 次元多様体， 1~r~oo, rヂn+ 1, FE Isa見(M,o)o,

f := Fi E Di肛(M,o)。とし，次を仮定する：

（＊）ある UE /C(M), V, W E /C(Int M), cp E Di『 (M,MuUoM)。が存在して

uっVっW,cp(V) CW, suppF C lntMV -W を満たす．

このとき，次の評価が成り立つ：

(1) cl f~2 in DiW(M, Mu U oM)o-
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さらに，次の分解が存在する： f =gh, 

ただし， gE DiW(M,MuU8M)8nDiW(M,Mv)。かつ hE DiW(M,Mw)も

(2)さらに，もし clb伶::::;k in Diffr(M, Mu U 8M)。ならば，

clbf(J)::::; 2k + 1 in DiW(M, Mu U 8M)。であり，

(1)において g,hを次の条件を満たす様に選べる：

clbf(g)::::; 2k in DiW(M, Mu U 8M)。and clbf(h)::::;1 inDiW(M,Mw)o・

以下で， O(X),F(X)はそれぞれ位相空間 Xの開集合／閉集合全体の集合を表す．

3.2. Absorption propertyと Displacementproperty. 

某本補題 3.1の条件（＊）における V,W, r_pの存在は， M のコンパクト部分集合のイソト

ピーによる absorptionpropertyとdisplacementpropertyに関係している (cf.[2, 14, 16]). 

M を n次元多様体とし， 0E O(M), K E /C(M), L E F(M)とする．また，アを

Diffc(M, Mo)。の元に関する任意の条件とする．

定義 3.1. (Weak absorption property) 

(1) CE /C(O)がweaklyabsorbed to K in O with P 

⇔ K の M における任意の近傍 Uに対して <pE Diffc(M, Mo)。が存在して，

r_p(C) CUかつ¢ は条件アを満たす．

(2) K has the weak absorption property in O with P 

⇔ 任意の CE/C(O)が weaklyabsorbed to Kin O with P. 

(3) KE  /C(O)のとき：

K has the weak neighborhood absorption property in O with P 

⇔ K のあるコンパクト近傍が weaklyabsorbed to K in O with P. 

定義 3.2. (Displacement property) 

(1) K is displaceable from Lin O (or K has the displacement property for Lin 0) 

⇔ 37/J E Diffc(M,Mo)o s.t. 州(K)n L = 0 
(2) K is strongly displaceable from L (or K has the strong displacement property for L) 

⇔ K is displaceable from L in any open neighborhood of K in M 

補足 3.1.

(1)論文 [5]の Sections2, 3の議論では，次の 3条件アが重要な役割を果たしている．

(i) rel L -{: ⇒ r_p(L) CL (ii) keeping L invariant {=⇒ r_p(L) = L 

(iii)⑩ f :=; k⇔ clb伶：：：： k in Diffc(M, Mo)。 (kE Z:::,:o U { oo}) 

(2) K が theweak nbd absorption property in 0 を持つとき，次の量を導入すること

ができる： clbf(K; 0) := min{k E Z:::,:o U {oo} I (*)k}: 

(*)k K has the weak nbd absorption property in O with clbf :=; k. 

補題 3.1(2)より，この量は clbfのより詳しい評価に役立つ．
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論文 [5]の Lemm邸 2.4-2.6では，上記の theweak absorption propertyとthestrong 

displacement propertyについての適当な仮定の下での補題 3.1の帰結を，多様体が境界

を持つ場合に菫点をおいて考察している．

3.3. イソトピーの分解と cl,clbfの評価．

一般のコンパクト多様体では，その微分同相 fを効果的に交換子に分解するために，

まず， fとidを結ぶイソトピー Fを，基本補題 3.1の条件（＊）を満たすいくつかのイソ

トピーに分解し，各因子に補題 3.1を適応する．韮本的な手順を理解するため，まず，閉

多様体の場合の [14,16]における議論を振り返える ([I]).次に，境界を持つコンパクト多

様体の場合に生じる問題点とそれに対して [5]で用いた方策について議論する ([II],[III]). 

[I]まず， M を 2m+ 1次元閉多様体とし， fE Diff(M)。とする.Mのハンドル分

解 1-l,それに付随する Morse 関数の勾配流孔 1-L のコア複体の m—骨格 P, 双対 m—骨格

Q を考える. idMとfを結ぶイソトピー F による Pのトラック UtE[0,1]凡(P)と Q の

間の交差は， (Fを genericなもので近似した後で）互いに素な球体の有限和に台をもつ

適当なイソトピー A との合成 AFを考えることにより取り除くことができる．この操作

において，パラメータ tの役割に注意する必要がある．交差が解消されれば，イソトピー

拡張定理を用いて fは共役を除いて f= aghと分解できる．ただし， gE Diff(M, Q)o, 

h E Diff(M, P)0, a E Diff(M, M贔， DE氏(M)である. M-Qの任意のコンパクト部

分集合は勾配流やtの下で P に向かって引き寄せられ，また， P は displaceablefrom 

itself in M -Qであるから，甚本補題 3.1により gは効果的に交換子の積に分解される．

同様に， M- Pの任意のコンパクト部分集合は流れ 'Ptlの下で Qに向かって引き寄せ

られ，また， Qは displaceablefrom itself in M -Pであるから，再び基本補題 3.1によ

りhは効果的に交換子の積に分解される．これにより elfの効果的な評価が得られる．

M が 2m次元の場合には，まず Fの下での Pのトラックと Q の交わりのうちで，低

次元の部分の交差を取り除く．その操作を反映して Fは適当に分解される.Fから低次

元の交差を取り除いて出来たイソトピー F'の下で， Pの各 m 次元開セルびのトラッ

クとその双対セルゲとの交差は本質的で除けないが， Qーゲとの交差は， (t= 0での代

数的な交差数が 0なので） m 2".3のとき Whitnytrickを用いて互いに素な球体の有限和

に台をもつイソトピーとの合成により取り除かれる．この操作に対応してイソトピー F'

はさらに分解される．このような操作を Pの各 m次元開セルに対して順次行う．もし

ハンドル分解 1-l が三角形分割 T に付随したものであれば， P は T の m—骨格に一致し，

m 次元閉セル ClMa- は T の m—単体になる．したがって， ClMa- は必要な the strong 

displacement propertyを持ち， F'の分解における各因子に華本補題 3.1が適応され， elf
の効果的な評価が得られる．ただし，この場合，評価は m ハンドルの個数に依存するこ

とになる．

[II]次に M が境界を持つコンパクト 2m+l次元多様体の場合を考察してみる．もし

M のハンドル分解 1-Lを通常の形にとれば，部分勾配流 'Ptは aMに横断的に交わる．
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また， P は IntMに含まれているが， Q は 8Mと交わる．この場合， IntM-Pの

任意のコンパクト部分集合は，流れ石―lにより Qと8Mの和に向かって引き寄せられる．

しかし，この和は， M の外部にカラーを付けても notdisplaceable from itselfとなり，

補題 3.1が適応できないことになる．したがって， M が境界を持つ場合に基本補題 3.1

を P,Q両方に適応するためには， M 上の流れで， 8Mを保ちながら PとQを結ぶもの

が必要となる．その様な流れは， M に三角形分割 Tが与えられれば自然に得られる．実

際， P,QをTの m滑格，双対 m骨格として， Tに付随する“境界に横断的なハンドル

分解"から得られる勾配流を用いることもできるし，また， P とQを底とする 2重写像

柱構造に付随する流れを用いることもできる. [5]では，より直接的に扱える後者を用い

ている ([5,Section 3.2] 参照）．ただ，三角形分割を用いる場合，一般に m—単体の個数は大

きくなる．偶数次元での cl や clbf の評価は m—単体の個数に依存するので， [5, Theorem 

5.1]では m皐体たちを適当にグループ化して，評価の改善を図っている．

[III] M が n次元開多様体の場合は，次の第 4節で説明するように，イソトピーが与え

られるごとに， clや clbfの評価は適当なコンパクト n次元部分多様体の増加列上での

議論に帰着される.Mにハンドル分解 1iが与えられているとき，社で閉じた 1つのコン

パクト部分多様体 N のみで議論すると， [II]で述べた問題が生じるが，双対ハンドル分解

冗で閉じたコンパクト部分多様体 Lで NcLとなるものを取り，部分群 DiW(M,M刈o

の DiW(M,ML)。の中での clや clb1についての双対的な評価を考えれば， [II]の問題は

解消する．例として， [5,Proposition 5.1]から評価を抜粋する．

設定 3.1.M を境界を持たない 2m 次元多様体 (m ミ 3) とし， 1~r~oo, rヂ2m+1 

とする．次のデータが与えられているとする．

(i) 1-lは M のハンドル分解， Sは凡の m 次元開セル全体の集合，

(ii) N, Ni, 的は M のコンパクト n次元部分多様体， N c Int N1, N1 c Int Nが

凡は 1iについて閉じており，芯は冗について閉じている，

u ES, unintNヂ0へ uC IntN1, 

(iii) {び ESI unintNヂ0}CCC {び ESIびCInt凡}, C = uいら

命題 3.1.設定 3.1の下で，各ClMIC』(j=l,... ,k)が M の中で自分自身から strongly

dis placeableならば，次が成り立つ．

(1) cld(DiW(M, MN)0, DiW(M, M叫0)~3k + 5, 

(2) clb1d (Diffr(M, MN)o, DiW(M, MN2)0)~2(m + 2)(k + 1). 

4. 開多様体の微分同相群における cl,clb1の評価

4.1. 開多様体におけるイソトピーの分解．

開多様体上のイソトピーは，次の補題が示すように，遮当なコンパクト部分多様体の列

を選び，各部分多様体上でイソトピー拡張定理を用いることで，コンパクト部分多様体の
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離散和に台を持つ 2つのイソトピーの合成に分解できる．これにより，開多様体上での

clや clリの評価に関する議論は，コンパクト部分多様体での議論に帰着される．

補題 4.1. M を n次元開多様体とし， FElsotr(M)。とする．

(1) M のコンパクト n 次元部分多様体の増加列{~叶k2':1で， UkMk = M かつ

F(M4k,4k+l XI) C Int M4k-1,4k+2 X l (k~0) を満たすものが取れる．

(2) M':= LJ貶。 M仙 +2,4k+3,M" := Uk;:,:o M4k,4kョとおくと， F の分解 F = GHで

GE  lsotr(M, M')o, HE  Isa『(M,M")。を満たすものが取れる．

ただし， M。=0, Mi,J := (MJ)M, (0 :Si< j < oo) とおいた．上記の様な列 {Mk}貶1

を M の anexhausting sequenceと呼ぶ列 {M山は帰納的に構成され， Mkに対して

Mk+lはいくらでも大きく取れる．

4.2. イソトピーの分解と cl,clb1の評価．

M をn次元開多様体とする．補題 4.1の応用として cldDiW(M)。および clbddDiW(M)。

に対する次の評価式が得られる．

補題 4.2.{Lふ21を M の anexhausting sequenceとする．

(1) cldDiW(Li; a)。:S£(1:S iく oo), cldDiW(Lがa)。:Sm (l:Si<j<oo) 

＝⇒ cld Diffr (M)。:Smax{£+m,2叫 and cld Diff~(M)。 :S£

(2) clbf d Diffr (Li; a)。:S£(1:Si< oo), clbfdDiW(LiJ直）。 :Sm (l:Si<j<oo) 

⇒ clbddDiW(M)。:Smax{£+m,2m} and clbfdDiff~(M) 。 :S£

結び．

以上，論文 [5] の主要結果• 関連する基礎事項・基本的な考え方について概説したが，

clや clb1,clがのより詳しい評価やその証明等，詳細については [5]を直接参照してくだ

さい．
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