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1. 序文

ヘッセンバーグ多様体は 1980年代後半頃に導入された旗多様体の部分多様体であ

り([7],[6]), そのトポロジーは近年の進展により，グラフ理論や超平面配置などの

様々な分野と関連している比較的新しい研究対象である ([13],[5], [9] [3]). ヘッセン

バーグ多様体に興味のある方は [2]も参照して頂ければ幸いである．

本稿では，正則な幕零ヘッセンバーグ多様体と呼ばれるクラスに着目する．その

コホモロジ一環の構造は [1]で与えられ，さらに驚くことに超平面配置の言葉を用

いて記述できることも分かっている ([3]).今回，正則な幕零ヘッセンバーグ多様体

のコホモロジーのベクトル空間としての基底がどのように与えられるかを Schubert
calculusの観点から考え，結果として positiverootの積で与えられるという結果が得

られた．本稿ではA型のときだけを述べるが， A型以外の他のいくつかの Lietypeで

も基底が得られた．詳細については， [8]をご参照頂きたい．本研究は，榎園誠氏（東

京理科大学），長岡高広氏（京都大学），土谷昭善氏（東京大学）との共同研究である．

2. ヘッセンバーグ多様体

旗多様体F£(Cりは， enの線形部分空間の列 V.:= (V1 C½C· ・ ・C Vn = C門全
体からなる空間である．ここで，各Mは複素 i次元の enの部分ベクトル空間であ

る．本稿を通して以下の記号を用いる．

[n] := {1, 2, ... , n} 

定義 2.1.関数 h:[n]→ [n]がヘッセンバーグ関数であるとは，以下の 2つの条件

を満たすときをいう．

(i) h(l) .:::: h(2) .:::: ... .:::: h(n) 
(ii) j = 1, 2, ... , nに対して， h(j)2: j 

ヘッセンバーグ関数hを，各値を並べた列 h= (h(l), h(2), ... , h(n))で表す．

ヘッセンバーグ関数 hをしばしば視覚化することがある．まずnxnの箱の集ま

りを考え，各j列目に h(j)個の箱を上から塗ることで， hを表す．

例 2.2.n = 5とする. h = (3, 3, 4, 5, 5)はヘッセンバーグ関数であり，以下の

Figure 1が箱の集まりによる表示である．
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FIGURE 1. ヘッセンバーグ関数 h= (3, 3, 4, 5, 5)に対応する箱の集まり

定義 2.3.線形写像X:<Cn→enとヘッセンバーグ関数h:[n]→ [n]に対して，ヘッ

センバーグ多様体 Hess(X,h)は以下で定義される旗多様体FC(<C門の部分多様体で
ある．

Hess(X, h) = {V. E FC(<Cn) I X½c vh(i) for i = 1, 2, ... , n} 

Xが零写像または h= (n, n, ... , n)のとき，ヘッセンバーグ多様体Hess(X,h)は
全体の旗多様体 FC(<Cn)に一致することが定義から分かる．また，任意の可逆行列

g E GL(n, <C)に対して， Hess(X,h)~Hess(gXg—1, h); V. f--+ gV. であるので， Xを
ジョルダン標準形と仮定してよい．
本稿では， Xが正則な幕零写像 N(幕零行列でジョルダンブロックがただ 1つか

らなるもの）を考える．つまり，ジョルダン標準形に直すと

N=  

'o 1 
0 1 

0 1 

、 o,
X=Nのときのヘッセンバーグ多様体Hess(N,h)を正則な幕零ヘッセンバーグ多

様体と呼ぶ．

h = (2,3,4, ... ,n,n)とする正則な幕零ヘッセンバーグ多様体 Hess(N,h)はピー
ターソン多様体と呼ばれ，旗多様体の量子コホモロジーと関連する ([11],[12]). 正
則な幕零ヘッセンバーグ多様体はピーターソン多様体と旗多様体を離散的につなぐ

ものと思える．以下は，正則な幕零ヘッセンバーグ多様体Hess(N,h)の幾何学的性

質である．

定理 2.4([4], [10], [11], [14], [15]). 次が成立．

(1) Hess(N, h)は既約な代数多様体である．

(2) Hess(N, h)は一般に特異点をもっ．

(3) Hess(N, h) の複素次元は~;い(h(j)-j)である．

(4) Hess(N, h)は複素セル分割 (complexaffine paving)をもっ．特に， Hess(N,h) 
の奇数次コホモロジーは消えている．

定理 2.4(3)における Hess(N,h) の複素次元 ~]=1(h(j) -j)は，ヘッセンバーグ

関数 hを塗られた箱の集まりと思えば，対角線より真に左下に位置する塗られた箱

の総数である．例えば， h= (3, 3, 4, 5, 5)のとき， Hess(N,h)の複素次元は5である．
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FIGURE 2. h = (3, 3, 4, 5, 5)のとき， dimeHess(N, h) = 5 

3. 正則な幕零ヘッセンバーグ多様体のコホモロジ一環

正則な幕零ヘッセンバーグ多様体Hess(N,h)のコホモロジ一環1の明示的表示を述

べる．そのためにはまず， 1:Sj:Si:Snに対して，多項式 fi,jE Z[x1, ... , Xn]を次
のように導入する．

j 

1i,j := L (IT (咋一叩））Xk 
k=l£=j+l 

ここで， i=jのとき TI!=j+l(咋一叩） =1とする．

定理 3.1([1]). 次数付き環としての次の同型が成立．

H*(Hess(N, h))竺罰[x1,... ,x』/(fh(l),1,fh(2),2, ・ ・ ・, fh(n),n) 

ここで， Xiの次数は 2である．

可換環論における事実を用いることで次が得られる．

系 3.2.H*(Hess(N, h))はポアンカレ双対代数である．また， Hess(N,h)のポアン

カレ多項式は次で与えられる．
n 

Poin(Hess(N, h)履） = IT (1 + t + t2 + ... + th(j)-j). 
j=l 

4. 主結果

定理 3.1と系 3.2から，正則な幕零ヘッセンバーグ多様体Hess(N,h)のコホモロ

ジ一環の明示的表示とポアンカレ多項式が分かっている．では，ベクトル空間とし
ての基底がどのような形で得られるかという問題を， Schubertcalculusの観点から

今回考え，結果として次が得られた．

A型 positiverootをai,j:=巧ーふ (1:=:; j < iさn)と書く．

定理 4.1([8]). 次の positiverootの積たち

n 

(4.1) II叩），j'O'.h(j)-1,j'''O'.h(j)-m1+1,j (0 :::::: 四：：：：：： h(j) -j) 
j=l 

はH*(Hess(N,h))の基底をなす．

ここで，四 =0のときは °'h(j),j. °'h(j)-l,j. ・ ・ °'h(j)-mJ+l,j = 1とする．

1コホモロジーは実数係数の特異コホモロジーを表す．
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例 4.2.定理 4.1に現れる積 (4.1)は視覚的には次のようである. n=5とし，ヘッ
センバーグ関数h= (3, 3, 4, 5, 5)を考える．まず， hをいつものように塗られた箱の
集まりと思い，対角線より真に左下にある (i,j)座標の塗られた箱に， positiveroot 

叩＝巧ー Xiを割り振る．

02,1 

aa,1 jU3,2 
μ4,3 

IU5,4 

各j列，下から mj個の positiverootを取り，それらを掛けたものが

lYh(j),j・lYh(j)-1,j・ ・ ・lYh(j)一叫+l,J

である．各j列に対しこの操作を行い，それらの積を取ったものが (4.1)である．例

えば， (m1,m2, m3, m4, mり=(2, 1, 0, 1, 0)のとき， (4.1)は

(a3,1 a2,1)・(a3,2)・1・(a5,4)・1= (x1 -X3)(x1 -x2)(x2 -X3)(x4 -X5) 

である．一般に h(n)= nより， mn=0に注意．

二つのヘッセンバーグ関数 h,h'に対し， h'chを，任意の j= 1, ... ,nに対し
h'(j)さh(j)が成り立つとき，と定める．正則な幕零ヘッセンバーグ多様体Hess(N,h) 
を与えたとき，ヘッセンバーグ多様体の定義から， h'chに対する Hess(N,h')は
Hess(N, h)の部分多様体である．系 3.2より， Hess(N,h)のコホモロジーにおい
てHess(N,h')のポアンカレ双対が定義され，そのポアンカレ双対 [Hess(N,h')] E 

H*(Hess(N, h))は定数倍を除いて，次と一致することが知られている．

II叩），j. 伍 (j)-1,j・・・aが(j)+l,j

J=l 

ただし， h'(j)= h(j)のときは位(j),j. °'h(j)-1,j・ ・ ・ °'h'(j)+l,j = 1とする．これは，定
理 4.1に現れる積 (4.1)において，四=h(j) -h'(j)としたものなので，次の系が得
られる．

系 4.3.正則な幕零ヘッセンバーグ多様体Hess(N,h)を任意に一つ与える．このと
き， Hess(N,h)のコホモロジーにおける Hess(N,h')のポアンカレ双対たち

[Hess(N, h')] E H*(Hess(N, h)) (h'ch) 

は1次独立である．
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