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本稿の目的はハウスドルフ位相体上の有限次元線形空間に対して定まる，位相線形空

間となる位相全体の成す束について得られた筆者の結果と閲連する問題の紹介である．

本稿では体は可換体を指すこととする．

1 はじめに

位相の強弱はハウスドルフ性等の重要な位相的性質を反映する概念であり， 1936

年，G.Birkhoffは [2]において，固定した集合上に定まる位相全体に也含関係を与えた

半順序集合に関する研究をしたこの半順序集合に関してより詳しくは，まず固定した

集合 Xに対して次のような集合 E(X)を定める．

定義 1.集合 Xに対して，集合刃(X)を

E(X) :={TI T はXの部分集合族で，開集合系の公理を満たす．｝，

で定め，その元を Xの位相と呼ぶ

このとき半順序集合（刃(X),c)は次の意味で束を成すことが知られている．

定義 2.半順序集合 (P,s)が束であるとは Pの勝手な 2元部分集合に対して上限と下

限を持つことである．

また，束 (P,s)が完備束であるとは Pの任意個数の元からなる部分集合に対して上限

と下限を持つことである．

具体的には X 上の二つの位相 Ti,花に対して下限，上限はそれぞれ

inf{T1, T2} =T1 n T: 公

sup{T1, T2} =T1 U乃を準開基とする X 上の位相，

で与えられ，更に半順序集合（刃(X),c)は完備束であることが知られているまた Xが

集合ではなく，群や環などの代数構造を持ち，その代数演算を連続とする位相のみから

なる E(X)の部分集合も包含関係により完備束になることが知られている．

さて，以下では集合 X は線形空間として，その線形構造と両立する位相のみを集めた

刃(X)の部分集合を考える．
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定義 3.ハウスドルフ位相体 Kおよび有限次元 K一線形空間 Xに対して I:(X)の部分

集合訳(X)を

な (X):={TE I:(X) I+: XX X→ X と*:KxX→ XはTに関して連続である．｝，

で定める．ここで，十と＊は各々，線形空間Xの和とスカラー倍写像であるまた， TK(X)

の元を（線形空間 X と）両立する位相と呼び，X とTK(X)の元 Tの組 (X,T)を位相

線形空間という．

加 (X)は先程の群や環と同様に包含関係 C に関して完備束となることが知られてお

り，とくに最大，最小元が存在する例えば実数体戦に通常の位相を与えたとき，応線

形空間配を位相線形空間とする位相として，尺の直積位相や密着位相があり，それら

が各々 ，（吠(X),c)の最大元と最小元である．

すると，「直積，密着位相の間にはどのような股n と両立する位相が，どのような強弱の

関係で存在するか．」という問いが浮かび，それに対しては次の 2つの事実が知られてい

る．

1つ目はハウスドルフではない両立する位相は，ハウスドルフな両立する位相と部分空

間の情報から構成することが可能であることを主張する．

事実 1.ハウスドルフな両立する位相 THと線形部分空間 Sに対して，

応＊（応.(T町），

で定められる位相は両立する位相であり，この対応はハウスドルフな両立する位相全体

とXの線形部分空間全体 a(X)の直積集合から訳(X)への全射である．ここで，7rS : 

X→ X/Sは商写像であり，応：加(X)→ 冗 (X/S)と7rs* : 加 (X/S)→ 冗 (X)は

各々，7rSに関する終位相，始位相を対応させる写像である．

更にハウスドルフな両立する位相が唯一つのときには，この対応は束 (a(X),つ）と束

（冗(X),c)の間の同型で，逆写像は次で与えられる．

叫 X)3 T→ n U E a(X). 
OEUET 

後半の主張は直感的には，ハウスドルフな両立する位相が唯一つの場合，両立する位

相に対して原点の‘‘無限小の近傍”を対応づけできることを主張している．

2つ目の事実は付値体の枠組みで述べられるので，まずは付値体を定義する．

定義 4.体 K上の閲数 v:K→股が（乗法）付値であるとは，以下の条件を満たすこ

とである．

勝手な a,/3EKに対して，

〇::::;v(a), 

v(a) = 0⇔ a= 0, 

v(a・/3) = v(a)v(/3), 

v(a + /3) ::::; v(a) + v(/3). 

このとき組 (K,v)を付値体というまた付値体 (K,v)が与えられたとき，Kはd(a,/3) := 

v(a-/3)により距離空間となる．この距離が定める K上の位相が離散位相ではないと

き，(K,v)を非自明な付値体といい，距離空間として完備であるときに完備付値体という．
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事実 2.非自明な完備付値体 K上の有限次元線形空間と両立するハウスドルフ位相は

唯一つである．

1つ目は [1]または [4]を，2つ目は [3]を参照されたい．上記2つの事実を合わせるこ

とで町上に定まる位相線形空間となるような位相全体の成す束（喰（股n),c)は]Rnの

部分空間全体a-(民りに包含関係コを与えた束 (a-(野門，コ）として捉えることができる．

2 主結果について

では， K が有理数体 Qの場合はどうか．この問いに答えるのが本稿の結果である．

ここで例えば，守と IQ(V:欧C 賊）の線形空間としての同一視を (p,q)→ p+qJ2で与

えると，股からの相対位相はQの直稼位相とは異なる，両立するハウスドルフな位相を

Q打こ与え，他方で上記事実 1の対応ではこの位相と直稜位相がともに 0次元Q線形部

分空間に対応してしまい，単射とならない．そこで，位相に対応する部分空間を係数体の

完備化によって増やすことで，位相全体との間の全単射対応を構成したのが本稿の主結

果である．主結果は付値体の枠組みで述べられる．

定理 1([1]). (K, v)を非自明な（完備とは限らない）付値体で，距離完備化による拡

大体（このとき，付値が拡張され，再び付値体となる.)(K, D)は励所コンパクトである

とする．このとき，有限次元 Kー線形空間 X に対して，X と両立する位相全体の成す束

（双(X),c)はXを係数拡大したパ線形空間ふ=K@KXのK部分空間全体u(X)

に包含関係コを与えた束 (u(X),コ）と次の対応で同型となる．

n 双 (X)ぅT>--+ I(U) E u(X), 
OEUET 

ここで，I:X→Xは自然な単射 X 3X→ 1⑳ X EXであり，閉包は Tf((X)の最大元

の位相においてとる．

この定理は上記事実 1の後半部分の「ハウスドルフな両立する位相が唯一つ」の仮

定を外した場合とみれる．また，この定理から線形空間と両立する位相全体の成す束

(7i叫守）， c)は町の部分空間全体の成す束 (Cl(交門，つ）と同型，したがって股nの場合

と同じ束を成すことがわかる更にハウスドルフ性を，対応する部分空間の文脈で特徴

づけることで，ハウスドルフとそうではない位相が (7iぷQ門， c)の中で混在している様

子が捉えられた

3 問題について

最後に課題点を 1つと筆者が興味ある問題を 1つ挙げる．

上記定理 1に関して定理を適用できる付値体は限られてしまうことが知られている．

具体的には次の命題が成り立つ．証明は [5]を参照されたい．

命題 1.局所コンパクトな非自明な付値体は通常の実数体Rかp進数体 IQ)p,または有

限体上のべき級数体JF((t))いずれかの有限次拡大体である．

そこで，課題点として定理 1の技術的な仮定「完備化した付値体が局所コンパクトで

ある」が本当に必要なのかを精査する必要がある．
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次に筆者の疑問を述べる．束を上限，下限を 2項演算とする代数系とみなすとき，自然な

疑問として「両立する位相全体の成す束 (TK(X),C) は位相全体の成す束 (~(X), c)の部

分束を成すか．」が考えられる．すなわち，「TK(X)の2元T1,乃に対して束 (TK(X),C) 

と（刃(X),c)における上限と下限が一致するか．」という問題である． 上限が一致する

ことは簡単にわかり，下限が一致することが問題となるしたがって，この間題を言い直

すと「勝手な Ti,T2 E TK(X)に対して T1n T2 E TK(X)であるか」となるこれに関

しては係数体の位相体に依存して真偽が変わる．

以下の例は P.Samuel([6]) によって与えられた例で，冗(X) と ~(X) の下限が一致しな

い例である.[6]ではXの代数構造として群を考えているが，係数体戦として離散位相

を与えたものを考えると，線形空間と両立する位相の例となる．

例 1.X =配として，X上に 2つの位相 Tぃ花を次で定める．

T1 := {{x} X (Y1,Y2) C股2Ix, Yl, Y2 E股｝を開基とする位相，

T2 := {(互巧） X {y} C 政2I X1, 四，yE艮｝を開基とする位相

このとき T1,T2は離散位相を与えた位相体股上の線形空間 ffi.2と両立する位相である．

他方で T1n花は配と両立する位相ではないことを背理法で示す.T1n T2が両立する

位相であると仮定する．位相空間（配，T1n T2)の点 (0,0)の開近傍 Uとして次で定め

られるものがとれる．

1 
U := {(x,y) E股2I IYI < -I叫または2lxl< IYI} U {(O, O)}. 

2 

このとき，背理法の仮定より和が連続なので，Tin花における点 (0,0)の開近傍Vがとれ

て，v+v:= {釘+V2 I V1, V2 E V} C Uが成り立つ．さらに Ti,乃の定義から十分小さい

E>Oがとれ，（一E,E)x{O}CVかつ {O}x(-E,E)CVとできるので，（一E,E) X (-E, E) CU 

となり，矛盾するよって T1n花は線形空間膨：と両立する位相ではない．実は TK(X)

における Tぃ花の下限は T1nT2より弱い通常の配のユークリッド位相である．

他方で，K が通常の位相を与えた実数体K:=股とし，X を有限次元 Kー線形空間とし

て刃(X)と訳(X)における下限が一致することが位相と線形部分空間との対応付けを

用いることで示される．筆者は有理数体の場合の真偽，より一般に，下限が一致するとき

の位相体の特徴づけに興味がある．
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