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擬鏡映群の二重余不変式環の GKM理論的記述

大阪市立大学数学研究所佐藤敬志

TAKASHI SATO 
OSAKA CITY UNIVERSITY ADVANCED MATHEMATICAL INSTITUTE 

良いトーラス作用が存在する空間の幾何学的情報はその 1次元軌道から読み取れる。

これを GKM理論という。特に旗多様体の場合には、 1次元軌道がWeyl群とルート系

に対応し、同変コホモロジ一環が組合せ論的に記述される。また、有理数係数であれ

ば、その同変コホモロジ一環は二重余不変式環と呼ばれるものになっている。本稿で

は、 Weyl群の代わりに擬鏡映群を考え、その二重余不変式環に対し、新たな GKM理

論的な記述を与える。

1. 旗多様体と GKM理論

Gを単連結コンパクト Lie群とし、 Tをその極大トーラスとする。旗多様休G/Tに

はTが左からの積で作用している。一般に群rが空間Xに作用しているとき、その同

変コホモロジ一環はHr(X)= H*(Ef Xr X)とBorel構成のコホモロジ一環として与え

られる。旗多様体の場合、固定点集合 (G/T汀は GのWeyl群 W と自然に同一視でき

る。位含写像 i:(G/Tf→ G/Tが誘導する局所化写像i*:Hf(G/T)→ Hf((G/T)り
は単射である。ここで Hf((G/T)り竺④ H*(BT)竺Map(W,H*(BT))であり、本稿

wEW 

では以下 Hf(G/T)の元 fやその i*による像を写像f:W→H*(BT)とみなす。また、

<I>でGのルート系を表すことにする。 Goresky,Kottwitz, MacPhersonにより、局所化

写像の像は次のように記述されることが示された。

定理 1.1([1]). 

Imi* = {f E Map(W,H*(BT)) I f(w)-f(匹 w)E (0:),0: E屯wEW}

ここで、 a叶まaに関する鏡映を表し、 (a)はaE H2(BT)により生成されるイデアルを

表す。

注意 1.2.条件 f(w)-f(四 w)E (0:),0: E屯wE WはGKM条件と呼ばれる。

例 1.3.定値写像は Imi*の元である。また、 H*(BT)= .Z[t1, ... , t』と書いたとき、

冗： W →H*(BT)を巧(w)= wしで定めると GKM条件を満たす。

上の定理の通り、旗多様体は GKM理論によりその Weyl群とルート系を用いて記述

される。この記述はBruhat分解の記述と考えられる。 G/T=lJwEWCwをBruhat分解

とする。つまり、適当に単純ルートを定め、 l(w)をWeyl群の元wの長さとして、各 Cw

はTー不変な実2l(w)次元開球体であり、 Tー作用に関する固定点をただ 1つもつ。 C初の

閉包はLJ
V'.'oW 

gである。ここでの順序は Bruhat順序であり、 V < W ならばl(v)< l(w) 
が成立する。

記号を簡単にするため、 X=G/Tとする。 Bruhat分解による Xのj-骨格Xいを考

える。具体的に j= 0,2に対し、 xc0l= pt, xC2l = pt u LJ 竺 Vs2となる。 xc2i
a: 単純ルート

の一部分として、単純ルート aに対し、 ptLJ Cua宰炉の同変コホモロジ一環を計算す
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る。 tをTのLie環とし、 t'=keraをその部分Lie環とすると、 T'=exp(t')はTの余
次元 1の部分トーラスである。このs2の点は全て T'の作用による固定点である。この

炉を固定点のうち一方を除いた 2枚の円盤で覆って Mayer-Vietoris列を計算する。特
に、次数Kが偶数である場合を見ればよく、

0—Hク(Sり二Hが(pt) ① Hが(pt) 一 Hが(Sり一 0
となっている。中央の項は空の Tー作用に関する固定点（単位元 eと叩に対応）での

同変コホモロジーであり、右の項は“赤道＇部分の同変コホモロジーで、

Hダ(Sり＝が(ETXy sり＝が(BT')~ が (BT)/(a)

と計算される。これにより fE Map(W, H*(BT))に対する f(e)とf(叩）についての
GKM条件が導出された。

高次元のセル Cwを貼る場合も、接空間几X(2l(w))をルート空間分解した後に同様に

計算される。 GKM条件はセルを貼るごとに対応する Weyl群の元に関するものが現れ、

(1.1) 
i*(H;,(xUl)) = {J E Map(WUl,H*(BT)) I f(w)-f(craw) E (a),a E <I>,W,ClaW E wUl} 

となる。ここで Wいは長さがjまでの元による W の部分集合を表す。

2. 擬鏡映群

定義 2.1.VをC上のベクトル空間とする。線形自己同型er:V→Vが擬鏡映であると
は、 codimker(l -er) = 1, ヨmE N s.t. crm = 1であるときにいう。 GL(V)の有限部分

群 W が擬鏡映群であるとは、 W が擬鏡映で生成されているときにいう。

例 2.2.V = (Cとする。 Z/mZを1のm乗根のなす群とみて、積でZ/mZへVとなる。
0でない XEV*を取ると、不変式環は xmの多項式環となる。余不変式環は(C[x]/(x門
となり、これは H*((Cpm-1)と同型である。

定義 2.3.群W がベクトル空間Vに作用している時、その二重余不変式環を (C[V]Rqv]w

qvJと定める。

群Wがベクトル空間V に左から作用している時、 V上の多項式環qvJ には U•w)(*) = 
f(w*)で定まる W の右からの作用がある。

注意 2.4.旗多様体G/TのWeyl群 W がTのLie環に作用しているが、その二重余不

変式環はC係数の同変コホモロジ一環Hf(G/T)に同型である。

GKM理論の類似として、 i*:qv] G9IC[V]W qv]→ Map(W,(C[V])をaRbf--t (a(b・w))w 

で定めて、これの像を擬鏡映群や対応する V上の線形関数の言葉で記述することを考

える。

各擬鏡映びに対し、 0でない aaEV*でkeraa = ker(l一び）となるものを選ぶ。つま

りoの固定点からなる超平面H。上で叩は0である。また、超平面Haの固定化群は巡
回群になっている。擬鏡映oの位数を切で表し、 oの非自明な固有値を入びで表すこと

にする。 W の部分集合として、擬鏡映全体の集合を Rで表す。 McDanielにより GKM
理論的な次の記述が与えられた。

定理 2.5([2]). 

Im i'~{ f E Map(W, C[V]) I苫いf(がw)E (a~),\la E R,i < Iぴl,wEW}
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GKM条件に対応する定理2.5の条件はかなり重複が多く、実際には各超平面の固定
化群の生成元 aについての条件で十分である。

注意 2.6.全ての擬鏡映の位数が2である場合には、定理2.5の記述は定理 1.1の記述に

一致する。

定理2.5は定理 1.1の一般化になっているが、 Bruhat分解のような階層構造と相性が
悪いように思える。 GKM条件は本質的に Bruhat分解によるものであったので、仮に

擬鏡映群に対応する旗多様体の類似物が存在し、その上の Bruhat分解的な階層構造が
存在したとする。このとき、 W の部分集合に対し、 (1.1)のような式が得られるはずで

ある。しかし、定理2.5の式は超平面の固定化群ごとの式であり、骨格に対応する部分

集合に対する式の形は不明である。

3. 主結果

定理 2.5を階層構造と相性が良いように書き換えたものが本稿の主結果である。ま
ず、擬鏡映群W には全順序が与えられているものとする。 W の擬鏡映が定める超平面

たちの固定化群の軌道の集合を S={G・wlG:ある超平面の固定化群，wEW}とす

る。記号を煩雑にしないため、以下ではしばら<n= I叫とおく。 Sの元 Sごとに、擬

鏡映aと自然数i1,• • •, in-1を選んで、その軌道Sが{w< ai1w くが畑 <•••<ain-lw}
と順序込みで表示されるようにする (nの値は超平面ごとに異なりうる）。表示 {w< 
砂 W く戸w<・・・<a位 iw}に対し、写像f:W→qvJに関する条件を以下のように

定める。

(Cリ

(C砂

J(w) 1 
f(砂 w) 1 

E (au) 

f(w) 1 1 
f(砂 w) 1 入~E (aり
f(戸 w) 1 入むu 

(Cn-1) 

f(w) 1 
f(炉 w) 1 入］

：：  . . 

f(u髯 1w) 1 

ー

入in-1
。~

1 
（心）n-2 

： 
E (a~-1) 

（入::--~r-2 
SESに対応するこれらの条件をまとめて (Cs)と書くことにする。

定理 3.1.

Im i* = {f E Map(W, <C[V]) I fはSの各元 Sに対し，条件 (Cs)を満たす｝

注意 3.2.やはり全ての擬鏡映の位数が2であるとき、定理3.1の条件は GKM条件に
一致する。

証明のスケッチ.Imi*の元の制限が条件 (Cs)を満たしていることは容易に確かめられ

る。逆に、条件 (Cs)はfがS上において i*(lRat)(O:::; j :::; lul -1)の線形和の値

と一致することを意味する。ここでの係数環は定値写像全体からなる多項式環<C[V]で

ある。これは Guillemin,Zara [3]によるところの hypergraphの“同変コホモロジ一環”

のhyperedgeに関する条件と一致し、 McDaniel[2]により定理2.5の右辺の記述に一致
することが示された。 ロ
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最後に予想を紹介して本稿の結びとする。任意のwoEWとSESに対し、 u'kw'.SWo 

となる最大の Kが存在する。条件 (Cリ，...,(0りをまとめたものを (Cs)<::w。と書くこと
にする。

予想 3.3.任意の擬鏡映群に二重余不変式環の Betti数と適合する長さ関数で次を満た
すものが存在する。長さ関数から定まる順序を拡張した全順序に関し、任意の WoE W 
に対し Imi*をW年 0 に制限したものは

{f E Map(W<::wo, qv]) I fはSの各元 Sに対し，条件 (Cs)<::w0を満たす｝

に一致する。
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