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On the complexes from posets of p-subgroups 

福井大学医学部 藤田亮介 (RyousukeFujita) 

School of Medical Sciences, University of Fukui 

概要

このノートでは，部分群複体に関するホモトピー理論に関する現在までの研究状況を紹介

するその後に， Quillen予想解決に向けてのオリジナルなアイデアを述べる．

1 部分群複体の幾何学的実現

Gを有限群， pをGの位数の 1つの素因数とする．そのとき，次の集合を考える

ふ(G)= {Gの非自明なp部分群｝

心(G)= {Gの非自明な基本アーベルp部分群｝

これらは通常の包含関係により，半順序集合(poset)になる.r+l個の全順序部分群列をr-

単体(r-simplex)とする単体的複体構造が入る．その複体をそれぞれ△(Sp(G)), △ (Ap(G)) 

とかく．すなわち，

△ (Sp(G)) = {(E。<H1 <・・・<Hr) I Hi E Sp(G), r EN U {O}} 
△ (Ap(G)) = {(E。<H1 <・・・<Hr) I Hi E Ap(G), r EN U {O}} 

△ (Sp(G)), △ (Ap(G))をそれぞれpにおける Brown複体， Quillen複体という．

1つのposetPがあれば，上の真似をして単体的複体△(P)が定義できる．これをアか

ら定まる順序複体(ordercomplex)というこのことばを使うと， Brown複体とはposet

ふ(G)から定まる順序複体のことである.Quillen複体についても同様．

△ (Sp(G)), △ (Ap(G))の幾何学的実現をそれぞれ I△(Sp(G))I, I△ (Ap(G)) Iとかく．幾何学

的実現の定義を明確にしよう△(Sp(G))の頂点集合的(G)の元の個数をnとすると， n次

元Euclid空間町を考え， HiE SP(G)を町の点ei= (0, ・ ・ ・, 0, 1, 0, ・ ・ ・, 0)と同一視する

ただし， eiはi番目の成分が1で他の成分が0という点を表す.u = (R。<H1 <・ ・・< 
凡） E△（ふ(G))に対して， uにより張られる，町の凸集合を向と書く．すなわち，

lul = {t。H。+・ • ・+ trHr I ti~0, 苔i= 1} C町

そのとき，

I△ (Sp(G))I := LJ lul 
uE△ (Sp(G)) 
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とおき， 1△(Sp(G)) Iに町の部分空間の位相を入れたものが△(Sp(G))の幾何学的実現で

ある.I△ (Ap(G))Iについても同様に定義する．

例1.G =らのとき，品（ら） = A2(ら） = {C2} ====}△ (S2(ら））＝△(A2(ら）） = {(Cり}====} 
I△ (S2(C2)) I = I△凶(C2))I= { 1点｝

例 2.G = Cp2のとき，ふ(Cp2)= {Gp, CP2}, Ap(Cp2) = {Cp} ====}△（名(Cp2))= 

{ (C'. 砂 (Gp<Cp2)}, △ (Ap(Cp2)) ={(Gp)}====} I△（ふ(Cp2))I=単位区間I,I△ (Ap(Cp2))I = 
{l点｝

例3.G = C2 X 凸のとき，ふ(C2X ら） = A2(C2 X 凸） = {CJ, CJ, Ci, C2 x凸}====} 
△ (S2(C2)) =△ (A2(ら）） = {(Ci), (C多），（噂）， (q< C2 X ら）， (C多<C2 X 凸）， (CJ<
C2 X凸）｝ここで，ci(j = 1, 2, 3)は位数2の巡回群である．
====} I△ (S2(ら)）l=I△ (A2(C2))I =下図のようなtree

~ 
例4.G = D12のとき，ふ(D叫 =A2(D叫={CJ, q, q, ct ct cg, c;, 11;.1, ½ 叫り｝，
品(D叫=A3(D叫＝｛ら｝，ここで， 0§(j= 1, 2, ・ ・ ・, 7)は位数2の巡回群，胄 (k= 
1, 2, 3)はクライン群とするハッセ図は以下の通り．

Vl Vl Vl 

q 噂噂 噂 c~ cg CJ 

例5.G=叫(=4次交代群）の部分群のハッセ図は以下の通りである
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例でもわかる通り，有限群Gの位数が小さいものは何とか絵に描けるが，そうでなけれ

ば，とてもじゃないが手に負えないそこでホモトピー概念を用いて， Brown複休やQuillen

複体を特徴付けたいこの方面の研究者らがバイブルにしていた論文は， DanielQuillen 

による次のものである：

Homotopy Properties of the Poset of Nontrivial 1r8ubgroups of a Group, Advances in 

mathematics 28, 101-128(1978) 

上のQuillenの論文，また多くのこの分野に関する論文でも，ポセットとその順序複体，さ

らにその幾何学実現を同じ記号で記述しているため，初学者には混乱が生じやすい．した

がって，このノートでは敢えてその違いを強調するために，省略せずに正確に記述している．

つまり，ポセットはふ(G),複体は△(Sp(G)), その幾何学的実現は 1△(Sp(G))Iというよう

にこの論文は題名の通り，部分群複体の幾何学的実現，特に心(Sp(G))Iや|△(Ap(G)) Iの

ホモトピー性質を調べ上げている主定理は「有限可解群 G が非自明な p—正規部分群をも

っための必要十分条件は， 1△(Ap(G))Iが可縮になることである」であり，可解性を外した

一般の有限群の場合を，オープン・プロブレムとして提示しているつまり，現在"Quillen

Conjecture "とよばれているものは次である：

「任意の有限群Gは， 1△(Ap(G))Iが可縮であるならば， Gは非自明な『正規部分群をもつ」

注逆の証明すなわち十分条件の証明は容易に示すことができる．

ホモトピー同値性を保つ“より個数が少ないポセットを見出す”ことは極めて自然であ

る例えば，その 1つとして Bouc複体△(Bp(G))があるその定義は

Bp(G) ={PE Sp(G) I Op(Na(P)) = P} 

ここで， Op(Na(P))はPの正規化群Na(P)の極大正規p部分群を意味する．定義式か

らこのポセットは Sylowp部分群全部を含むことが直ぐわかる しかも 1△(Bp(G)) Iは

I△ (Ap(G))Iとホモトピー同値，したがって， 1△(Sp(G))Iともそうである．一般に， Bp(G)が

一番元の個数が小さいから， Bouc複体をターゲットにしてQuillenConjectureにアタック

しようとするのは極めて自然なことである．

他に，最近発見された興味あるポセットを紹介しよう．

ぷ(G)=: {U E S(G) I uはGの非自明なべき零p部分群｝，
ら(G)=: {U Eぷ(G)I U > Op(Z(Na(U)))} 

とおくとき，次が成り立つ：

定理 ([3],2016, liyori and Sawabe) 

包含写像 l: I△（氏(G))Iy I△（ら(G))Iはホモトピー同値である．したがって，

I△ (Sp(G))I~I • (Ai,(G))I~I • (Bp(G))I~I△（ら(G))I-
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2 McCordの定理

一方， Stongは1960~70年代にかけ「有限位相空間諭」，特にそのホモトピー理論を創

り上げた我々の部分群複体理論とは何ら関係ないように思われるが，実は大いに関係が

ある.Stongの結果を述べると，

「有限T。空間ふ(G)が可縮になるための必要十分条件は， Gが非自明なp-正規部分群を

もつことである」

statementからして， StongはQuillenConjectureを強く意識していたことが見て取れる

有限ポセットと有限T。空間は 1対1に対応するから，ふ(G)は有限T。空間であることに

注意しておく．では，有限T。空間ふ(G)とI△(Ap(G))Iのギャップは何なのか？これに解

答を与えたのがMcCordであるさて， McCordの結果を述べよう．

McCordの定理

有限T。空間Xとそれに対応するコンパクト多面体I△(X)Iは弱ホモトピー同値（＝各次元

のホモトピー群が同型）であって、 μx:I△ (X)I→Xを弱ホモトピー同値写像として次の
可換図式

I△ (X)I竺四,I△ (Y)I 

μx」 』μy

X ;Y  

が存在するここで，fは有限T。空間X,Y間の連続写像， 1△U)Iは多而体心(X)I,I△ (Y)I 
間の連続写像である

上の図式より「fが弱ホモトピー同値写像である」ことと「1△U)Iがホモトピー同値写像
である」ことは同値である．特にX= Ap(G), Y = Sp(G), f = i(=包含写像）とおくとき L
が弱ホモトピー同値写像であることがわかる直ちに心(l)I : I△ (Ap(G)) I→ 1△ (Sp(G))Iは
ホモトピー同値写像である.Stong, McCordの有限位相空間論の立場から見ると， Quillen

は（図式の）上だけを見ていたことになるだろう図式から「1△(X)Iが可縮であることと，

Xがhomotopicallytrivialであることは同値」("homotopically trivial "とは全ての次元

のホモトピー群がtrivialと定義する）だから，結局， QuillenConjectureは

「有限T。複体ふ(G)がhomotopicallytrivialならば， Sp(G)は可縮である」

と言い換えることができる．すなわち，ふ(G)では1点と弱ホモトピー同値ならば，ホモト

ピー同値になると主張しているもちろん，こんなことは有限位相空間でも一般には成り

立たない 「ホモトピー同値」と「弱ホモトピー同値」のギャップを問題にしているわけ

で，トポロジー的には非常に興味をそそられる問題である

以上のような先行研究の流れを踏まえて，私の最近のQuillenConjectureへのオリジナ

ル・アプローチは「有限位相空間論を適用し，ふ(G)よりももっと扱いやすいものに取り換

えて，その観点からアタックする」ものであったところが， Bp(G)やAp(G)に取り換えた

ところで，そのぞれの空間の特殊性から一般論が展開できない．ただし， Gが特殊な場合，
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例えばベキ零の場合にはBp(G)が1点(=Sylow p—部分群）に定まるので，常に I△(Bp(G))I 
は可縮，すなわち△(Bp(G))が可縮になることがわかる．

3 Quillen Conjectureへのアプローチ

背理法でやる.Op(G) = 1とするこのとき有限T。空間Sp(G)は可縮でない.Sp(G) = 0 
であるならば，△(Sp(G)) = 0となってしまい， 1△（ふ(G))Iが可縮であることに反する．し

たがって，ふ(G)=/ 0である.PE Sp(G)をとって，

(i) I△ (Sp(G)<P)Iが可縮のとき， (ii) I△ (Sp(G)<P) Iが非可縮のとき

で場合分けする.(i)のとき，『部分群Pが韮本アーベルならば， 1△(Sp(G)<P)Iが非可縮に

なってしまうので， PE名(G)¥Ap(G)である．ここで，

Lk△ (Sp(G))(P) =△ (Sp(G)<P) *△ (Sp(G}>p) 

を考察する ここで， Lk△(Sp(G)) (P)は△（ふ(G))のPにおけるリンク複体である．今

I△ (Sp(G)<P)Iが可縮だから，

ILk△ (Sp(G))(P)I~{1 点} * I△ (Sp(G)>p)I~{1 点｝

したがって,ILk△ (Sp(G))(P)Iは可縮である． よって， 1△(Sp(G))I~I • (Sp(G))\{P}I~ 
心(Sp(G)¥{P})I-有限T。空間としてふ(G)とふ(G)¥{P}は弱ホモトピー同値であるから，
x(Sp(G)) = x(Sp(G)¥{P})である．実はx(Sp(G))= x(I△ (Sp(G))I) = x(I△ (Sp(G)¥{P})I) = 
x(Sp(G)¥{P}) = 1である．ここで， x(X)はXのオイラー標数である
一方，

ふ(G)= (ふ(G)¥{P})LJ{P} (disjoint union) 

だから，

x(Sp(G))) = x(Sp(G)¥{P}) + x({P}) 

この等式より， x({P})=Oとなる．これは矛盾である

(ii)のとき， p部分群Pが非基本アーベルならば， 1△(Sp(G)<P)Iが可縮になってしまう

ので， PEAp(G)である．ここで， (i)と同様に

ILk△ (Sp(G))(P)I = I△ (Sp(G)<P)I * I△ (Sp(G}>p)I 

を考察しよう．今PEAP(G)だから， Sp(G)<P= Ap(G)<Pであるしたがって， 1△(AP(G)<P)I 
が非可縮となるまずん(G)<P=J 0とするこのときは， Pには位数p2以上の元が少な
くとも 1つは存在する．今切(Z(P))= !:11(P) < Pより， !:11(P)E Ap(G)<Pである．こ
れは l~(Ap(G)<P)I が可縮になることを意味するので矛盾である. Ap(G)<P = 0である．
△ (Sp(G)>p) = 0ならば， Sp(G)= {P}となってしまい， Sp(G)は可縮になって矛盾であ
る．実際，

ふ(G)= {P}LJ(SP(G) -{P}) (disjoint union) 



161

であって，<P, >Pが空集合かつ心(Sp(G))Iは可縮だから， Pと順序同等なものしかな

いよって，名(G)= {P}である以下， Sp(G)>pcJ 0とする．

Claim I△（ふ(G)>p)l1ま可縮である．

Proof I△ (Sp(G)>p)I':::'I△ (Nc(P)>p)Iより，以下心(Nc(P)>p)Iが可縮であることを示す．

ふ(G)>PぅQをとる．そのとき， P<況 (P)<況(P)である.NQ(P) ::=;Qに注意すると，

Pく心(P)= OP(心(P))<⑭ (Nc(P)). 

よって， 1△(Nc(P)>p)I'=::'{1点｝．

I△ (Sp(G)>p)Iが可縮になれば(i)と全く同様な議論が展開できる．今， 1△(Sp(G)>p)Iが

可縮だから，

ILk△ (Sp(G))(P)I = I△ (Sp(G)<P)I * I△ (Sp(G)>p)I':::'I△ (Sp(G)<P)I * {1点｝

したがって， ILk△(Sp(G))(P川は可縮である (i)の議論により x({P})= 0となるが，これは
矛盾である．
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