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On the discrete spectrum of a certain non-sharp 
locally anti-de Sitter space 

東京大学数理科学研究科甘中一輝＊

Graduate School of Mathematical Sciences, The University of Tokyo 

Abstract 
本稿では，小林 ・Kassel[KK16]による，非リーマンの場合の局所半単純対称空間

r¥G/H上の大域解析の理論を局所反ド・ジッター空間r¥SL2(股）xSL2(股）/diag(SL2(良））
に限る事で初等的に解説し，この定理を出発点として筆者の結果が得られることを説

明する．筆者の研究の詳細についてはRIMS謂究録 2103番の記事に書いたので，そち

らを参照されたい．

1 はじめに

本稿では以下の問題を扱う．未定義の言葉については後の節で徐々に説明していく．

問題 1.1.非 Riemann局所半単純対称空間 r¥G/Hの離散スペクトラム Speedげ¥G/H)は

いつ無限集合になるか．

後でより厳密に定義を行うが，離散スペクトラムについて大雑把に説明すると，局所半

単純対称空間にはその擬Riemann構造から Laplace作用素が定義されるが， Laplace作用

素のび固有値全体の集合の事を大体離散スペクトラムと呼んでいる．さて，問題 1.1に関

して完全な解答が与えられているわけでは無いが，小林 ・Kassel[KK16]によって初めて問

題 1.1が定式化され，特別な局所半単純対称空間に対しては，無限個の離散スペクトラムを

Poincare級数の方法で具体的に構成した．さらに彼らは rの変形で安定な離散スペクトラ

ム("universaldiscrete spectrum")を非Riemannの場合を考えることによって初めて見出

した．本稿では彼らが [KK16]の中で暗に証明した，後述の定理5.1を

(G, H) = (SL疇） X SL鵡），diag(SL繹））），

の場合に限って初等的に証明する事を主な目的とする．本稿が [KK16]の理解への一助と

なれば幸いである．

全体を通して，半単純群は簡単のため連結かつ中心有限，さらに非コンパクト因子のみ

を持つとするまた，実 Lie群 GのLie環はgという様にドイツ小文字を対応させ，実ベク

トル空間 Vの複素化は託という様に Cを下に添えて書く．

2 半単純対称空間とその離散系列表現

この節では半単純対称空間の定義を思い出し，その離散系列表現の存在に関する Flensted-
Jensen[F J80]と松木・大島 [M084]による定理を簡単に説明する

実半単純群 Gに対してある対合びが存在して， Hがccr= {g E GI c,(g) = g}の開部

分群である時 (G,H,c,)を半単純対称対， X=G/Hを半単純対称空間と呼ぶ代表例を 2
つ挙げておこう

＊本研究は日本学術振興会特別研究員奨励費（研究番号 18J20157)及び数物フロンティア・リーディング
大学院プログラムからの助成を受けたものである．
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例 2.1.(1)実半単純群Gと，その Cartan対合0に対して， K=G0はGの極大コンパク

ト部分群であり，対称空間 G/Kは非コンパクト型の Riemann対称空間と呼ばれる．

(2)実半単純群 G'に対して， G= G'X G'の対合ぴを (x,y)→ (y,x)で定めると， H:=
G" = diag(G') c Gであり，対称空間 G/Hは自然に群多様体G'と見なせる．

半単純対称空間Xにおける G不変な微分作用素全体のなす環lI))瓜X)は可換である事

が知られている以下ではより簡明な環構造を持つ事を証明なしで説明する記号をいく

つか導入しよう.Lie環gのoの微分による固有空間分解を

g = fJ + q = gda + g―d叫

とする複素化 qcの半単純元からなる可換部分空間で極大なものをたと書き，ルート系

I;(gc, k)のWeyl群を W と壽<. [HelOO, Chap.II, Thm. 5.17]とFlensted-Jensen双対

([FJ80]を見よ）により，
醗 (X)竺 S(j,c)匹

が成立するなお， rank(G/H) := dimic(k)とし，対称空間X=G/Hのrankと呼ぶ

さて，半単純対称空間 G/Hには G不変測度がスカラー倍を除いてただ一つ定まるか

ら，び(G/H)を考えることでGのユニタリ表現が定まるが，この既約部分表現を G/Hの
離散系列表現と呼ぶ ([FJ80]).Kをoで安定な Gの極大コンパクト部分群として，

rank(G/ H) = rank(K/ H n K), (2.1) 

が成立する時に [FJ80]はX=G/Hの離散系列表現を無限個構成したさらに，松木ー大

島 [M084]により Xには Flensted-Jensenが構成したものしか離散系列表現はない，特に

rank(G/H) = rank(K/HnK)が成立しない時はG/Hの離散系列表現は存在しない，事が
示された Xの離散系列表現の元は Schurの補題により,lDlc(X)のび同時固有関数にな

るが，逆に恥；(X)の（一つの指標を固定した時の）び同時固有関数空間はXの離散系列表

現の有限個の直和になる事も知られているより詳しい説明については [KK16,Sect. 5.3] 
を参照せよ．

3 局所半単純対称空間の離散スペクトラム

この節では，半単純対称空間の不連続群，またその商として定義される空間の離散スペク

トラムの概念を思い出す．以下では，離散群は高々可算集合であるとする

定義 3.1.離散群rが局所コンパクト Hausdorff空間Xへ作用しているとし， Xの部分集

合Sに対して，

「s:= b E r I'Ys n s -I 0}, 

とする．

• 任意の xEXに対して r{x}={e}となる時作用は自由であると言う．

• 任意のコンパクト集合sexに対していが有限集合となる時，作用は固有不連続
であると言う．

• 作用が自由かつ固有不連続の時， rはXの不連続群であると言う．
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rがXの不連続群ならば，商写像X→f¥Xは被覆写像となる Xが多様体ならば，

f¥Xは多様体であり，この被覆は局所微分同相写像となる固有不連続性より一般の概念
である固有性も定義しておく．

定義 3.2.局所コンパクト Hausdorff群Lが局所コンパクト Hausdorff空間Xへ作用して

いるとし， Xの部分集合Sに対して，

Ls:= {l EL I zs n sヂ0}CL, 

が相対コンパクトである時， Lの作用は固有であるという

離散群が固有に作用するならば固有不連続に作用する事に注意しておく．

Xが半単純対称空間 G/Hの場合を考えよう .Gの離散部分群rでX=G/Hに固有

不連続かつ自由に作用するものを考え， Xr=爪Xの事を局所半単純対称空間と呼ぶ．こ

こで Riemann対称空間の場合とは違い， Gの任意の離散部分群rが半単純対称空間G/H
に固有不連続に作用するわけでは無いことに注意したい．固有不連続に作用するものとし

ないものの例をそれぞれ挙げておく．

例 3.3.{1) {Mooreのエルゴード定理[Moo66})Gが非コンパクト単純群の有限個の直積

であり Hが非コンパクトの場合， rをGの格子，つまり f¥Gが体積有限となるなら

ば， rはG/Hに固有不連続には作用せず，「¥G/Hは非 Hausdorff空間となる．

(2) {standard Clifford-Klein form, 詳しくは {KK16,Ch. 2}を参照せよ．）簡約部分群
LcGでG/Hに固有に作用するものがあるとするこの時 Lの任意の離散部分群

rはG/Hに固有不連続に作用する上記の条件を満たす (G,H,L)の組としては例え

ば(SO。(2n+ 2, 2), SO。(2n+ 2, 1), SU(n + 1, 1))がある．

簡約部分群 Lc Gの簡約型等質空間 G/Hへの作用の固有性に関しての判定法は

[Kob89]により発昆され，その後 [Ben96],[Kob96]によって， L,Hの簡約性を課さない形
へと一般化されている.[Ben96]はL,HがGの閉部分群である事を仮定しているのに対

し， [Kob96]はL,HがGのただの部分集合の場合（もはや G/Hは定義できない）に拡張し
た事に注意しておく．

局所半単純対称空間「¥G/HのG/Hにおける基本頷域として，次のものが取れる事を
注意しておこう．

事実 3.4([KK16, Def-Lem. 4.20]). 半単純対称空間 G/Hの不連続群rに対して，

1汁'¥G/H:= {x E G/ HIV, Er, llvx(,x)II~I vx(x)II}, 

はG/Hへのrの作用に関する基本領域である (vxについては4節を見よ）．

最後に，局所半単純対称空間Xrの離散スペクトラムの [KK16]による定義を思い出し

ておこう被覆X→Xr = f¥Xによって， Xr上の微分作用素全体のなす環lI))(Xr)への
単射準同形町： S(k)w竺 lI))a(X)→lI))(Xr)が自然に定まる．

定義 3.5([KK16]). 半単純対称空間X=G/Hとその不連続群recに対して，

Speed (Xr) := {入 Ejc/w 1ヨfE L2(X) ¥ {O} s.t. VP E S(jc)w,1rr(P)f =入(P)f.},

を局所半単純対称空間Xrの離散スペクトラムと呼ぶ微分演算は超関数の意味で定義さ

れる．

局所リーマン対称空間の場合にその離散スペクトラムが様々な人に研究されている事

は言うまでもない事であろう．
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4 一般化Cartan分解と対称空間の“擬球"

この節では，半単純対称対 (G,H,び）に対する一般化Cartan分解G= Kexp(正）Hを証明

無しで思い出しておく．記号として， 0をoと可換な Cartan対合， K =G0を0に付随し

て定まる Gの極大コンパクト部分群とする.Lie環gの0,uの微分による固有空間分解を

9=£+j.1(=9de+9―d0),g = fJ + q(=炉 +9―da),

とする

aをμnqの極大可換部分空間とすると， gのKilling形式の aへの制限は正定値であり，

自然に a竺 a*である．そこで制限ルート系 I;(9如 e)'a)のWeylChamberの閉包を一つ選

び，この同型で移したものをかとするこの時，次が成立する．

事実 4.1(例えば [Sch84,Prop. 7.1.3]). 積

K x exp(正） xH→ G 

は全射であり， gE Gに対して， g= k9ea9h9, (k9 EK, a9 Ea+, h9 EH)と書いたとき， ag
はgに対して一意に定まる．

そこで，一般化 Cartan射影匹：=G→ a+をg→agにより定める．例 2.1の場合，一

般化Cartan分解は以下の様になる

例 4.2.(1) ('例 2.1(1)の場合） fJ =£, q =μ, aはpの極大可換部分空間，かは制限ルー

ト系 I;(9,a)の一つの Weylchamberの閉包であり，この場合の一般化 Cartan分解偲寸

影）は Gの Cartan分解叩影）である．

(2) ('例 2.1(2)の場合） 0'をG'の Cartan対合， K'=G'e, μ'= 91-de, a'をμ'の極大可換部

分空間， a'+をI;(g',a')の一つの Weylchamberの閉包とするこの時， a=diag咄：＝

{(a', -a') I a'E a'} C g = g' 〶 g' であり，正の一つの取り方として diagaa'+ があ
る.0=0'x0'はびと可換だから， K = K'X K'とすることで， Gの一般化 Cartan
分解G= (K'x K')exp(diagaa'+)diagG'を得る．一般化 Cartan射影加： G→ 酎＝

diagaa'+について， pr1o v0(g~, 吟）＝加(g~gt1)/2, (μa, はG'の Cartan射影）が成立

する

一般化Cartan射影四の右H不変性から自然に定まる収： X=G/H→ 正を用いて，

Bx(R) := {x EX  I llvx(x)II ::; R}, 

を対称空間x上の半径Rの“擬球”とみなす．ここで， aへの gのKilling形式の制限は正

定値の内積なので，この内積が定める a上のノルムを II・Iとした.Kのコンパクト性から

Vxの固有性が直ちに従い，よって Bx(R)はコンパクトである．非コンパクト型Riemann
対称空間X=G/Kの場合は， dxをXのRiemann多様体としての構造から定まる自然な

距離， x。を原点eKとして，

llvx(x)II = dx(x,xo), 

が成立し，“擬球"は普通の意味での原点中心の球であることに注意しておきたい．

注意 4.3.対称空間が群多様体G'の場合，例4-2(2)の様に一般化 Cartan射影は計算され

るが，個人的な理由により，この場合には擬球を

Ba,(R) := {x E G'I llμa,(x)ll/2::; R}, 

で定義して，後の議論に用いる本来の擬球と若干異なる事に注意されたい
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5 離散スペクトラムの構成

この節では，小林 ・Kasselにより暗に示されていた次の定理を

(G, H) = (SL繹） X SL厄）， diag(SL繹））），X= G/H~SL鵡），

の場合に限って証明する．

定理 5.1([KK16]). X = G/Hを条件 (2.1}を満たす半単純対称空間， rcGをXの不連

続群とする数え上げの条件

ヨA,a> 0,'vx EX, VR > 0, Nr(x, R) < AeaR, (5.1) 

が成立するならば， #Speedげ¥G/H)= oo. 

定理の (G,H) = (S12償） X S12(良），diag(S12偉）））の場合における証明は以降の小節で

行う事として，その前に一般の G,H,rでの証明の方針と Nr(x,R)の定義を述べよう議

論の出発点となるアイデアは，条件 (2.1)から， X=G/Hには離散系列表現が無限個存在

し(2節参照），従って II))』X)の固有値入を持つ同時び固有関数や入が無限個の入 E梵/W
に対して存在するが，これらの関数や入に対して，一般化された Poincare級数

点(fx)=区Cf!>.(ry―lx), 
沢三r

を考えることで， r¥G/H上の同時び固有関数を構成する，というものであるもちろん，

点の収束性，さらにはより難しい問題として点が非零である事については議論しなけれ

ばならないこの為に [KK16]では，¢入の一般化Cartan射影方向の漸近挙動を [Osh88]を

用いる事で評価したさらに， Xの不連続群 rの各軌道 fx,(x EX)の分布を定量的に測

る為に， [KK16]は4節で定義された「擬球」 Bx(R)での「数え上げ」

N,(x, R) := #(fx n Bx(R)), 

を導入した．漸近挙動と定理5.1の数え上げの仮定を用いる事で点の収束性の処理は，後

述の証明を見てもらえれば分かる様に比較的簡単に出来る．

注意 5.2.[KK16}は不連続群の「強不連続性」なる概念を導入し，強不連続群rについて

は数え上げの条件 (5.1)が成立する事を Riemann幾何を用いて証明した．

以降では (G,H) = (S12偉） X S12(股），diag(S12(恥）））の場合に限る． この理由の一

つは，上記の漸近挙動の考察を初等的に行いたいためであるさて， (G,H) = (S12(罠） x 

S12偉），diag(S12(罠）））の場合，口SL尋）を S12(股） X S12(股）の Casimir元から定まる S12(股）
上の S12(股） X S12偉）不変な微分作用素とすると， S12(股）がrank1の群である事から，

恥ぃ（政）xSL2(1R)(SL2(戦）） = q口SL嘔）］，

であり，

Speca(S12(股））＝｛入 ECIヨfE L2(X) ¥ {O} s.t. ロSL2(1R)f=入f.},

である．

またこの場合，定理 5.1のrankに関する条件は満たされるので， S12(股）の離散系列表

現が存在するわけだが， S12(股）については次の事実が成立する．
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事実 5.3.

Speca(S12(瞑）） = { /i,(/i, -2) I /i, E Zc'.2}-

注意 5.4.5.2節で/i,(/i,-2)の固有値を持つび固有関数切を構成する．

さて， gESL鵡） x SL鵡）に対して， gで左移動してから Poincare級数を取る射

Sr,g,C: e;L店。直）xSO尋），f(C-2)(SL厄））→ L;(C-2)げ¥SL厄））
信 t → (e; 四）r

を考えるただし，この射がwell-definedかはまだ議論されていない．

ここで， L§。2(R)xSO追），C(C-2)(S12(股））を S02(股） X S02(股）有限な口叫（賊）の固有値/i,(/i,― 
2)のび固有関数全体の集合， L;(C-2)げ¥S12償））を口爪SL尋）の固有値£(£-2)の固有関数全

体の集合とし， S12(艮）上の関数fに対して，勾f(x):= f(g―1x), (g E S12(民） X S12(罠），XE
S12偉））の様に S12(股） X S12(股）の作用を定めた．

以下では定理5.1より強い，次の主張を証明する

定理 5.5([KK16]). r c S12(股） X S12償）を S12(~) の不連続群とする．数え上げの条件
(5.1}が成立するならば，任意の gに対してある /i,9ENが存在し，整数/i,2:: fgについては

Sr,9,cはwell-definedである．さらに，ある 9rE S12(戦） X S12(股），frENが存在して，任意

の偶数/i,2:: 介に対して Sr,gr,£ は非零になる．

5.1 口叩(JE.)の802(民） X 802(民）有限な固有関数cpgの漸近挙動

この小節では常微分方程式の確定特異点の理論を用いて，口SL2(沢）の S02(股） X S02(股）有
限な固有関数の漸近挙動に関する次の事実を示す．

命題 5.6.S12(股）上の S02(股） X S02(良）有限な関数四で，超関数の意味で口SL2(賊）四＝
/i,(/i, -2恥 (£E(C)を満たすものについて，ある C> 0が存在して，

l'Pe(x) I ~ C(cosh llxll)-Re多もしくは C(coshllxllte!-1, 
llxll→OO 

が成立 ここで 812(政）の Cartan射影μ叩(IR)を用いて， XE 812(民）に対して llxll= 
½ μSL疇）(x)とした陣意4滲照）．

事実5.3と組み合わせて，次を得る．

系 5.7.命題 5.6の仮定を満たすび固有関数四に対しては，ある C>Oが存在して，

1四(x)I ~ C(cosh llxll)万，
IIのII→00

が成立

Proof. Cartan分解X= k(圧戸）a(t)k(01戸）を用いて S12(良）に座標を定め，口SL2(IR)のそ

の座標での表示を計算するここで，変数はー1r:S 0i < Jr, (i = 1, 2), t 2 0を動き，

k(0) = (~~:: ~~~n/) ,a(t) = (~eりt))
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であるここで， II叫=2tである事を注意しておく．さて，この座標で口SL2(艮）の表示を計

算すると，
[)2 8 1 82 1 が

□ SL2(ll!.) =—+ 2coth2t―- -+  -
加 at cosh2 t 80t sinh2 t 80§' 

となるさらに.u = (cosh 2t)-1で変換すると，

ロ叫(IR)=4 ((U品）2-u羞）— 4u2 ((u品）2+u羞）— u~l:iふ― u2::l!み，
となり， S02(良） X S02偉）相対不変（つまり，羞，羞がスカラーで作用する）な口SL尋）
の固有値R(R-2)の固有関数が満たすu= (cosh2t)-1 = (cosh llxll)-1についての常微分方

程式はu=Oを確定特異点に持ち，その特性方程式は4(p2-p) = R(R -2), よって特性指

数pはS02償） X S02(股）の指標に依らずふ—; +1となる．従って， S02(股） X S02償）相

対不変な関数については示すべき主張が得られ，よって一般の S02(政） X S02偉）有限な関

数についても命題の主張が正しいと分かる． ロ

注意 5.8.g1, g2, XE  S12(股）に対して成立する不等式 llg1xg21II s; llxll + (llg1 II+ llg2II)から，

任意の g= (g1, g2) E S12(政） X S12(民）に対して gBsL疇）(r) CB叫（政）(r + (llg1II + llg2II)) 
が成立するが，この事実と命題 5.6から， 'Plをe;r.piに置き換えても命題5.6と同じ主張が

成立する．

5.2 定理5.5の証明

この小節では定理 5.5の証明を後で証明する命題 5.10を認めたうえで完結させるまず，

802(戦） X 802(股）有限な口叫（股）の固有値£(£-2)の固有関数r.ppに対して fが十分大きい
時はPoincare級数叶が絶対一様収束する事を示す．

00 

闘(rx)I::;区 区 1四(r―ix)I
n=l ,Er 

n-1'.Sll'Y―lxll<n 

00

区VI ▽
 

n=l ,Er 
n-IS::11, ―1xll<n 

B (cosh lb―1xll)―£/2 (系 5.7によりこのような Bが存在する）

00 

sBとNr(x,n) (cosh(n -1))―£/2 
n=l 

00 

sABL戸 (cosh(n-1))―£/2 . 
n=l 

(5.2) 

最後の不等式で定理 5.3の仮定を用いた．最後の級数は£が十分大きい（これは四に依存し

ない）と絶対収束するから，吋は連続かつ有界である事実3.4により得られる「¥S12(股）
の基本頷域割¥SL尋）を用いて，自然な同型V(Dr¥sL尋））竺 LPげ¥S12(股））， (1::;p::; oo) 
が得られるが，系 5.7により，£>2の時には cpgEじ(S12(股））となるから， Poincare級数

こ心£ がLパ巧SL2(R))で収束する事は明らかである．不等式 llfllu ::; ✓llfllu 11111£00に
-yEr' 

よって，この級数はぴ(D爪SL2(R))で収束する．さらに，

こ口叫(Ill)に四=I: c(c -2)c;cpg 
7Er ,Er 
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もP,(P,-2)叶にび（割'¥SL追））で収束する事が分かる．したがって，び(VいSL2(IR.))において，

口叩(lli.)'-Pi= P,(P, -2)cpf, 

が分かる注意 5.8により，上記の議論は四をe;やe,(g E SL2償） X SL2(股））に置き換えて

も成立するから， Sr,9,eは(gに依存した）十分大きい［でwell-definedであると分かる．

次に非零性を示そう．その為に任意のい三 Z翌に対して，

切(x)= (x1 + Hx2)―e for X = (X1 + X4 四十 X3)
一四十叩 X1-X4 ' 

なる関数を導入する．

注意 5.9.関数切は (KK16,Ch. 9}では可として導入されている．

切はび(812償））であり， 802(股） X 802(民）不変な口叫(IR)の固有値£(£-2)の固有関
数であることが確かめられる.EE  812(股）を単位行列として，

(£ 砂）1(rgE) =区卯(r―iE) 
祖 g-'rg

区切(r―lE)+ L 切(r―iE). 
咋 9―'rg
ll'Y―'Ell=D 

沢 9―lI'g
II, ―lEll>O 

を得る．また， c9:= inf{II, ―1EII I, E g―1fg s.t. II, ―lEII > O}とするこれはrの固有不

連続性から非零であるが，不等式 (5.2)の証明と同様にして，

00 

I L 切b―lE)I:SL ▽
]
 

I切b―1E)I 
咋 9―lrg
II, ―lEll>O 

n=2 ryEg-l['g 

Cg(n-1)<:'.111―1 Ell<c9n 

~AB ff; eacgn (cosh c9 (n ; l)) -f 

を得る．よって各gE 812(艮） X 812(民）に対してある VgE Z:,:vが存在して， £EZ:,:v9に対

して，

IL 切h―1E)I < 1. 
和 g-lrg

II, ―lEll>O 

となる事が分かるよって，後は

と切（戸E):::::1, 
咋 g-lrg

II, ―1Ell=O 

を示せば（り切）r =J 0が分かる．下の命題 5.10によって，ある grE S12(股） X S12(良）が存

在して こ 切(r―iE)の和に出る項は偶数£に対しては全て切（士E)= (士1)-£=1と

咋 g戸rgr

II, ―'Ell=D 
なる以上によって Sr,gr,fの（偶数£が十分大きい時の）非零性も分かり，これで証明が完
結した．
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5.3 命題5.10の証明

この小節では最後に残った次の命題を証明することを目標とする

命題 5.10([KK16, Prop. 8.9]). G'を中心が有限な連結半単純群でコンパクト因子を持た

ないもの， sCG:= G'X G'を可算部分集合とすると，ある Gの元gが存在して，任意の

s ES¥ Z(G)に対して，四(g―isg) =J〇．

小林 ・Kassel[KK16]ではより一般の設定で Fact5.10を証明しており，その証明は（少

なくとも筆者にとっては）難しいが，上記の設定では初等的に証明することが出来るので，

ここではその証明を載せておく．なお， [KK16,Prop. 8.9]では SがG/Hの不連続群であ

ることを課していたのに対し，上記の主張は Sの可算性のみを課せば十分であることに注

意しておきたいこの点についてはより一般の場合でも同様である

証明の前に次の補題を証明しておく．

補題 5.11.K'をG'の極大コンパクト部分群とすると C'= n g'-1 K'g'はG'の中心
g1EG1 

Z(G')に含まれる．

Proof. C'はG'の閉正規部分群であり，その Lie環はG'がコンパクト因子を持たない事か

ら0の為， C'はG'の離散部分群である任意の dEC'に対して {g'的g'-l}g'EG'はC'の部

分集合なので G'で離散となる一方， G'の連結性により連結でもあるから，一点集合 {c'}
となる．これはC'cZ(G')を意味する ロ

命題 5.10の証明.g = (g~, g;), s = (s~, 約）として，四(g―lsg) ヂ 0 は g~-1 s~g~gいs;-ig; ~ 
K'と同値であるまず#S=1 の場合を証明する.S={(s~, 約）｝として，

(i) s~s;-1~Z(G'), 

(ii) s~s;-1 E Z(G'), 

の場合に分けて証明する

(i) の場合 s~s;-1 tf-C'だから，補題からある g'EG' であって， g1-1s~s;-1g1 tf-K'とな

るそこでg= (g',g')とすればよい

(ii)の場合 S1tf_ Z(G')だから， G'の連結性から Ad(s1)=J id. よってある g'EG'が
存在して s~g's~-1g1-1 tf_ Z(G'), 仮定により s~g's~-191-1 tf_ Z(G')を得る．よって，補題によ

りある g"E G' が存在して 911-18~g's;-19,-1911 tf-K'となる.g~= g", g~= g'-lgllとして，

g = (g~, 必）とすればよい．

次に Sが可算部分集合の時に示す.s E S¥Z(G)に対して，解析的な写像fs:G→Gを

g r-t g―lsgで定める．また， Y= {g E G: 四(g)= O.} = {g = (g~, 外） E GI g~g~-l EK'.} 
が解析集合であることから， fs-1(Y)もGの解析集合．一方， #S=1の場合には正しいこ

とから fs-1(Y)はG全体ではない．解析関数の一致の原理と Gの連結性により J;l(Y)は

内点を持たないさらに Baireのカテゴリー定理から， LJ J;l(Y)も内点を持たない．
sES¥Z(G) 

そこでgE G¥ LJ fs-1(Y)を取ればよい．
sES¥Z(G) 

仁l
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6 主結果

この節では主結果を簡単に説明する冒頭で述べた様に，詳細については RIMS講究録

2103番の記事を参照されたい定理の説明のために記号を定義なしに導入しておこう筆

者は Gueritaud-Kassel[GKl 7, Sect 10.1])のアイデアを基にして， S12(股）に固有不連続に

作用する無限生成の自由群

rv(a1, a2, r, R)三 rv({a1(k)}kEN,{四(k)}kEN,{r(k)}kEN, {R(k)}kEN) 

を， VENと実数列

{a1(k)}kEN, {a2(k)}kEN, {r(k)}kEN, {R(k)}kE凡

で，とある条件群を澤たすものに対して構成した.RIMS講究録 2103番の記事では， r炉
と書いたものである．

さて，注意5.2で述べた様に，数え上げ条件 (5.1)はrが強不連続なる条件を満たす際に

は満たされる．しかし，強不連続でないrについてを数え上げ条件 (5.1)を満たすことが

あるかという疑問については次の様に肯定的な結果を得た．

定理 6.1.

叫k)= e八切(k)= e砂＋ら，r(k)= 1, R(k) = e尺

とする．十分大きい vENに対して次が成立．

(1)几(a1,a2, r, R)は812(股）の不連続群だが，強不連続群ではない．

(2)任意の XE812(股）と R>Oに対して， Nい(a1,a2,r,R)(x, R)さ22R+l6が成立

(3)離散スペクトラム Speed(ロ['v(a1,a2,r,R)¥SL尋））は無限集合．

逆に数え上げの条件 (5.1)を満たさないものが存在するか，という疑問について筆者は

次の結果を得た．

定理 6.2.関数f:股→政を x→ (X)でf(x)→ ooとなる，滑らかで下に真に凸な狭義単

調増加関数とすると， 812(股）の不連続群乃が存在して，

況 (E,R)
lim 

f(R) 
=00 

R→00 

となる．ここで， Eは812(股）の単位行列．

このような現象は Riemann幾何においてはあり得なかった事には注意しておきたい．
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