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Abstract 

gを零次元イデアル Iの辞書式順序の極小グレブナー基底とする。 Iの全ての準素成分の辞書式順序グレブ
ナー基底が三角形だと仮定する。本稿では、 Iが根基イデアルのときに知られている結果が、この仮定の下でも
成立することを説明する。詳しくは： (1)一般化した中国剰余定理により、準素成分の基底から基底gを結合で
きる。 (2)グレプナー基底gの多項式に、因数分解のパターンが現れる。 (3)stability性も成り立つ： evaluation 
写像により与えた gの像はまだグレブナー基底である。

Abstract 

Let g be a minimal lexicographic Griibner basis (lexGb) of a zero-dimensional I. Assume that all 
the primary components of I have a lexGb that is a triangular set. This note explains that the strong 
properties known about g when I is a radical ideal, also hold in this case. These properties are: (1) a 
reconstruction of the basis g from that of the primary components by a generalization of the Chinese 
Reminder Theorem, (2) the factorization pattern of the polynomials in g and (3) the stability property 
under specialization maps. 

設定 gを零次元イデアル Iの辞書式順序の極小グレブナー基底とする。（ここでは、全てのグレプナー基

底が極小かつ辞書式順序によるものだと想定する。）以下のことを仮定する：

Iの全ての準素成分のグレブナー基底が三角形である。 (H) 

その準素成分のグレブナー基底（ここで、三角形集合 tCi)= (tii¥xi), tり(x1,立），..., tt¥xi, ... ,xn)) 

が入力として与えられている。

以下の記号を使う： C:Snに対して、 Ise:=Ink[x1, ... , 叫。また t=(t1,... ,tn)を三角形集合とし，

その時tse=(t1,... , む）と書く。

定理 1

仮定 (H)の下で、全ての i=J jに対して、 t塁 =t塁かつ t『11=J t昇1を満たす最大幣数C<nが存在する。

その時、環 (k[x1,... , 叫／〈t塁〉）[xe+1, ... , 叫の中で、〈t『丘〉＋〈t晶〉＝〈1〉が成り立つ。

定理 2は主な 4つの結果を記述する。

定理 2

1)標準単項式の集合 SM(I)を計算するため、 K上の演算が不要であり、 O(nrD)程度の K上における等式

テストがかかる。

そこで、整数 rが後に定義され、 D = lsM(I)I = dimk(k[x]/I) (Iの次数）
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2) (中国剰余定理—再結合） I の辞書式順序の極小グレブナー基底を計算するのに、 0(191-Dり程度の K 上

の演算がかかる。

Iは根基イデアルのとき、より良い計算量0(g・D-log(D)りで計算できる。（高速の補間を用いる）

3)棉造： gの中にある多項式gを考え、一般性を失わな<g e/c k[x1, ... ,Xn-1]と仮定できる。次の様式を

満たす多項式 XiE k[x1, ... ,x;]が存在する。

LM(g) = xf1・ ・ ・X炉 ⇒ 
n 

g = IT Xi mod I<:n-1, 
i=l 

LM知） = xf'. 

4) evaluation写像により、グレプナー性が保たれている。（英語で stability性とも言われている）。具体

的に：

Q = {gl,··•,9s} と書く。点 a= (a1, ... ,af) E 炉とし、ただし e< n、evaluation写像％：

k[x1, ... ,xn]→ k[Xf+1, ... ,xn] 、 P(x1,••· 心） >-+ P(a1, ... ,af,Xf+l, ... ,xn)を考える。 </Ja(Q)はイ

デアル</Ja(J)のグレブナー基底である。

コメント 上記の4つの結果が相互接続されている。特に、結果 1)-2)と3)-4)の証明は密に関連する。結

果 1)-2)は一般化した中国剰余定理 (CRT)に従う。その戦略は Iが根基イデアルのとき、論文 [6]で記述さ

れている。 CRTによる再結合を行うために、木を用いるデータ表現を使う。結果3)は、葉から根まで（ボ

トムアップ）木の深さ nによる帰納法で証明される。そこから、結果4)が出される。

整数rについて 定理 21)においてはある整数rを含む。 [5,§2.2]で呼ばれた「準素分解の木」の子の最

大数である。この木は結合アルゴリズムを導く。例を用いて大まかに説明する。

例．入力：三つの互いに素な三角形集合（準素成分の辞書式順序グレブナー基底）

｛亭(x)= x2 {亭(x)= (x -1)2 
t~2)(x,y) = (y+ 1)2 +x(y+ 1) -x t~3\x,y) = y2 +2(x-l)y+3(x-1) 

｛亭(x)= x2 
tい(x,y)= y2 +xy+2x 

下の図は標準単項式を表す。
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一方、 tい(x1)=/ ti3\x1) から二角形集合 t(3) を結合する際に、 X—軸に沿って行う（左下の図）。イデアル
I=〈t(l)〉〈t(2)〉〈t(3)〉の標準単項式を得られる。そこから、先頭単項式を読める： LM(J) =〈x4'丑y2'yり。

（右下の図）
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結果 1)は標準単項式についてだけ対処するが、上記の結合式を導くように根本的な予備結果である。実

際、木というデータ構造だけを取り扱い、 K上の浪算が不要である。左下の図は「準素分解の木」 [5,§2.2] 

である。真ん中の木は三角形集合の実数を示す。最後に、右下の木は、 [6]で導入された「単項式のトライ

木」の一般化である。この定義はやや複雑で、本稿で省く。ここで、整数rは2であり、準素分解の木にお

ける子の最大数である。
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先行研究 二種類ある：第一、本稿の仕方と同様に、辞書式順序グレブナー基底に専念されるアルゴリズ

ム [3,4, 6, 9, 10, 7, 8]。第二は Buchberger-Moller氏らによるアルゴリズムに従う手法 [2,1]、単項式順序

を間わず任意の順序に関するグレブナー基底を計算できる。前者は何とか CRTに基づいており、後者は線

形代数に基づいている。次の表 (Table1) では本研究と先行研究の比較をまとめる。
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研究 I年 I 扱う場合 I結果 1正しさ 11) / 2)に対する計算量 I被約？

1)-4) 

I This I 2018 I (H) I 1) -4) Iおそら< I O(rnD) / O(l9I.D2) I no 

[2] 1982 IdPoint 2) 
゜

O(nDり yes 

[1] 2005 General 2) 
゜

・/ > O(nDり yes 

[3] 1995 IdPoint 1) -2) 
゜

O(n2び） I・ no 

[4] 2002 ShiftMonld 1) 
゜

0(尼Dり／・ no 

[6] 2006 IdPoint 1) -2) 
゜

O(rnD)/- no 

[9] 2003 IdPoint 3) -4) 複雑 . I. (NG) no 

[10] 2006 ShiftMonld 3) -4) 複雑 . I. (NG) no 

[7] 2008 IdPoint 1) -2) 。 . I. (NG) yes 

[8] 2014 ShiftMonid 1) -2) 複雑 ・I・(NG) ？ 

Table 1: IdPoint =点のイデアル. ShiftMonld = Shifted単項式イデアル. (H) =仮定 (H). (NG)= 

Not Good. o =正しい
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