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Abstract 

拡張 Hensel構成の初期因子を定めるためには、与多項式の各項の（主変数の次数、従変数の全次数）
を2次元平面にプロットし、それを包含する NewtonPolytopeの辺から初期因子を構成する。辺には与

多項式の因子の情報が含まれるが、 2次元に射影したためにいくつかの情報が失われている。
本講演では、 3次元空間など次元の高い空間での NewtonPolytopeを考えることで拡張Hensel構成
の効率化を考える。 NewtonPolytopeの辺・面・頂点に存在する因子に関する性質について具体例を示し
ながら説明する。

Abstract 

In strategies of exteneded Hensel construction (EHC), we need to plot pairs of degrees for eacf 

term of given polynomial, on 2-dimension plane (we consider the Newton polygon). However, in 

multivariate case (more than 3-variable), several information will be vanished as the factorization. 

In this paper, we consider the Newton polytope instead of the Newton polygon, we show several 

examples as the EHC with Newton polytope. 

1 Hensel構成のフレームワーク

恥[x,ui,... , 叫＝区[x,u]を主変数x, 従変数 (u)= (u1, ... ,u£)の数係数区上の多変数多項式環全体と
し，本稿ではこの多項式環に含まれる多項式の（因数）分解を考える．多変数多項式の分解を行うよく利用

されるアルゴリズムの 1つである Hensel構成に関する研究は占くから行われており，因数分解や GCD計

算への利用や解析接続など幅広く利用がされている．この Hensel構成はリフティング法に基づく因数分解
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の助成を受けています
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アルゴリズムであり，主変数とそれ以外と統括する変数の 2つの変数がキーとなって動作する．複数の変

数を統括する全次数変数tを導入する．

• 一般Hensel構成 (1.1節を参照）

叫→tu, (i=l, ... ,£)なる変換を施す．

• 拡張Hensel構成 [8,9] (2章を参照）

X→ t>-xかつ U;→ t―況 (i= 1, ... ,£)なる変換を施す．

本稿で考えるのは， F(x,t, u) E恥[x,t,u]の（因数）分解である；

F(x,t,u) =伍(x,t,u)・・-G叫x,t,u1,u).

G1,---,Gmは多項式であったり，代数関数であったりと目的に依存するが，本稿ではある級数環に属して

いると仮定する（因数分解されていると考えてもらえればよい）．この（因数）分解を達成するため，全次数

変数tに関するリフティングを行う．すなわち，

F(x, t, u1, u)三 Gik-1¥x,t, u)・・・G位―1l(x,t,u) (mod tり (1) 

なる分解が与えられているとき

F(x, t, u) = Gik¥x, t, u)・・-G炉(x,t,u) (modtk+l) (2) 

なるリフティングを行うここで， c;k-1¥x,t, u)は全次数変数tに関する次数が k-1の多項式であり，

Hensel構成では c?¥x,t,u)= G?-1¥x,t,u) +8G?)(x,t,u)を満たす全次数変数tに関する斉次多項式

8Gい(x,t,u)(i=l, ... ,m)を同時に，かつ，効率的に構成ができる．
本稿では，アルゴリズムを振り返り問題点を再認識することで，新たに算法を開発する．

1.1 よく知られるHensel構成（一般Hensel構成）

よく知られる Hensel構成（以下，一般Hensel構成）は次の手順で行われる．与えられた多変数多項式

F(x,t,u1, ... 四）に対して展開点s=(s1,... ,sc)E灰£ をひとつ決め（本稿では s=Oとする.s =J 0の
場合には， u-sと原点へ平行移動するため，結局は算法は常に原点で展開される），決めた展開点を代入

した F(0l(x)= F(x, 0)を因数分解する．

F(0l(x) = G四(x)・・-G仰(x)

ここで，岱O¥x)とG門(x)は互いに素であることを満たす必要がある (iヂj).満たさなない場合， sを取
り直して，互いに素になるまで選ぶ

いま，式(2)を満たすGik-l)(x, t, u), ... , G位―1l(x,t,u)が既知と仮定して， G朽(x,t,u),... ,G仰(x,t, u) 
を計算するため，次の多項式 (Moses-Yunの補間多項式）W戸(x)(i = 1, ... , m & j = 0, ... , n = deg(F)) 
を計算する．

w罰x)
Gio) ... Q仰
Gi0) ... + +w; 炉(x)

Gio) ... Q仰

G仰
=xJ. (3) 

このとき，求めたいG朽(x,t,u),... ,G炉(x,t, u)は次の手順で計算すれば艮い
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1. 差分8F(k)(x, t, u) = F(x, t, u) -Gik-l) (x, t, u)・ ・ ・Gik-l) (x, t, u) mod tk+lを計算；

8F(k)(x, t, u) = 8/炉(t,u)砂＋．．．十8f炉(t,u)x0. 

2. G;k¥x, t, u)は次で構成される (i= 1, ... ,m). 

Gい(x,t,u)= 8/炉(t,u)w?) + ... + 8f炉(t,u)w?). 

1.2 多くの研究者が考える（一般）Hensel構成の限界

(4) 

(5) 

前節からも明らかなように， G四(x)とG;0¥x)は互いに素でないとき算法は破綻する．この場合，展関
点を動かせばよいが， (u+ v)10から {(u-1) + (v -2)}10への変換をみてわかる通り，項数が 11項から
66項と爆発的に増える（非零代入問題）．

2変数多項式の場合(xとu1), Newton-Puisuex法が平行移動しない分解法として知られているが変数

が多くなると適応することは難しい．

Salem-Gao-Lauderらによる考察 (2004)

Salem-Gao-Lauderらは， ISAC2004において， Hensel構成における初期因子の構成方法としてNewton

Polytopeを利用について考察をしている [6].

定義 1(Newton polytope) 

F(x墨1,...'四） = La, fax°'•,ou1包1 •• ・Ut゚,,,= La, fax°'•,oua, の0でない係数をもつ単項式の次数の

リスト (a;,o,a;,1, ... , a;,£) E Z雷について (a;,o,°'i,1, • • •, い） EZ勾をプロットし，その凸包をNewton

Polytopeと呼ぶことにし， New(F)で表す. I 

このとき，多項式の積について次が成り立つ．

定理 2(Ostrowski) 

F=GHのとき，

New(F) = New(G) + New(H) 

ここで，和はMinkowski和である．

多項式の積で考えると，「積の最大•最小次数はそれぞれの最大•最小次数の和」で示しているが，凸包と

して考えると積もまた凸包になることを示している．

New(F) 

New(G) 

表 1:Minkowski和： New(F) = New(G) + New(H) 

この事実を利用して， Salem-Gao-LauderらはHensel構成のステップがG;O)が多変数多瑣式の場合にも

適応できることを述べているただし，次の制約はある．
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1. 変数の個数は 2つ(xとu1)

2. 入力多項式はもニックに限る．

このような条件のもとでは， 1変数のときと同様の振る舞いをするためHensel構成の各ステップが動作する．

• Moses-Yun補間式

w罰x国）G四+wJil (x, u1)G四=xl 

について， WげE底[x,u1].

• Gik) = Gik-l) + 8Gりと G炉=G~k-l) +8G炉を計算

1. F-G1k-l)c~k-l)=8F(k)(x,u1) (modu1k+l) 

8F(k) (x, u1) = 8G炉Gio)+ 8G朽G~o)

2. G『l,G炉は次で構成

(8Gや，8G炉） = (Lw?l(x, 附）パ炉(u1),LW}i¥x,u1)x 8J?)(u1) 

制約を取り除くと， W1,iE底[x](附）となるため算法は破綻する．

2 拡張Hensel構成

非零代入問題および， Salem-Gao-Lauderらの問題を解決する方法として，拡張Hensel構成がある [8,9]. 

一般Hensel構成と拡張Henselの速いは初期因子G1,... Gmのとり方である．

定義 3(Newton PoygonとNewton線）

H=江 h心吟,)U1 
(,) (,) (,) (,) 
eu, ... Ug口と表す時，各項xexuげ町・..Ug u, の指数部なる点 (e~•),e隠＋・・・+e屈）を

平面上にプロットし，この点集合からなる凸包 (NewtonPolygon)を構成する.Newton Polygonの下包

において，各辺C1,... , らをNewton線と呼ぶ．任意に選んだNewton線C;上の点に対応する多項式の和

をH(O)とおき，この多項式をNewton線Ciに対する Newton多項式Ne,と呼ぶ（通常，下包の最右点を

含むNewton線Neを選ぶ）. I 

入をNewton線凡の傾きとする．このとき，分解する多項式を次のように変換する．

FNew(x, t, u) = 
F(tx,t叫 u1,... , tw'ug) 

tn—入d

この変換によって FNew(x,t, u) = FNew(x, T, u)は， 2つの変数xとT=松で特徴づけられた多項式とな

る.FNew(x, T = t入，u)において， T=松の次数は 0,1, 2, ... と整数値である．
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et ．． 
．． 

✓ 
(yz)が

N1 =Ne, 
ex 

表 2:[(x + y)(xz + 1) + yz] x [(x + z)(xy + 1) -z門

3 初期因子

初期因子Gio),... , GmcoJはFNew(x,T, u)の変数Tの次数が0である多項式F閑l晶x,T,u)を分解した
ものにする：

FNew(x, T, u) = G仰(x,T,u)・・-G仰(x,T,u).

変数Tによって特徴付けられているので， 1.1節で述べた手続きによって計算が可能になる．異なるのは，

初期因子が 1変数（一般Hensel構成）であるか多変数（拡張Hensel構成）であるかであり，変数Tを導

入していることによって， [6]のように一般Hensel構成の枠に収まることなくアルゴリズムが実行できる．

4 Newton Polygonから NewtonPolytope 

4章ではNewtonPolygon(Newton線）を利用した方法を述べたが， 2次元平面上に項を射影させて 2つ

の変数xとTによって既存のフレームに帰着させた．

本章では，初期因子の作り方を一般化すべく 1.1節で述べたNewtonPolytopeを利用した方法について

検討する．

定義 4(Newton polytopeとNewton面(Newtonface)) 

Newton polytopeの下包において，各面巧，...,~ いをNewton面と呼ぶ任意に選んだNewton面巧上の
点に対応する多項式の和をH(O)とおき，この多項式をNewton而Fiに対する Newton多項式と呼ぶ 1 

4次元以上の場合，視覚的に NewtonPolytopeが想像しづらいので本稿では 3次元の場合 (x,u1, 四）の

1例を紹介する．

例 1(3項の場合）

F(x墨1位） =X加 +x叫— XU直2 を考える．この場合， Newton Polytopeは平面になり，すべての項

がこの中に含まれる.Newton PolytopeとNewton面が一致する場合，差分 (F-FNew)が取れないので

Hensel構成は破綻する．

上の例から， NewtonPolytopeの頂点は4点以上必要なことがわかる．

例 2

F(x直1匹） =X加+x伍—XU団2-U心を考える. Newton Polytopeは41恥ぽ(4,1,0),(2,0,1),(1,1,1),(0,1,5)

からなり， Newton而は 4つ取ることができる．
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ここで， FNew(x,u1,四）＝丑U1+ x2四— XU辺2 に対応する Newton 面と選んだとする．これを統一的

に扱うような変数を導入する変換は次のように選べば良い．

• 3頂点 (4,1, 0), (2, 0, 1), (1, 1, 1)を通る平面は ex+ eu, + 3eu2 -5 = 0であり，法線ベクトルは (1,1, 3) 
である．

ゆえに平面ex+ eu, + 3eu2 -5 = 0から法線ベクトル方向にリフティングをすれば良いことがわか
る．必要なのは 3次元格子を含むようにリフティングすればよく，平面ex+ eu, + 3eu2 -5 = 0の定
数部から (1/5,1/5, 5/5) = (1/3, 1/3, 1)刻みにリフティングをすればよい

以上の情報より， FNew(x,u1,四） = F(tx, tu1, t3四）jt5 = x4附十x2四十―XU氾 2-t13u1U~ と変換できる．

初期因子およびステップ幅が決定できたので，拡張Hensel構成が可能となる．
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