
45

次数指定型/update可能な高速1変数近似GCD計算

Fast Approximate GCD Computation 

for Univariate Polynomials with Degree Updating 
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Abstract 

1変数近似 GCDの計算法について、次数指定型の高速算法を紹介する。次数指定型の算法は適切な
次数を設定する必要があるが、本講演では次数が間逮っていた場合にも、前の結果を利用して無駄なく近
似GCDの計算ができる方法を紹介する。

Abstract 

In this paper, we propose a fast method for computing approximate GCD of univariate polynomials 

with floating-point numbers. Our method requires to input the degree of approximate GCD, however, 

it is difficult to determine the degree correctly in general. So that, we propose how to update the 

degree rapidly. 

1 はじめに

1変数多項式の近似GCDを計算する種々の方法が提案されており，大きく次の 2つに分類できる．

• 直接計算型（次数探索型）： Euclidの互除法 [20]とその数値的安定手法[23],Sylvester行列の QR法

による方法である QRGCD法と [17,8]その理論的な改良 [16].

• 次数指定型：近似GCDの次数を入力として与える方法行列を用いる方法の多くがこちらに分類さ

れる．入力する次数（候補）を予め計算する方法と，既知のものとして計算する方法がある．

現在では数値計算を基にした次数指定型の方法が数値的に安定しているため，広く利用されている．

一般的に多項式を利用する数式処理の方法に比べ，行列を利用する数値計算の方法は効率が劣るように

言われることが多いが現状においては大差がない．その原因は整数係数の場合に利用される half-GCD法

に対応するような計算量O(nり未満の方法が浮動小数係数の場合には未だ存在していないからである [21].

ここで， nは入力多項式の次数の最大値である．

行列を利用した計算法は，素朴な QR法 [8]や特異値分解による方法 [7]からはじまり，行列の高速算法

を利用する方法へと発展を遂げてきたが，未だ計算星0(研）未満の方法はこれまで提案されていない．筆
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者による浮動小数係数のhalf-GCD法は失敗に終わっており，既存の方法からの拡張では不可能と思われ

たしかし， [22]においてまったく新しい方法で計算量O(nり未満の方法が捉案することに成功し，それは

浮動小数係数のhalf-GCD法とは異なり数値計算を基にした方法であり数値的な不安定性はない．ただし，

算法自身荒削りで効率の面では改善する必要がある．本稲では，算法を細かく見ることで効率化を行う．

本稿では， Bezout-Hankel行列とそれを利川する GCDと知られる Barnettの方法の改良を利用した算法

の効率化を検討する.2章では，使用する Bezout-Hankel行列およびBarnettの方法の改良について紹介

し， GCDに計算における改良点を確認する.3章では，前章で確認した改良のポイントについて実際に高速

計算できることを示す.4章では，入力の次数が闇違っていた場合に次数を修正して計算する方法を述べる．

1.1 記号

本稿では，次を記号を使用する．浮動小数係数の 1変数多項式の集合をJF[x]で表す.2つの与多項式

f(x),g(x) E lF[x]はdeg(!)=n > deg(g) = n -lを満たすように次の方法で前処理する．

• f(O) = 0のときは f(x)/xをf(x)と置き直す.g(x)についても同様

• deg(!) = deg(g)のときは f(x)-lc(f)/lc(g)g(x)をgと見なす．

• deg(!) -deg(g) = d > l のときは， g(x) を砂—lg(x) で置き直す．

2 Bezout-Hankel行列

まず，本稿で利用する Bezout-Hankel行列について定義する．

定義 1(Bezout-Hankel行列）

多瑣式f(x)とg(x)からなる Bezout-Hankel行列Hn(f,g)とはg(x)/f(x)の無限遠点上で Taylor展開から

得られるlF{x―1}上の形式的べき級数g(x)/f(x)= h1x―l+h江―2+... ElF{x―1}の係数h,から構成され

る次のHankel行列をである吐
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補題 2(行列を構成するための計算量）

Bezout-Hankel行列の要素h1,• • •, h2n-lを構成するための計算量はO(M(n))である．ここで， M(n)は次

数nの多項式同士の積の計算量を表す. I 

注意 1

O(M(n))と0(研）は一般に等しくはない．乗算の場合， nが大きい場合には FFTなどの高速計算が利用

可能であり， O(nlogn)で評価される．本稿では計算量O(M(n))以下の算法の構築を目指している．

このBezout-Hankel行列を用いた近似GCDを求める方法として， Pade近似による方法[18]とBarnettの

定理の改良版がある．オリジナルの方法はcompanion行列の方法[1,2]で，次で紹介するのはBezout-Hankel 

行列による方法である [10].

l) ilii処理によって，級数は柘から始まる．
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命題 3(Barnettの定理の改良版 [10])

k = deg(gcd(J, g))とする．このとき， 1-ln(J,g) E ]FnXnの前n-k列は線形独立であり，かつ，後ろ k列

はh1,• • • ,hn-kの線型結合でかける．

n-k+l 

区 Qi,jh1十Qi,n-khn-k= hn-k+i for l~i~k 
J=l 

さらに， GCDの係数Q は次の関係式でかける．
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それゆえ， gcd(J,g)= 1 + Ck-i/CkXk-l + ... +co/ckを得ることが可能である．

近似GCDを計算するためには，式(1)を満たす qi,Jを計算すればよいが，計算を効率化するため次の部

分行列Hn-kを利用する．

糾 =(1{,ロ I 凡~k+l -~- :n) 
ここで， Hn-kは正則であり，かつ， Hankel行列である．このとき，式(1)を満たすqi,jを求める線形方程

式は次でかける．

糾―kQ;=凡 forl~i~k (3) 

ここで， qi=(l,q;,2, ... ,q□ -k汀である．右辺だけが異なる線形方程式（または， 1つにまとめた一般線
形方程式）を解く方法の 1つは逆行列を求めることである．そして，近似GCD計算に必要なのは，線形

方程式(3)の解全体ではなく解の一部である．今回の場合は，最後の要素だけあれば近似GCDが求められ

る．反復法では，解の一部を求めることは難しいので，本稿では逆行列を用いた方法で解の一部を求めるこ

とを考える．

3 近似GCDの高速計算

Hankel行列の逆行列を求める方法の 1つとして， [14,15]が知られている．この方法は，構造化行列の性

質を利用して，裔速計算可能な行列による線形方程式の解を利用するものである．

よく知られた方法は，甘n-kX= e1と1-in-kY= en-kの線形方程式の解尤を yを用いる方法であり，

加はは次で表現できる．
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表れる行列はすべて構造をもつ行列であり，逆行列そのものを構成するための計算星は0(研logn)である．

加丘の最終行だけを求めようとすると，構造を有効に利用できなくなってしまうため，計算鼠は 0(2nり
となってしまうため，特性を利用できない．

ここで， Gohberg-Heinhin inverse formulaと呼ばれる次の方法を用いる.2つの線形方程式冗-kX=釘

とTn-kZ= en-kの解を用いることによって， 1-l-;;以は次で表すことができる．
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式(4)同様行列の積の和による表現であるが，最終行だけ必要であることを考えると， 2つ目の積の最終

行は 0ベクトルなので，計算する必要がない．さらいに 1つ目について最終行は

1 
-x1(Yn-k Yn-k-1・ ・ ・Y1) = (Yn-k Yn-k-1・ ・ ・Y1) 
X1 

(5) 

で表現されるので， l/x1を乗ずる必要なく，さらに線形方程式Hn-kX= e1を解く必要がない．

4 update 

前章までは次数が正しく与えられた場合を考えた．本章では，正しくない次数k。が与えられた場合につ

いて検討する．

4.1 k < k。のとき

k<k。を仮定する．このとき，礼n-k。は正則である (Pade近似などを参照）．

鬼 (ko-1)= (;t_-k~k~: I h~:=二）
このとき， Hn-ko+lもまた正則である．この行列の逆行列社；］枷+1に関する関係式はすぐに導出できな

いが最後の列は次でかける．

糾~ko+l = (凡;K。~) + Xn-~o+l 炉z+
ただし，冗玉+1叶=e1 and冗玉+1が=en-k0+1である．

次はこれまでを整理したものである．

補題 4

1. 尻以の最終行は冗玉z= en-kで計算できる．

2. k < k。のとき， 1£:;,~ko+l の最終行は冗―k0+1Z = en-ko+l・ で表現される．
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4.2 k > k。のとき

1-lk。は正則でない行列であるため，本方法には向かない．

4.3 計算方法

大きめに次数を評価しながら，近似 GCD候補を計算する.Bezout-Hankel行列を元いて計算されるの

は，近似GCDの候補そのものであるので得られた近似GCD候補で試し割を行い，割り切れなかった場合

には次数を修正して計算を行う．

次数が小さいとわかっている場合には，数回の試行で近似GCD計算の候補の計算が終わるが，次数が大

きい入力からスタートした場合，互いに素のときには終了までに時間を要してしまう．
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