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Abstract 

The aim of this study is to find a method to draw Julia set with less error. In this talk, we 

compute Julia sets with interval number coeffients, and compare results to other kind of coefficients. 

Moreover, following this computer experiment, we will explore methods usable for general iterative 

computation. 

1 はじめに

ジュリア集合は複素力学系の研究対象となる集合であり，その性質として，不安定な集合であるため，正

確な描画は難しいとされている．以降扱う複素関数 fは，多項式または有理式で与えられるとする．関数

f の n 回の反復合成 fofo•••of を F と書く．このとき，『(z) = zをみたす点 zを fの周期 nの周
-~, 

期点という．特に， n=lのとき zを不動点という．点 zがfの周期 nの周期点のとき，入=(r)'(z)の

値を zの乗数という．関数 fの周期 nの周期点 zは，その乗数入によって

•0< 入l<l のとき吸引的

● 入=0のとき，超吸引的

. 入I>iのとき，反発的
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. 入I=iのとき，中立的

の4つに分類される．

点 zoをfの（超）吸引不動点とするとき， B(zo)= {z E (C : r(z)→ zo (n→ oo)}をz。の吸引鉢，そ

の z。を含む連結成分 A(zo)をz。の直接吸引鉢という．

関数 fの反復による関数列 {f門が正規族をなさない点全体を fのジュリア集合といい J(f)と記す（た

だし，領域 DcC上で定義される族 F に対して， F の元からなる任意の列が広義一様収束する部分列を

持つとき正規族であるという）．複素力学系で用いられる用語についての詳細は， [3]や [4]を参照されたい．

ジュリア集合の描画では多くの反復合成を行い，点の挙動を調べる必要がある．しかし，これらの描画に

は，ジュリア集合自身の不安定性に基づく問題もあるが，計算に浮動小数点数を用いることによっておこる

問題が大きく影響している．本研究では，描画アルゴリズムのうち，単純な反復計算のみを行うレベルセッ

ト法を扱う．レベルセット法において誤差なく，または誤差を抑えた描画を行うための検討材料として，区

間数を用いた計算実験を行い，その挙動について調査する．

2 描画実験

本研究で描画アルゴリズムとして使用するレベルセット法は，関数 fが多項式の場合，無限遠点は超吸

引的不動点で， J(f)= BA(oo)であるという性質を使い，充填ジュリア集合を描く．既存のソフトなどで

最もよく使われる方法であるが，境界が不明瞭になることを等高線でカバーしている．

描画領域の各格子点 zに対して， fによる軌道 z,f(z), 『(z),... を計算する．十分大きな正の値 R>2

と十分大きな自然数nで lr(z)I> Rとなれば， zE Aa(oo)と判定する．そうでなければ，充填ジュリア集

合の元と判定する．このような手順で， fの充填ジュリア集合を描画する．

本研究では， Jc(z)=丑+c,(c EC)とし，各格子点は各軸とも―2から 2の範囲で式6の幅で刻むもの

とし，数式処理システム Risa/Asirを用いて計算および描画を行う．

2.1 浮動小数点数を用いた描画

ここで C = -0.778264 + 0.1155285iとして， Jc(z)のジュリア集合の計算を行うことを考える．十分

大きな繰り返し回数を取るものとし， lr(z)I< 10となる点を黒点で描画する．図 1は500同繰り返した

(n= 500)結果，図 2は10000回繰り返した (n= 10000)結果である．図 2では，図 1に比べて検出されて

いる点が減少し，充填ジュリア集合となる点が絞り込まれているように見えるが，浮動小数点数での演算の

ため，どこまで丸め誤差が影響を与えているか不明であり，正確な描画であるといえるかは難しいところで

ある．

2.2 有理数を用いた実験

浮動小数点数を用いた計算では，繰り返し演算によって，大きく丸め誤差の影響を受ける．数学的に正確

な描画を目指すには，浮動小数点部分を有理数とすれば，理論上は正確に描画が可能となるはずである．そ

こで， c=-778264 1155285・ 
1000000 10000000' 

とし leのジュリア集合の描画を浮動小数点数の場合と同様に行った．有

理数を用いた計算では，途中から計算が進まなくなってしまう．図 3は，繰り返し回数が指定回数以下のも

のに対しても各点に黒色以外の着色を行って描画を行っている途中状憩の図である．浮動小数点数の描画と

比較すると，繰り返し演算回数が増加して，最初の黒点が出現する箇所付近で時間がかかっていると考えら

れる．コンピュータのリソース状況としては，メモリおよびCPU使用率にも十分に余裕がある．演算が迎
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医 1:繰り返し回数 500回の描画 図 2:繰り返し回数 10000回の描画

図 3:有理数を用いた描画

まなくなっている箇所付近では，非常に大きな有理数の係数を持つ計算が行われていることが確認できた．

反復計算の結果，非常に長大な有理数（分子分母ともに 400桁以上）の演算を行う必要が出てくるため，そ

の計算に時間がかかっていると考えられる．

2.3 区間演算を用いた計算

区間演算は，区間を数の拡張と考え，その間の四則演算を定義する．実数で与えられる真値の上限と下限

を浮動小数点数とし，浮動小数点数演算により実装する場合，厳密には機械区間演算と呼ばれる [1]が，本

稿では，単に区間演算と呼ぶことにする．実装に際しては，上限下限の計算時に浮動小数点数の丸めモード

を変更することにより，得られた区間に真値が必ず含まれる，つまり，下限以上で上限以下の区間に真の値

があることを保証する．区間演算は，精度保証付き数値計算において利用されている．

Risa/Asirでは区間演算の実装がなされている [2].Risa/ Asir上での区間演算及び区間数とは，

A={xlg_:"::x:"::a} x,g_,aE股

なる Aを区間数と呼び， A=[g, 万］と表す．ただし， Q :<:: 万とする. Q, 万それぞれを区間数の下限，上限

と呼ぶ．また， 2つの区間数A=[g亙],B=  [!J.,b]の間の演算を次のように定義する．ここで，英大文字は
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区間数，英小文字は実数を表す．

. A+B = [g_, 司十 [!J.,Ii]= [g_ +紅+Ii],

A -B = [g, a] -[いl= [g_ -Ii, a -!il, 

A・B = [g_,a]・［い]= [min(幽ゆ，蒟，面），max(幽砂，勒，面）］，

A / B = [g_, a] / [!J., Ii] = [g_, a]• [1/b, 1/!J.] 

[min(g_/b, g_/!J., a/b, a/!J.), max(g_/b, g_/!J., 石/Ii,a/!J.)], 

（ただし， 0足B).

Risa/Asirでは特に設定しない場合は，区間の範囲 a,bはdoubleの浮動小数点数となる．この区間数を用

いて，描画領域の各格子点 zを区間数として演算する．この場合，区間数による演算により実軸に平行な方

向と虚軸に平行な方向の計算誤差の制御ができるが，ジュリア集合上では各点の近傍の点の軌道が複雑な振

る舞いをするため，上記の 2方向の評価を用いる方法がどこまで描画に有効なのかは，今後に調べるべき課

題である描画結果を図 4に示す．図 4では繰り返し回数が 10回以下となる点は白色で，黒色以外の点に

も繰り返し回数に応じで黒色以外の着色を行い表示している．単純に区間数を用いて計算した場合，充填

ジュリア集合となる黒点は 1つも検出されていない．反復回数の最大値は 39回であり，上限回数の 500回

よりはるかに小さい回数で判定が終了している．

図 4:区間数を用いた描画（繰り返し回数500回）

Risa/Asirの区間演算では，ゼロ書き換えモードが実装されている．ゼロ書き換えとは，区間演算の結果

がゼロが含まれる区間数となった場合，その区間をゼロに匿き換える演算のことである．このゼロ書き換え

モードを用いて演算を行った結果を示す．ゼロ書き換えモードを用いた演算では，区間数としてデフォルト

のdoubleの区間数だけでなく，オプションを指定することで使用できる bigfloatの区間数でも演算を行っ

た．岡 5にdoubleの区間数でゼロ書き換えを行った場合の結果を，圏 6にbigfloatの区間数でゼロ書き換

えを行った場合の結果を示す．ゼロ書き換えモードを用いた区間数での演算では， doubleの区間数を用い

たもので，充填ジュリア集合となる黒点は 10717個， bigfloatを用いた区間数では 5243個となった．

3 まとめ

本研究では，ジュリア集合のレベルセット法を用いた描画について区間演算を用いた．特にゼロ書き換え

を用いる場合，浮動小数点数を用いた計算とは大きく異なる結果を得たが，その詳細な分析に関しては今

後の課題である．また，複素数の表現をデカルト座標系でなく極座標を用いた場合の演算では，また異なる
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図 5:doubleの区間数およびゼロ書き換えモードを用いた描画（繰り返し回数 500回）
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図 6:bigfloatの区間数およびゼロ書き換えモードを用いた描画（繰り返し回数 500回）

結果となる可能性がある．今後の最終目標は，有理数を用いた正確な描画の実現ではあるが，誤差を極力抑

える方法としての区間演算の適用の可能性も十分調査していく必要がある．
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