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Abstract 

We consider the problem of constructing the polynomial that is nearest to given polynomials in 
two cases. The first case is that the polynomial has zeros at given points. The second case is that 
the polynomial has a zero in a given domain. 

1 はじめに

複数の多項式に対する最近接多項式とは，ある一つの多項式に対して，異なる観測データや計算などから

得られた，係数に誤差があるいくつかの多項式から，ある性質を満たすように復元した一つの多項式である．

主に最近接多項式をどのように構成するかについて，本論文において，議論する．

次に，本論文の構成について述べるまず， 2節において先行研究を紹介し，その後， 3節において複数の

多項式に対する最近接多項式について議論をする最後に 4節においては，主に本研究での今後の課題につ

いて紹介する．

2 先行研究

即IP'n= {f E底[x]I deg(!) :S n} (恥＝民あるいは IC)と定義する．（即贔はn+I次元の恥線形空間とな

る．）また， f= 四~oa戸 E 鱈n のノルム II!Iを係数ベクトル t(ao,... , an)のノルムで定義する．なお，以
下，多項式の係数ベクトルをその多項式を表す文字のボールド体で表す．また，ここでは，「t」は転置を表す

ものとする

定義 1(複数の零点を指定した場合の最近接多項式）

相異なる定数Z1,... , Z8 E恥(s:Sn)とfE恥IP'nが与えられたとき， f(zi)=・ ・ ・= f(zs) = 0かつ， li-fI 

が最小となる]E図已を z1,...'ZsとII*Iに関する最近接多項式という．

注意 1

このように定義した最近接多項式は必ず存在する．
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まず， Stetterの結果 [5]の一部を紹介する．

定理 2(零点を 1個指定した場合）

区 =IR あるいは C とし， fE 即f>n が zE 沢と p—ノルム I* llpに関する fE即f>nの最近接多項式のとき，

111-flp = 
IJ(z)I 
lzllq . 

ここで， P,q :;;, 1, i +½= 1, z = t(l, z, ... , 砂）であるただし， p=lのとき q= 00とし， p= 00とき

q=lとする．

零点が複数の場合を記述するためにいくつか準備をする．

定義 3(一般化逆行列）

A E cmxnに対して，以下を満たす AtE cnxmをAの一般化逆行列という．

(l)AAtA=A, (2)(AAt)*=AAt, (3)AtAAt=At, (4)(AtA)*=AtA. 

ただし， X*はXの共役転筐とする．

定理 4(過小決定な線形方程式系の最小二乗解）

A E icmxn (rank (A) = m < n), b E IC叫に対して以下の線形方程式系を考える

Ax= b (x E ICn). 

そのとき， x=A乃が(1)の2-ノルムが最小な解となる．

系 5

(1) 

A E icmxn (rank (A) = m < n), b E !Cmに対して， XEICnがAx=bを満たすとき， X= X1 + Atbで表す

ことができて，そのとき，以下が成り立つ．

X1 J_ A乃， X1E Ker(A) = {y E en I Ay = O}, Atb E Ker(A).l. 

上記の系 5を用いて，以下の Ruatta[2]の結果が成り立つ．

定理 6(Ruatta [2]) 

C1, ... , C8 E (Cと相異なる Z1,... , Z8 E (Cに対して， f(zj}= Cj (j = 1, ... , s)を満たし， I1112が最小に

なる /EC瓦の係数ベクトルは以下のように表せる．

f =Mfc. 

ただし， Zj= t(l, Zj, 号，．．．，呼）， Mz= t(z1 z2 ... Zs), C = t(c1, c2, ... , Cs)-

系 7(複素の場合の最近接多項式）

/ E CIP'n, Z1, ... , Zs ECに対する最近接多項式jECIP'れは以下のように構成できる．

f = f-Mfc. 

ただし， Zj= t(l, Zj, ... , ザ）， Mz= t(z1 z2 ... Zs), c = t(f(z1), f(z2), ... , f(zs)), M} = 

M;(M心）ー1.
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定義 8(複数の零点を指定した場合）

相異なる定数z1,... , Zs E区と Ji,... , fmE如P'nと1:<; p, q'.S ooである (p,q)が与えられたとき，

i(z1) = 0 (j = 1, ... , s)かつ，ら=llf1―lipとして， 6=(ふ，．．．，心）の qーノルムが最小となるような
]E恥已を Z1, .. ,,ZsとJi,・ ・ ・, fmと(p,q)に関する最近接多項式という．

注意 2

最近接多項式は必ず存在し， (p,q) = (2, 2)のときは一意である．

指定した実数の零点が一つかつ Ji,... , fm E艮IP'nと(p,q)がそれぞれ(2,2), (2, 1), (2, oo), (oo, oo) 
に関する最近接多項式を求めるアルゴリズムはSekigawa[4]の結果でわかっている．

次に指定された領域に零点を持つ複数の多項式に対する最近接多項式を定義するここでは，ノルムのペ

アについては具体的に指定する．

定義 9(指定された領域に零点を持つ場合）

Ji, ... , fm E底瓦と境界 aDが区分的に有理関数表示可能な単純閉曲線である有界閉領域De底が

与えられたとき， jE Z(D) = {g E恥IP'nI gはDe氏に零点を持つ｝かつも=llf1―1112として，
11612 = 11(ふ，．．．，ふ）伽が最小となるような fEK已しを DとJi,・・・,fmに関する最近接多項式という．

また，以下では，領域Dの設定については，定義9と同じとする．

3 主結果

ここでは，複数の零点を指定した場合での (p,q) = (2, 2)のときについて，述べる以下，この節では複

素係数多項式について話を進める．

定理 10(複数の零点を指定した場合）

z1, ... , Zs E ICと/1, • • •, fm E ICIPnと(p,q) = (2, 2)に関する最近接多項式を/E ICIPnとするとき，

f=喜言h

ただし， LはZ1, ... , Z8 E (CとI* 12に関する fjの最近接多項式とする．

証明 gE {h E CIP'I h(z1) = 0 (j = l, ... , s)}として， Oj= llg-f』12とする．また，系5とgの条件か
ら以下が成り立つ．

よって，

g, fj E Ker(Mz), fj -fj E Ker(Mz)_J_. 

外=llg-f』 I~

=〈g-fj,g-fj〉

=〈(g-fj) + (fj―fj), (g -fj) + (fj -fj)〉

=〈g-fj, g一わ＋〈fj-fj, f j -fj〉・
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この結果を用いて， lllill~ を計算すると以下のようになる．

llill~= II(ふ，..., 8m)II~ 
m 

=L(〈g-fj,g-わ+〈fj―fj,fj -fj〉)
j=l 
m 

＝区(IIYII~- 〈g, か—〈hg〉 +llf贔）+C1 
j=l 

2 

1 
m 

= m g -;;; L f j + C2. 
j=l 

2 

ただし， C1,C2は定数である．上の式より， 11612が最小となるのは，g=嘉区j=lfjのときだとわかる. I 
また，定理 10においては Ji,・・・,fmの最近接多項式を計算しなくてはいけないことになるが， l=
嘉区':=lfjの最近接多項式を計算すればよいことが以下からわかる．

定理 11

Z1, ... , Zs E (CとJi,・ ・ ・, fm E ClP'nと(p,q) = (2, 2)に関する最近接多項式は， Z1, ... , Z8 E (Cと

!= m ―Lj=l方に関する 2-ノルムの最近接多項式と等しい．

証明 hをfjの最近接多項式とすると，以下が成り立つ．
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1区m J._ll区m (fj― 1 m 1 m -m j=l J m j=l f j)と示区j=lfj E Ker(Mz)より，示区j=lfjはfの最近接多項式であ
り，定理 10より z1,... , Zs E (CとJi,・・・,fm E CIP'nと(p,q) = (2, 2)に関する最近接多項式と等しい
ことがわかる

以下で，指定された領域に零点を持つ場合について議論する．

定理 12(指定された領域に零点を持つ場合）

DとJi,... ,fmに関する最近接多項式を求めるアルゴリズムが存在する．

定理 12は下記の補題らによって成り立つ．

補題 13

f=嘉区j=lf1 • として，fE Z(D)でないとき， Dとfi,... ,fmに関する最近接多項式の D内の零点を z*
とする．そのとき， z*はD とJに関する最近接多項式の D内の零点になる．

証明 Lを任意のzEDとJに関する 2-ノルムにおける最近接多項式とし， 8(z)= Ill -fzll2とする．ま
た，止を zとJi(j = 1, ... , s)に関する 2-ノルムにおける最近接多項式とする．すると，まず以下の式が
成り立つ．

8(z戸=Ill-扉
2 

1 
m 

= g- —区f1,z·
m j=l 

2 
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ここで，］を zとIi,... , Imと(p,q) = (2, 2)に関する最近接多項式として，このもとでの定義8の6は
zに依るので/i(z)と表す．すると，以下のようになる．

2 2 
m 
1 1 

m m m 

llli(z)I且=mf- —区 f;,z -m -
m m 

L hz + L llf;,zll~+ L llf j -f』 I~
j=l 

2 
た 1 j=l j=l 

2 

2 

1 
m m 

=m f —盃 1=t1,z +謬(z)-mllf I~+ L II!』 I~-
j=l 

2 
j=l 

ここでは， f=点区'l'=lfjとなるので，実質的には以下である．

m 

IID(z)且=m炉(z)-mllfll~+ L llfj且．
J=l 

よって，炉(z) が最小のとき， llo(z)II~ が最小となる．

また，与えられた多項式が一つのときには， Sekigawa[3]の下記の結果がある．

定理 14(Sekigawa [3]) 
DとDに零点を持たないfE CIP'nに関する最近接多項式jは必ず存在し， jがD内に持つ零点は8Dに
存在する

定理14は定理12が成り立つ鍵となる定理である．なお，定理12のアルゴリズムは以下である．

注意 3(定理12におけるアルゴリズム）
定理12において，最近接多項式を構成する手順は以下である．

1. J =¼ 区丁"';,,,ifjを計算する．
2.] E Z(D)のとき， Jが最近接多項式である．

3. J f/. Z(D)のとき， DとJに関する最近接多項式の 8Dに存在する零点を計算する (Hitz[1]を参照
のこと．）

4. 手順2で求めた零点に対応する最近接多項式を計算する．

4 おわりに

本論文において，ノルムのペア (2,2)での複数零点を指定した場合と領域を指定した場合の複数の多項式

に対する最近接多項式の構成法を提案した．

本論文では，指定した点で零点を持つという性質に着目して，最近接多項式の構成法を提案した．よって，

別の性質に着目すること，また，別のノルムのペアを考えることが課閣として残っている．
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