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Abstract 

学習モデルを中間ユニット数がHの3層パーセプトロンとする．真の分布を実現するパラメータの集
合は，活性化関数を級数展開させると，有限個の多項式の零点集合として表される．初めに， H=2のとき，
真の分布が中間ユニット数が0と1で実現されるときの集合を求める．次に，一般の Hに対して，真の分
布より少ない中間ユニット数H。<Hで実現されるときの集合を考える．

Abstract 

The statistical model is a three-layer neural network with H hidden units. (By using taylor 

expansion of activation function , the set of parameters that true density function is realizable by a 

statistical model is a common zero points defined by finite polynomials. First, in this case of hidden 
units equals two, we calculate equations defining equation of the algebraic set. The algebraic set is 

the set of parameters such that true density function is realizable by a statistical model with zero or 
one hidden unit. Next, for the general case, we determine equations define the algebraic set. The 

algebraic set is the set of parameters that true density function is realizable by a statistical model 

with Ho is less than H hidden unit. 

1 はじめに

階層構造を持ち，非線形なニューラルネットワークは正則モデルとは異なり特異モデルと呼ばれる特異

モデルでは，真の分布を実現するパラメータの集合が解析的集合をなす．真の分布より学習モデルが少ない

ユニット数で実現できる場合，真の分布を実現するパラメータが次元を持つ広がりとなり特異点を持つ．こ

のとき，集合の定義方程式から定まるヤコピ行列の階数がパラメータによって異なり，特異点では行列式が

0になるベイズ推定では，渡辺によって特異点解消定理を用いて汎化誤差の挙動が調べられている [1].

損失関数を最小にする過程を学習と呼ぶ．特異モデルでは，最適なパラメータが 1点には定まらず臨界点

を持つ．臨界点（鞍点，極小点，極大点）にとらわれて，学習が停滞し，過学習が起きる原因となっている [2].
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2 ヒルベルトの基底定理を応用した補題の証明

2.1 グレブナ基底と消去イデアル

定義 1

体Kに対し，fE k[x1,x2, ・・・，四］をゼロでない多項式とする.fに現れる単項式のなかで単項式順序＜に関

して最大のものを先頭項とよび， LT(!)と表す．

定義 2

単項式順序を固定する．イデアルIの有限部分集合G= {g1, ・・・血｝がグレブナ基底であるとは，

〈LT(g1),・ ・ ・, LT(gt)〉＝〈LT(I)〉

を満たすことと定める

定義 3

イデアルI=〈Ji,・・・,Is〉Ck[x1心2,・ ・ ・,xn]に対して， l次の消去イデアルhであるとは，

I1 :=In k[x1+1, • • •, 叫

で定まる k[xz+1,・・・,xd]のイデアルである．

定理 4(消去定理）

IC k[x1心2,・ ・ ・,xn]をイデアルとし， GをIの単項式順序＜に関するグレブナ基底とする．

0 :S: l :S: nに対して，集合

Gz := G n k[x1+1, ・・・，四］

はl次の消去イデアルhのグレブナ基底である．

2.2 4変数の場合

定理 5(ヒルベルトの基底定理）

すべてのイデアルICk[x1, X2, ・ ・ ・, Xn]は有限個の生成集合をもつ．

補題 6

4変数多項式9k(a, b, c, d) : = ab2k+ 1 + cd2k+1に対して， 92,93 E〈9o,9りが成り立つ．

証明 Mathematicaを用いて

fl = 90 -ab -cd; /2 = 91 -ab3 -cd叫f3 = 92 -ab5 -cd尺

GroebnerBasis[{fl, /2, /3}, {a, b, c, d}, MonomialOrder-> Lexico9raphic] 

と入力すると，グレブナ基底が出力される.a,cを消去した消去イデアルを求めるため，

Groebner Basis[{fl, /2, /3}, { a, b, c, d}, { a, c}, MonomialOrder-> Lexicographic] 

と入力すると，炉d2g0-b2gl -d2gl + g2と出力されるため，92E〈90,9りである．

f 4 = g3 -ab7 -cd乃

Groebner Basis[ {f 1, f2, f3, f 4}, { a, b, c, d}, M onomialOrder-> Lexicographic] 



112

と入力すると，グレブナ基底が出力される.a,cを消去した消去イデアルを求めるため，

GroebnerBasis[{fl, f2, f3, f4}, {a, b, c, d}, {a, c,g2}, MonomialOrder-> Lexicographic] 

と人力すると，がd2g0+ b2がgOーがgl-b2d2glーがgl+ g3と出力されるため，93E〈9o,9りである. I 

補題 7

4変数多項式肌(a,b, c, d) : = ab2k+ 1 + cd2k+lに対して，イデアルh=〈9o,9ぃ92,... ,gいとする．このとき

イデアルの増大列I。C/iChC・・・ は止まり，任意の k2': 1に対して， Ii=hが成り立つ．
証明 Mathematicaを用いて g公釦 E〈90,91〉が成り立つ．

また，次の漸化式が成り立つ．

9k+l = 91(b2k + d叫―9o(b2杞+b2k沿） + (b2佐）9k-1・

よって任意の k2': 1に対して， 9kE〈90,9りが成り立つ．

2.3 6変数の場合

補題 8

6変数多項式gk(a, b, c, d, e, f) := ab2k+l + cd2k+l + ej2k+lに対して， g3,g4, g5 E〈go,g1, g2〉が成り立つ．

証明 Mathematicaを用いて a,b, c, d, e, hで甚底を表すと計算が止まらなかったため， 4変数の基底を

用いて gO,gl, e, hで基底を表す．

fl= g[O] -gO -eh; /2 = g[l] -gl -eh叫

f3 = g[2] + bザ gO-(ザ＋松）gl -eh尺f4= g[3] + (b研+b2が）gO-(が+bザ＋が）gl -eh乃

GroebnerBasis[{fl, /2, /3, /4}, {b, d, e, h}, MonomialOrder-> Lexicographic] 

と入力すると，グレブナ基底が出力される.e,gO,glを消去した消去イデアルを求めるため，

GroebnerBasis[{fl, f2, f3, f 4}, {b, d, h}, { e, gO, gl }, MonomialOrder-> Lexicographic] 

と入力すると，次の式が出力されるため，93E〈go,91, g分である．

b2d2h2g[O] -b2d2g[l] -b2h2g[l] -d2h2g[l] + b2g[2] + d2g[2] + h2g[2] -g[3]. 

f5 =g[4] +(b6松+bが +b2が）gO-(ザ+b4炉+bザ＋炉）gl-eh叫

GroebnerBasis[{fl, f2, f3, f4, f5}, {b, d, e, h}, MonomialOrder-> Lexicographic] 

と入力すると，グレブナ基底が出力される.e,g0,gl,g[3]を消去した消去イデアルを求めるため，

GroebnerBasis[{fl, /2, /3, /4, /5}, {b, d, h}, { e, gO, gl, g[3]}, MonomialOrder-> Lexicographic] 

と入力すると，次の式が出力されるため，94E〈90,91, 9砂である．

b4d2h29[0] + b2d4h29[0] + b2d2h49[0] -b4d29[l] -b2d49[l] -b4h29[l] -2b2d2h29[l]-

d4h29[l] -b2h49[l] -d2h49[l] + b49[2] + b2d29[2] + d49[2] + b2h29[2] + d2h29[2] + h49[2] -9[4]. 
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g[4] E〈g[O],g[l], g[2]〉より，〈g[O],g[l], g[2], g[3], g[4], g[5]〉＝〈g[O],g[l], g[2], g[3], g[5]〉が成立するので

〈g[O],g[l], g[2], g[3], g[5]〉＝〈g[O],g[l], g[2]〉が成り立つことを調べる．

f6 = g[5] + (bザ+b6が＋がゆ+b2岱）gO-(炉 +bザ+b4が+b2ゆ＋岱）gl -eh11; 

GroebnerBasis[{fl, f2, f3, f4, f6}, {b, d, e, h}, MonomialOrder-> Lexicographic] 

と入力すると，グレブナ基底が出力される.e, gO, gl, g[3], g[4]を消去した消去イデアルを求めるため，

GroebnerBasis[{Jl, /2, /3, /4, /6}, {b, d, h }, { e, gO, gl, g[3], g[4]}, MonomialOrder-> Lexicographic] 

と入力すると，次の式が出力されるため，g5E〈go,g1, g分である．

補題 9

b賢叩g[O]+ b材叩g[O]+ b位叩g[O]+ b4沿h4g[O]+ b2ががg[O]+ b位叩g[O]-

b6d2g[l] -b4d4g[l] -b2d6g[l] -b6h2g[l] -2b4d2h2g[l] -2b2d4h2g[l] -d6h2g[l]-

b4/「i4g[l]-2b2d2h4g[l] -d4h4g[l] -b2h6g[l] -d2h6g[l] + b6g[2] + b4d2g[2] + b2d4g[2] + d6g[2]+ 

b4h2g[2] + b2d2h2g[2] + d4h2g[2] + b2h4g[2] + d2h4g[2] + h6g[2] -g[5]. 

6変数多項式gk(a,b, c, d, e, J) := ab2k+l + cd2k+l + ej2k+lに対して，イデアルh=〈go,g1, g2, ・ ・ ・, g砂と

するこのときイデアルの増大列 I。 ciichc••· は止まり，任意の k2: 2に対して， h=hが成り立つ．

証明 Mathematicaを用いて g釦 g4,g5 E〈go,g1, g2〉が成り立つ．

次の漸化式が成り立つ．

gk+2 = g2(炉＋朽＋だ）ーの(b2朽+b2戸＋炉d2

+d2戸+b2k !2 + d2k戸） + go(bザだ+b2d2k『+b2kdゲ）

+(dゲ +bテ+b2d2)gk -2(b2dテ）gk-1・ 

よって任意の Kミ2に対してgkE〈go,g1, g分が成り立つ．

3 ヒルベルトの基底定理を応用した補題の拡張

補題 10

2d変数 (a1,・・ ・,ad,b1, ・ ・ ・, 加）多項式gn(a1,・・・,ad, b1, ・ ・・，如）：＝ど~=l ak b~n+l について，イデアル h=
〈go,g1, g2, ・ ・ ・,gいとする．このときイデアルの増大列I。ciichc・・・は止まり，任意の k2:d-1に対
して， Id-l= hが成り立つ．

証明次の漸化式が成り立つ．

gk+d-l = gd-1(bik + b含k+ ... + b~k) -gd-2(bib弓k+b予 b~k ...) + gd-3(bib各 b~k + ...) + ... 

+go(bikb~b~... bえ＋・..+ bib至b~... b~k) + (bib弓 +bib~· ・ ・+ bL1 b~)gk+d-3 

-2(b子 b~b~+ ...)gk+d-4 +・ ・ ・+ (-l)d(d -l)(bib弓b~... b~)gk-l ・

よって任意の k2:d-1に対して， gkE〈go,gぃg2,.'',gd-l〉が成り立つ [3].
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真の分布と学習モデル

定義 11
1 
股に値をとる入力 Xと出力 Yが同時確率密度関数q(x,y)に従う確率変数とする．確率分布q(x,y)を真

の分布という

4
 

定義 12

入力 Xが従う確率分布q(x)と，パラメータ wをもっ尉から尉への関数f(x,w)に対して確率密度関数

1 2 

p(yx,w):= 
亭
exp(-
ly-f(x,w)I 
2 
） 

を用いて，学習モデルp(x,ylw)を次で定める．

p(x,ylw) := q(x)p(ylx,w). 

真の分布を学習モデルが実現する場合，パラメータ w。が存在して，次が成立する．

q(x, y) = p(x, ylwo), 

5
 
真の分布の中間ユニット数がH。=0
学習モデルを入カユニット数 1,中間ユニット数H=2,出カユニット数 1,活性化関数tanh(x)である 3

層パーセプトロンとし，真の分布を中間ユニット数Ho=0である 3層パーセプトロンとする．

f(x,w)と真の分布を次で定める．

q(x) Yl2 
f(x, w) = a tanh(bx) + ctanh(dx), q(x, y) = exp(--). 

亭 2

図1は真の分布がH。=0で実現される場合を表す．

□

3
 

こ＞
①
,
'
9
9
9
9
9
9
9
9
,
e
t
I
 

其の分布がH。=0で実現される楊合

図 1:H=  2⇒H。=0の場合

5.1 真の分布を実現するパラメータの集合

学習モデルと真の分布が等しくなるパラメータの解析的集合を考える．

w。:= {w E 〗迅4lp(x,yw) = q(x,y)} = {w E 〗屯4latanh(bx)+ ctanh(dx) = 0}. 
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tanh(x)を級数展開すると，定義方程式は次で表される．

oo 22k+2(22k+2 -l)B2k+2x2k+l 
I: 
k=O 

(2k + 2)! 
(ab2k+l + cd2k+ 1). 

ここで，Bnはベルヌーイ数である.{x2k+l}は一次独立であるから， Woは斑(a,b, c, d) := ab2k+l + cd2k+l 

と定めると，無限個の多項式の共通零点である．

W。={w E訊9o= 91 =・ ・ ・= 0}. 

イデアルh=〈go,91, 92, ・ ・ ・, g砂とすると，イデアルの増大列I。CJi C I2 C fJ C .. ・ は止まる．補題7よ
り次が成り立つ．

V(h)={wE股叶go=91 =・ ・ ・= 9k = O} = {w E政4lab+ cd = ab3 + cd3 = O}. 

5.2 代数的集合の計算

Mathematicaを用いて fl=ab+ cd; f2 = ab3 + cd叫と入力する．

aを消去した消去イデアルを求めるため，次のように入力する．

GroebnerBasis[{fl, f2}, {a, b, c, d}, {a}, MonomialOrder-> Lexicographic]. 

応 d-cd3と出力され， b2cd-C沿=cd(b2 -dり=0が成り立つ．
よって c=O又はd=O又はb=土dである．

(i)c = 0のとき，ab=0より，(0,b, 0, d), (a, 0, 0, d). 

(ii)d= 0のとき，ab=0より，(0,b, c, 0), (a, 0, c, 0). 

(iii)b =土dのとき，（士a+c)d = 0. よって土a+c=O又はd=Oである．

士a+c=Oのとき， (a,士d,干a,d)(複合同順）.d=Oのとき， (a,0, c, 0). 

真の分布を実現するパラメータの集合は

(a, 0, 0, d), (a, 0, c, 0), (0, b, 0, d), (0, b, c, 0), (a, 土d,干a,d)(複合同順）である．

6 真の分布を表す中間ユニット数がH。=1
学習モデルを入カユニット数 1,中間ユニット数H=2,出カユニット数 1,活性化関数tanh(x)である 3

層パーセプトロンとし，真の分布を中間ユニット数H。=1である 3層パーセプトロンとする．
f(x,w)と真の分布を次で定める．

f(x,w)=atanh(bx)+ctanh(dx), q(x,y)= exp(- . 
q(x) IY -etanh(fx)l2 
亭 2

図2は真の分布がH。=1で実現される場合を表す．
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真の分布がH。=lで実現される場合

図 2:H=2⇒H。=1の場合

6.1 真の分布を実現するパラメータの集合

学習モデルと真の分布が等しくなるパラメータの解析的集合を考える．

W。:= {w E股4p(x,ylw) = q(x,y)} = {w E ffi.4 atanh(bx) + ctanh(dx) = etanh(fx)}. 
tanh(x)を級数展開して， gk(a,b, c, d, e, f) := ab2k+l + cd2k+l -ej2k+lと定めると，定義方程式は次で

表される．
oo 22k+2(2味+2-1)B2k+2x2k+1 
L (2k+"" 卯 (a,b, c, d, e, f). 
k=O 

ここで凡はベルヌーイ数である.{x2k+l}は一次独立であるから， W。は無限個の多項式の共通零点である．

w。:= {w E艮4lgo= g1 =・ ・ ・= o}. 
イデアルh=〈go,g1,g2,・・・,gいとすると，イデアルの増大列I。CJi C I2 Ch  C・ ・・は止まる．補題9よ

り次が成り立つ．

V(Ik) = {w E閏go=g1 =・ ・・＝縣=O} = {w E IR4lab+cd-ef = ab3+cd3-e戸=ab5+cd5-ゲ=0}. 

6.2 代数的集合の計算

Mathematicaを用いて fl=ab+ cd -ef; /2 = ab3 + cd3 -ef朽/3= ab5 + cd5 -ef尺と入力し，
a, Cを消去した消去イデアルを求めるため，次のように入力する．

GroebnerBasis[{fl, /2, /3}, {a, c, e, b, d, !}, {a, c}, MonomialOrder-> Lexicographic]. 

b研 ef-b2ef3 -d2e/3 + e炉と出力され， b2沿ef-b2e/3 -d2e戸+efs = ef (!2 -炉）(/2-dり=0が
成り立つ．このとき b=士f又はd=士fである．

(i)b = fのとき， fl=(a -e)f + cd; /2 = (a -e)f3 + cd叫/3= (a -e)f5 + cd5; と入力し，
aを消去した消去イデアルを求めるため，次のように入力する．

GroebnerBasis[{fl, /2, /3}, {a, c, e, d, !}, {a}, MonomialOrder-> Lexicographic]. 

cd3 -c叩と出力され， cd(/2-沿） =0が成り立つ．

(ii)b= -fのとき， f1 = (-a -e) f + cd; /2 = (-a -e)戸+cd叫/3= (-a-e)『+cd尺と入力し，
aを消去した消去イデアルを求めるため，次のように入力する．

GroebnerBasis[{fl, /2, /3}, {a, c, e, d, !}, {a}, MonomialOrder-> Lexicographic]. 
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碕ーcd,『と出力され， cd(J2-d2) = 0が成り立つ．

よって (i),(ii)より，b=土fのとき，cd(J2-dり=0が成り立つ．
このとき c=O又はd=O又はd=土fである．

c=O又はd=Oのとき，（土a-e)f = 0であり，（土e,土f,O,d),(士e,土f,c,O)(複合同順）．

d=士fのとき，（士a士c-e)f = 0(複合任意）であり，士a士c=eのとき，

（入e,士f,士(1干入）e, 士f)
（第 2成分と第 3成分の入，第 4成分と第 3成分が複合同順，第 2成分と第 4成分が複合任意）．

(iii)d =士fのとき， (a,b)と(c,d)は対称性があるので (i),(ii)より，

（入e,士f,士(1=f入）e, 士J)
（第 2成分と第 3成分の入，第 3成分と第 4成分が複合同順，第 2成分と第 4成分が複合任意），

(O,b, 士e,士f),(a,O, 士e,士f)(複合同順）．

真の分布を実現するパラメータの集合は

(a,O, 土e,土f),(0, b, 土e,土f),(土e,土f,c, 0), (土e,土f,0, d)(複合同順），

（入e,士f,士(1干入）e, 士f)
（第 2成分と第 3成分の入，第 4成分と第 3成分が複合同順，第 2成分と第4成分が複合任意）．

7 真の分布を表す中間ユニット数がH。=m
学習モデルを入カユニット数1,中間ユニット数H=n,出カユニット数 1,活性化関数tanh(x)である 3

層パーセプトロンとし，真の分布を中間ユニット数Ho=mである 3層パーセプトロンとする．

f(x,w)と真の分布を次で定める．

f(x, w) = a1 tanh(b1x) +・・・+an tanh(bnx) 

q(x,y) =言exp(-q(x) IY -a~tanh(b~x) +・・・+a伝tanh(b伍x)l2).
2 

図3は真の分布がH。=mで実現される場合を表す．

真の分布がHo=mで実現される揚合

図3:H=n⇒H。=mの場合

7.1 真の分布を実現するパラメータの集合

学習モデルと真の分布が等しくなるパラメータの解析的集合を考える．

Wo := {wE股2nlp(x,ylw)= q(x,y)} 

= {w E囮'.2nla1tanh(b1x) +・・・+an tanh(bnx) = a~tanh(b~x) +・・・+a伍tanh(b伍x)}.
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tanh(x)を級数展開して，

n m 

gk(a1, ・・・,an, b1, ・ ・ ・, bn, a~,···, a伝， b~,---,b:,,) := La;b7k+1 -La';b17k+l 
i=l i=l 

と定めると，定義方程式は次で表される．

00 22k+2(22k+2 _ l)B2k+2x2k+l 
区舛， 'l¥l 9k(a1, ... , an, b1, ... , bn, ai, ... , a伝，bi,.. ・, b伝）
k=O 

ここで凡はベルヌーイ数である.{x2k+l}は一次独立であるから， W。は次の無限個の多項式の共通零点で

ある．

w。:= {w E罠2ngo= g1 = ... = O}. 
ここでイデアルh=〈90,91,92,・ ・ ・,9いとすると，イデアルの増大列 I。CJi C I2 Ch  C・・・は止まる．

n+m := dとすると，補題 10より次が成り立つ．

V(h) = {w E股kl9。=91 = ... = 9k = O} 
m m m 

= {w E JR門Laふーとい'i=Lい！ーLa';対=・・・=LいJd-1-La'; b':d-1 = 0}. 
i=l i=l i=l i=l i=l i=l 

7.2 代数的集合のパラメータ表示

パラメータ wをw:= {a1,b1,a2,b2, ... ,an, 加｝と表示すると次で表される．

w = { a~, b~, ···,a~, b~, ・・・,a伍，b伝，ao,b。,a1,b1,···,a•,bゎ ···,ah,b叶・

初めにbり(1:Si :Sm)に対して，沢＝砂を満たすbj(1 :S j Sn)の個数をりとする.li 2 l2 2・ ・ ・2 lm 2 1 

となるように (a;,b;), (a;, 尻）の順番を入れ替えるこのとき 1:Si:Smに対して，次で表される．

{a~,bn:={刈aし土尻，碍叫，土bし．．．，入:;-laし訊，土(1干入：干対・・＝入;;-l)aし士b;}

（第 2k成分と第2!,— 1 成分の対，第 2!, 成分と第 2!,— 1 成分が複合同順，第 2k 成分と第 2!; 成分が複合任意）．

次にI:::凸：=n'とする.n" (n'Sn" Sn)に対し，a;b;= 0 (n'+ 1 :Si :Sn"), a;b; =JO (n" + 1 :Si :Sn) 
となるように (a,,b,)の順番を入れ替えるこのとき次で表される

{ao,bo} := {aが+1,bが+1,-・・,a;,bゎ・・・,an",bが＇｝．

最後に b;(n"+ 1 :::; i :::; n)に対して，bJ= b; を満たすも (n"+ 1 :::; j :::; n)の個数を Tjとする．

r1 2 r2 2・・・ 2rh 2 2となるように (a;,b;)の順番を入れ替える.n"+ I: に11rk := j, n" + I: し汀k:= n 
とするこのとき 1:::;i:::; hに対して，次で表される．

{ai, bサ：= {aj+l, 土bi+r,,ai+2, 土bi十八'...,aj+r, ー1,土bi十八，干の+1干aj+2・・・干aj十八ー1,bi+rJ 

（第 2k成分と第 2ri-1成分の Uj+kが複合同順，第 2k成分が複合任意）．
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