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Abstract 

Two algorithms for testing zero-dimensionality at a point of varieties are given. The key of the 

proposed algorithms is the use of the notion of comprehensive Grabner systems. 

1 序

多様体の局所次元（多様体の与えられた点における germの次元）は，代数幾何，複素解析，特異点論な

ど多くの数学分野で表れる重要な不変量である [2,7, 18]. 一般に，イデアルの零点集合として定められた

（いくつもの既約成分や特異点を持つような）多様体の局所的性質等を研究する際は，注目している点にお

ける局所次元を求める事やゼロ次元性判定を行う計算方法が必要となる [4,11, 12, 14]. 

本稿では，パラメータ付きイデアルで定義された多様体の点でのゼロ次元判定法について， 2つの計鍔法

を紹介する．

1つは t皿 gentconeを用い次元を直接計算する方法であり，もう 1つは飽和イデアルを用い与えられた

点以外の多様体に関する情報を利用することでゼロ次元性の判定を行う方法である．本稿で紹介する 2つ

の計算法は共に，局所環でのスタンダード基底や Moraのリダクション [3,8]を必要とせず，多項式環での

計算のみによりゼロ次元性判定を行う計算法である．これら 2つの計算法の鍵となるのは，包括的グレブ

ナー甚底系 [5,10, 13, 16]である．
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2 Tangent coneを用いた次元判定

標数0の体を Kとし， n変数を X= (xぃ．．．，％），点を P= (P1, ... ,pn) E炉とする．多重指数a=

(a1,.,.,an) E認。を用いて

(x -p)" = (x1 -P1)"1・ ・ ・(xn -Pn)知

とする．ただし， この全次数は同=a1 + a2 +・・・十anである．

ゼロでない全次数dの多項式fE k[x]に対し， fの点pにおけるテイラー展開をJ(x)= I:1al:Sdca(x-p)" 

とする．ここでfp,j= I:lal=i Ca(x -p)"とおき，多項式fの展開式を， j次の項ごとにまとめ

f = fp,O + fp,l +'''十fp,d

と表すここで， fp,j# 0となるような最小のjに対し， fp,jをfp,minで表す．これは，点pでのテイラー
展開での最小次数の多項式がfp,minであることと同じである．

ここでの記号と定義は [1]に従っている．

定義 1代数多様体を Ve炉とし， P= (pi, ... ,pn) EVとする．点pにおける Vのtangentcone (接

錐）をら(V)で表し，

Cp(V) ='V(fp,mmlf E ll(V)) 

で定義する．ただし，『(V)= {f E k[x]lf(x) = 0,x EV}, V(f1, ... ,fs) = {x Ek門fi(x)=・ ・ ・= Js(x) = 

O}である．

Tangent Coneについては [18]において詳しく述べられているので，ここでは深入りしない．

次の定理は，原点 0における VのTangentConeの計算法を与えている．新たな変数 Xoを用いてイデ

アル ICC[ぉ］を斉次化したイデアルJhC C[xo, x]を考える．

定理 2IC C[x]をイデアルとし， V= V(I), 0 E Vとする,Xo≫Xとなる項順序を>---とする．集合

{91, ・ ・ ・,9s}をぺに関するイデアルJhのグレブナー基底とし， e(g;)を非斉次化とする．このとき，

Co(V) = V(e(g1)0,m加• • •, e(gs)O,min) 

となる．

定義 3アフィン多様体Vに属する点をpとする.vのpにおける次元を， pを含む Vの既約成分の次元
の最大値と定め， dimp(V)で表す．

Tangent Coneと次元について次の H.Whitneyの定理 [17]がある．

定理 4(H. Whitney [17]) p E V C炉とする．このとき， dimp(V)= dim(Cp(V))となる．

以後， KをCとし，点pをenの原点 0とする．
本稿の目的は， dimo(V)= 0もしくは dimo(V)# 0を判定するアルゴリズムを与えることである．定
理 2より， tangentconeを定義するイデアルの生成元はグレブナー韮底を計算することにより計算可能で

ある．また，代数多様体の次元は，定理 4を用いることにより，グレブナー基底が得られれば簡単に求め

ることができる．
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次に，パラメータ付きイデアルから定義される代数多様体Vの原点0での次元を考える．このとき一般

に，原点 0での次元は，パラメータの値に依存するため，通常のグレブナー基底計算のみで局所次元を求

めることは困難である．以ドに示すように，包括的グレブナー基底系を用いることで，この問題に対処する

ことが可能となる．包括的グレブナー基底系計算アルゴルズムは [5,10, 16]により紹介されており，計算機

代数システムにも実装されている．

次が，パラメータ付きイデアルから定義された多様休の次元判定アルゴリズムの概要である．

アルゴリズム 1

入力： I c k[x]パラメータ t=(ti, .. ,,tm)を持つイデアル， 0EV =V(I). 

出力：各パラメータ空間での dimo(V).

1. Jh の x。 ~x に関する項順序で包括的グレブナー基底系 g を計算する．そして g を非斉次化したも

のを Q'とする．

2. Q'の各セグメント毎の tangentconeを求める．

3. 各セグメント毎の tangentconeの次元から， Vの原点 0での次元を決定する．

例 5パラメータ tを含む多項式!=丑+t丑y4+y12E C[x,y]を考える．このとき， Ii=給=3丑+2ty4,
'2= 8f 8y = 4tx2炉+12y11とし， V=V(fiふ）を考える．まず， tangentcone C0(V)を求める.I= (/1, f分
の斉次化イデアルJh=〈3x2x5+ 2ty4, 4t呼y3xg+ 12y11〉の全次数辞書式項順序 (xo≫x> y)の包括的グ

レブナー基底系を計算する．このとき，我々のプログラムは次を出力する．

[183] L=[3*x-2*x0-3+2*t*y-4*x,4*t*y-3*x-2*x0-6+12*y-11]; 

[3*x0-3*x-2+2*t*y-4*x,4*t*x0-6*y-3*x-2+12*y-11] 

[184] kcgs(L, [t], [xO,x,y] ,1); 

[ [t], [4*t-3+27]] 

[x0-3*x-2,y-11J 

[ [4*t-3+27], [1]] 

[3*x0-3*x-2+2*t*y-4*x,3*x0-3*y-7*x+2*t*y-11] 

[[O], [4*t"4+27*t]] 

[3*xo・3*x"2+2*Uy" 4*x, 2*xo・3*t "2*y"7*x-9*y" 11, (4*t "3+27) *Y" 11*x, (4*t・3+27) *Y" 15] 

非斉次化し最小次数の項を取ることにより，次の tangentconeが得られる．

V(t)のとき， Co(V) = V(y11, 丑），

{ V(1柱+27)のとき， Co(V)~V(xy", 呼），

C¥V((4t3 + 27)t)のとき， Co(V) = V(y15, xy11, xy7, 呼）

各セグメント（または strata}毎に tangentconeの次元を判定すると，原点0での多様体の次元として次

が得られる．

{ :;~~ の＋と;~,のとき， 悶：雷：::: ;~: 二：雷：:: 
C¥V((4t3 + 27)t)のとき， Co(V)は次元 0より，dimo(V)= 0. 

したがって，ゼロ次元となる条件は 4t3+ 27 -=J 0である．すなわち， 4校+27-=J0のとき，超曲面 f=O

は孤立特異点を持つ．
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3 イデアル商を用いたゼロ次元判定

ここでは，多項式環C[x]でのイデアル商を用いたゼロ次元性判定アルゴリズムについて述べる．

多項式環C[x]のイデアルを I,Jとする． イデアルJによる Iのイデアル商とは I:J = {J E C[x]lfg E 

I,'efg E J}である．また， Jに関する Iの飽和イデアル (saturation)とは

I: J00 = {f E C[x]lf Jr CI for some r > 0}. 

である．

次は，本稿で紹介するゼロ次元性判定アルゴリズムの根幹をなす結果である．

定理 6多項式の集合を FC (C[x]とし， m=〈X1,... ,Xn〉,OEV(F)とする．飽和イデアル〈F〉:m=の

甚底を GC C[x]とするとき，

dimo(V(F)) = 0←⇒ ヨgE G s. t. g(0) =fi 0 

となる．

この定理より，多様体V(F)のゼロ次元性判定は，飽和イデアルを多項式環で計算することにより可能で

あることがわかる．

例 7f = x2z+y丑＋炉＋企y十丑y3E C[x, y, z]とし， V=V(紐，鋳屠）の原点0での次元がゼロかど

うかを判定する．

飽和イデアル〈紐給紐〉：〈x,y,z〉°° の基底を求めると，この飽和イデアルのグレブナー基底は {1}と

なる．よって，定理 6より， dimo(V)= 0となることがわかる．

次に，パラメータ付きイデアルから定義される代数多様体Vの原点 0でのゼロ次元性判定法を考える．

パラメータ付きイデアルのイデアル商は論文 [6,11]により述べられている．我々のプログラムは， [3,6]に

書かれている方法を拡張し，加群での但括的グレブナー基底 [9]を利用し，イデアル商の基底を計算するよ

うに実装している．

パラメータ付きイデアル商が計算できることより，パラメータ付き飽和イデアルは計算可能である．

次は，パラメータ付きイデアルから定義された多様体のゼロ次元性判定アルゴリズムである．

アルゴリズム 2

入力： F C (C[x]: パラメータ t=(t1,... ,tm)を持つ多項式集合， 0EV =V(F). 

出力： A : dimo(V) = 0となる stratum(パラメータの条件）．

BEGIN 

A← 0; 
g←飽和イデアル〈F):〈X1心2,・・・,xn)ooの包括的グレブナー碁底系を計算

while g # 0 do 
Select (A', GりfromQ; g← 9¥{(パ，Gり｝；
if:lg E G's.t. g(O)ヂ0then 

A← AU凶；
end-if 

end-while 

return釦

END 

l*A'E IC叫G'clC[叫＊／
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例 8パラメータ tを含む多項式を!=岱 +tが炉+y24 E IC[x, y]とし， V=V(筵，胎）を考える．まず，

飽和イデアル噂ふ紛：〈x,y〉°°の包括的グレブナー甚底系を計算する．ここでの項順序は全次数辞書式項

順序 (x> y)とする．このとき，我々のプログラムは次の包括的グレブナー基底系を出力する．

[527] F=x-6+ux-4*y~s+y-24; 

x~6+a*y-8*x-4+y~24 

[528] para_sat_module ([diff (F, x) , diff (F, y)] , [x, y] , [t] , [x,y] , 1) ; 

[[t],[1]], 

[ -1]' 

[ [4*t-3+27], [1]], 

[2*t ~2*x-2-9*y-s] , 

[[OJ, [4*t・4+27*t]], 

[-4*t・6-27*t・3J 

この出力の意味は次である．

{~ 言二~·のとき， 喜：〗；；：：：二二：：：gい＿，炉｝，
IC¥V((4t3 + 27)t)のとき， 〈紐，続〉：〈x,y〉°°のグレブナー基底は {-4t6-27秒｝．

この結果より，パラメータ tがV(t)u (1C¥V((4秒+27)t)) = IC¥V(4t3 + 27)に属するとき，定数項が存

在するのでdimo(V)= 0となる．

次の補題は，飽和イデアル計算の効率化を医る上で有用である．

補題 9多項式の集合を FC IC[x]とし， m=〈X1,,,.,Xn〉とする．任意のa1,a2, ... , °'n E N¥{O}において，

((F〉:〈xゃ，x空，...,x歴〉）： m==〈F〉:m= 

となる．

本稿では，補題 9のa1,a五．．，％を次のように選択する．

『Fでの変数Xiの最大次数を a。とする．』 (1<:'. i <:'. n) 

補題 9を用いることで，アルゴリズム 2を改良したものが次である．特に，原点での特異点の重複度が

大きい場合には，このテクニックは有効に働く．

アルゴリズム 3

入力： F C C[x]パラメータ t=(t1,... ,tm)を持つ多項式集合， 0E V=V(F). 

出力： A: <limo (V) = 0となる stratum(パラメータの条件）．

BEGIN 

A← 0; 
(a1, .. •, °'n)← Fでの変数Xiの最大次数を °'iとする (l<;i<;n);
g← イデアル商J:〈x『',x空，...,x炉〉の包括的グレブナー基底系を計算；
while g # 0 do 
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Select (A', G') from Q; g← 9¥{(A',G')}; 
Q'←飽和イデアル (G〉:〈X1心2,・ ・ ・,Xn〉°° の包括的グレブナー基底系を凶上で計算；

while Q'# 0 do 
Select (A",G") from Q'; Q'← Q'¥ {(A", G") }; 
ifヨgE G's.t. g(O) # 0 then 
A← Au A"; 
end-if 

end-while 

end-while 

return A; 

END 

本稿で紹介したすべてのアルゴリズムを計算機代数システム Risa/Asir [15]に実装したので，実装の比

較を次で与える．使用した計算機は [OS:windows 10, CPU: intel Core i9-7900, 3.30GHz, RAM; 120GB] 

であり， 表 1はCPU秒を与えており， >3hは出力に 3時間以上を要することを意味している．

ベンチマークで使用した多項式は次であり， x,y,zは変数， a,bはパラメータを表し，用いた項順序は全

次数逆辞書式項順序 (x,y,z)である．

h=砂 +ax4炉＋炉+y25
h=企 +x丑+ax炉十y3z+ xy4 
h=砂y+ ay15 + bx砂 +xyl2
f4 =企y+y8+ax炉+b丑y4

fs =企y+ay4+炉 +yBx+by6

f5 = X1゚＋砂炉+a炉+3yl4 + bx10炉+xyl4

h=砂 +yz4+炉+a砂y+b丑祈+z4
is=砂+yz7+ax3炉＋が゚ ＋丑y5z4

表 1:ベンチマークテスト

F アルゴリズム 1

(Tangent cone) 

1 {f1, ax吋 1,払a,,,} 0.0156 

2 {h, 堕西， 堕珈， 年oz } 0.0156 

3 偽恰，恰｝ 1.375 

4 {h恰，恰｝ 27.94 

5 ｛堕釦， 払珈 ｝ >3h 

6 ｛笹，笹｝ >3h 

7 { h , !liL Bx'!liL 珈， !liLBz} > 3h 

8 {fふ血釦，堕珈，堕8z} > 3h 

アルゴリズム 3

(Saturation) 

0.03125 

0.0625 

0.0625 

0.75 

0.03125 

1.031 

1.391 

6.188 

表 1より， tangnetconeを用いた方法より，飽和イデアルを用いた方法が効率が良いことがわかる．
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多様体'V(F)が既約成分v。={O}を含むとする．また，イデアル〈F)の準素イデアル分解を〈F〉=
Q。nQin ... n Qvとし， Qo,Q1,... ,Qvを異なる準素イデアル， 'V(Qo)= {O}とする．アルゴリズム 1

は， Q。を計算し尚且つ，その多様体の次元を計算している．逆に，アルゴリズム 2はQin---nQツを計算

している.Q。の構造が複雑であれば，アルゴリズム 2の計算量はアルゴリズム 1より小さいと期待される．
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